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Prélogo

La publicacién de esta obra es en realidad la culminacién de un proyecto
iniciado hace cerca de ocho afios. En aquella ocasién nos planteamos elaborar un
material acorde a las necesidades de los estudiantes de la Facultad de Ciencias
Econdmicas de la Universidad de Buenos Aires que cumpliera con un doble requisito:
ser accesible desde el punto de vista expositivo y de alta calidad académica.

El resultado de ese esfuerzo se plasmé en la Serie Notas Teoéricas, publi-
cada por la Secretaria de Cultura del Centro de Estudiantes de la Facultad de Cien-
cias Econdmicas a partir de 1993. Trabajamos conjuntamente en tres titulos: Analisis
Matematico I, Analisis Matematico Il y Algebra, con la pretension de hacer un aporte
original, en especial en el complejo problema del tratamiento de los temas econdmi-
cos en materias de la rama matematica. Alli es donde resulté provechoso el inter-
cambio entre las perspectivas aportadas por cada uno de nosotros, desde su respec-
tiva especialidad.

Inmediatamente las publicaciones tomaron vida, nutriéndose de los comenta-
rios de estudiantes y profesores que las hicieron propias, transformandolas. Por nuestra
parte el compromiso se renovaba, a lo largo de las casi veinte ediciones y los mas de
10.000 ejemplares impresos, a través de un proceso de actualizacién permanente.

En la presente edicion se han agregado algunos temas y reformulado otros
A pesar de que en la reforma de 1997 se suprimi6 del programa de Algebra, en forma
inexplicable, la unidad de Transformaciones Lineales, nosotros decidimos mantenerla
en este texto, no solo por su importancia y porque permite comprender el sentido de
otras unidades, como la de Espacios Vectoriales, sino también porque es de suma
utilidad para la comprension de otras materias como Matematica para Economistas.

El haber convertido en libro lo que nacié como un simple material de estu-
dio nos llena de orgullo ya que corona un esfuerzo de muchos afios. Para nosotros
ese esfuerzo no es mas que una forma de reafirmar nuestro compromiso con la
Universidad Publica, a la que este trabajo va dedicado.

Agradecemos a todos los que han contribuido a que este libro hoy pueda
ponerse a consideracion de alumnos y colegas.

Los autores
Agosto 2000
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MATRICES

Intervalo natural inicial

Es el conjunto formado por
los n primeros numeros natu-
rales: [,={1,2,3,.....,n}

Matrices reales

Consideramos dos intervalos
naturales iniciales I, € I,.
Calculamos el producto car-
tesiano de

Inx L= {(iy)) / i€y Aje ]y}

Si ahora establecemos una
funcién que va de I,xI, > R
se obtiene una tabla de valo-

CAYLEY, Arthur (1821-1895):
matematico inglés que nacié en Richmond,
cerca de Londres. '
Abogado, que desarrolla la
geometria proyectiva, ex-
pone el concepto de inva-
riancia en 1845 y desarro-
lla la teoria de matrices
(como se suman y multi-
plican) en 1858.

El nombre de matriz se debe a él, lo mismo
que su extension pluridimensional. Esta
considerado el tercer escritor mas prolifico
de matematica, luego de Euler y Cauchy.
También hizo aportes a la teoria de los deter-
minantes. Fue también pintor a la acuarela y
un estudioso de la botanica.

e

res ordenada por filas y columnas que recibe el nombre de matriz.

aml

ail ai---din

(253 an---dan

Am2-+Amn

La imagen de cada (i;j) es un numero real que se denomina a;.
La matriz tiene m filas y » columnas. El elemento que esta en la fila 2,
columna 3 recibe el nombre de a,; y asi sucesivamente.

1 -1

Ejemplo: A —(
4 0 2

j es una matriz que tiene 2 filas y 3 columnas.
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El elemento a;,= -1, el a3 =2, el a;3= 3 etc.

Las matrices se representan con letras mayusculas 4, B,..., etc., y a sus
elementos se los denomina genéricamente ay;, by;,..., etc.

El conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas con elementos
reales se denomina como R™".

Orden: se llama orden de la matriz al nimero de filas y de columnas
que posee. Una matriz que tiene m filas y n columnas es de
orden mxn (m por n).

1 2
Ejemplos: A= J es de orden 2x2, Ae R*
-1 3
-1 3 0 23
B = es de orden 2x3, BeR
2 -1 3
1 2
C =| -1 3| esdeorden 3x2, Ce R***
4 5

Matriz nula: recibe este nombre aquella matriz en la cual todos los ele-
mentos son 0. Se la designa como N o simplemente 0, (Vi Vj: n;= 0).

Matriz cuadrada: es aquella en la cual el numero de filas m es igual al
numero de columnas #.

1 0 -1
. 1 2 2x2 3x3
Ejemplos: A = queeR™ B =|-1 3 2|queekR
31
3 2 1

Diagonal de una matriz cuadrada: esta formada por los elementos en
los cuales i = .

(al 1, a2, a33a-'-aann)

Traza de una matriz cuadrada: es el nimero que se obtiene de sumar
los elementos de la diagonal. Tr (4) = a;; + axn +... + an,.
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Matrices

Matriz diagonal: es una matriz cuadrada en la cual los elementos que
no pertenecen a la diagonal son nulos: i #j = a; = 0.

1 00
, 40 22 3x3
Ejemplo: A = 01 eR™ B=/0 3 0|eR
0 00

Matriz escalar: es una matriz diagonal en la cual todos los elementos
de la diagonal son iguales.

-2 0 0
Ejemplo: B=l 0 -2 0
0 0 -2

Matriz unidad o identidad: es una matriz escalar en la cual los elemen-
tos de la diagonal son 1.

1 00
1 0
Ejemplos: |, :[ J I;=|0 1 0] reciben el nombre de 1.
0 1
0 0 1

Matriz fila: es la que tiene una sola fila, es de orden 1xn, eR™
A = (6111 app ... 611,,)
Ejemplo: A= (2 -3 1)eR"™

Matriz columna: es la que tiene una sola columna, es de orden mx1,
AeR™!

11
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ay
a1
4=
anl
2
Ejemplo: A =| -1 |e }*
3

Vector: se denomina vector a toda matriz fila o columna

Matriz opuesta: la matriz opuesta de 4 es B < Vi Vj: bjj=- aj, se de-
nomina como —A4.

1 4 - -1 -4 -
Ejemplo: A= eR™ —-A= eR™
3 -2 -3 2

Matriz de probabilidad

Es una matriz cuadrada en la cual: a) cada elemento es no negativo, b) la
suma de los elementos de cada fila es igual a 1.

10 0 0 1/5 4/5
Ejemplos:  ,_| 1,4 o 3/4| B=|1/4 1/2 1/4
1/2 1/2 0 1/6 2/3 1/6

Propiedad: el producto de matrices de probabilidad da otra matriz de
probabilidad.

Igualdad: dos matrices son iguales si son del mismo orden y Vi Vj:

a; = by, es decir que los elementos que ocupan la misma po-
sicidn son iguales.

12



Matrices

OPERACIONES ENTRE MATRICES

Suma: soélo se pueden sumar matrices del mismo orden. El resultado da
otra matriz del mismo orden cuyos elementos se obtienen
sumando entre si los elementos que ocupan la misma posicion.

A+B=C/VZV]C,j=aU+bU A,BYCERmXH

1 2 -1 0 1 -2 -
Ejemplo: A = B = Ay BeR™
4 0 3 4 8§ -3

140 241 —1+(=2)\ (1 3 -
o .15 -

]CGRZX3
4+4 0+8 3+(=3)) \8 8 0

Propiedades de la suma

a) Ley de cierre: la suma de matrices da otra matriz del mismo orden.
b) Asociativa: (4 +B)+C=4+ (B+ ()
¢) Conmutativa: 4+ B=B+ A4
d) Existencia de neutro: 4 +0=0+A4=4 (0 es la matriz nula)
e) Existencia de simétrico: 4 + (-4) =(-4A)+A=0

(-4 es la matriz opuesta)
HTr(4+B)=TrA+TrB

Resta: Restar 4 y B equivale a sumar a la matriz 4 la matriz opuesta de B.

A-B=A+(-B).

En la practica se procede igual que para la suma, en lugar de sumar los
términos que ocupan la misma posicion se restan. También deben ser
del mismo orden.

A—B:C/ViVJ:Cij:Cl,‘j—bij A,BYCERmxn

13
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2 3 -1 2 1 -3 3
Ejemplo: A = B = Ay BeR™
5 -1 2 4 3 -3

2-2  3-1 —-1-(=3)) (0 2 2
A-B=C= =
5-4 -1-3 2-(-3)) \1 -4 5
Producto de un escalar por una matriz: para multiplicar un escalar

(ntimero) por una matriz se multiplica el escalar por cada elemento de la
matriz. Es una ley externa.

(XA:B/VIVJ b,‘j:(x.aij AyBERmxn
1 2 3.1 3.2 3 6
Ejemplo: A =| -3 4| 3.4=[3(-3) 34|=[-9 12
0 2 3.0 3.2 0 o6
Propiedades
a)0A4A=N
b) o.N =N
)SiacA=Nsa=064=N
d)l.A=4

e) Distributiva respecto de la suma de matrices: a.(4+B) = 0.4 + a..B
f) Distributiva respecto de la suma de escalares: (0+8).4 = o.4 + 8.4
g) Tr (a.4) = . Tt (4)

Cociente de una matriz por un escalar o: equivale a multiplicar la

matriz por —, con o # 0.
a

14



Matrices

Ejemplo

o s

_3 5 - 1 5/3

3

Producto de matrices

Dadas dos matrices Ae R™" y Be R se pueden multiplicar si n=p, es
decir que el niimero de columnas de la 1° matriz debe ser igual al ni-
mero de filas de la 2° matriz. El orden de la matriz producto es mxq.

A.B=C/AcR™" BeRP CeR™

La matriz producto tiene tantas filas como la matriz 1° factor y tantas
columnas como la matriz 2° factor.

Cilculo de los c;

Cada ¢;; de la matriz producto se obtiene de sumar los productos término
a término de los elementos de la fila i de la matriz 1° factor por los ele-

n
mentos de la columna j de la matriz 2° factor, ¢; = z aix - by -
=1

3 2 2 31
Ejemplo: A :[ ) B :[ j
1 -2 1 -1 2

El producto se puede realizar porque coincide el nimero de columnas de
la 1° matriz con el numero de filas de la 2° matriz, que es 2. El resultado
es una matriz de 2x3.

Hay que calcular 6 elementos de la matriz C; ¢y se obtiene sumando los
productos de los elementos de la fila 1 de 4 por la columna 1 de B; ¢y; se
obtiene sumando los productos de la fila 1 de 4 por la columna 2 de By
asi sucesivamente. Si adoptamos la siguiente disposicidén practica, las
intersecciones de filas y columnas indican como se obtiene cada ele-

15
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| B
mento de C. —|

A4|C

2 3 1
K 1 -1 2
3 32421  33+2(-1)  3.1+22
1 —22/‘ 1.24+(=2).1 1.3+(-2).(-1) L1+(=2)2

(3.2+2.1 3.3-2.1 3.1+2.2) [8 7 7)
:>C2x3: =
1.2-2.1 13+21 1.1-22) \0 5 -3

Propiedades

a) Asociativa: A4.(B.C) =(4.B).C
b) No conmutativa: A.B # B.A

En muchos casos el producto en el otro sentido no se puede realizar. En
otros casos se puede realizar pero da resultados diferentes.

¢) Distributiva respecto de la suma y resta: A.(B+ C)=A.B+ A.C
d) Existencia de elemento neutro (para matrices cuadradas):
1. A =A.1=A I (matriz identidad)
e)A.B=0yA#0yB=#0
NAB=A4A.CyB=C
Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de estas propiedades

a) dadas

-1 2
2 -1 -1 3 2
A= , B= y C=2 1 =2
3 =2 4 1 =2
0
verificamos que: 4.(B.C) = (4.B).C

16



Matrices

9 1
4 9

22 -7 2
o
35 =15 5

2

-7 2
-15 5

-1 1
-1 3 2
B.C= |2 1 =2|=
4 1 -2 _
1 0 3
2 19 1 -1
A'(B'C)_[3 —2}(—4 9 —4}2
A.B:(z —1}(—1 3 ij(—6 5 6)
3 —2/l4 1 =2) |(-11 7 10
6 5 o) "2
(A.B).C=[_ j 2 1 -2 :[
~11 7 10 35
1 0 3
b)dadasA:(Z 0 1} B:[_l 3
-3 -2 -1 4 1

verificamos que: (4+B).C=A4.C+ B.C
JE S
+ =

1
2

1 3 3]
1 -1 =3
1

-1 2
2 0 1
2 1
-3 -2 -1
1 0

2 0 1
-3 -2 -1

-1
4
-1

A+B=( 2
-2

(4+B).C = (

A.C

-2

303
-1 -3

|

-1

|e

-
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-3 2
c) dada: 4 =( A lj’ verificamos que A./=14=A4

(20 HG
G
:

0 0
d) Dadas 4 = ] ( j , verificamos que 4.B = 0, y

1 0
A#0yB#

I 0)(0 O 0 0
A.B= =
2 0){1 0 0 0
Una aplicacion del producto de matrices, el producto escalar

Sean dos vectores vV y wde n componentes: V = {v,Va,...,va} Y W= {wy,

WageeusWn} .

Se define el producto escalar o producto interno entre dos vectores co-
mo la sumatoria de los productos entre los elementos del vector vy los
correspondientes elementos del vector w .

VW=Vt v, ot y,w,

Se puede hallar el producto escalar considerando dos matrices columnas

18



Matrices

Vi
V2
cuyas componentes sean v y Vvque [lamaremos V y w. V= 1y
Vn
wi wi
w2 w2
— oo, =1/t —
W= - V.W—V.W—(vl vy . . vn).
Wn Wn

Obsérvese que el producto escalar o interior da un nimero real o un
escalar, de alli su nombre.

Ejemplo
1 -1
Dados v=(1,-2,3) y w=(-1,3,2) = V=|-2|yW=| 3| =
3 2

Potencias de una matriz cuadrada

Solo se pueden elevar matrices cuadradas por las reglas vistas para el
producto de matrices.

19
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Cuadrado: elevar una matriz cuadrada al cuadrado equivale a multipli-
carla por si mismo.

A*=Ax A

. 1 2 , (1 2\(1 2 7 =2
Ejemplo: A= =>4 = . =
3 -2 3 -2)\3 =2 -3 10

Matriz idempotente: una matriz es idempotente si su cuadrado es igual
a la matriz.

A es idempotente < 4> =4
Ejemplo

Matriz involutiva: una matriz es involutiva si su cuadrado es igual a
la matriz identidad.

A es involutiva < A42=1

. 1 0 , (1 0)(1 O 1 0
Ejemplo: A= =>4 = . = =]
0 -1 0 -1/ \0 -1 0 1

Nota: la matriz identidad es involutiva e idempotente.
Potencia enésima: A"=A4.4.4...A (n veces)

Propiedades: a)l"=1 b)N"=N c) (kA)'=k".A"

20



Matrices

Cuidado con la potencia de las matrices
Cuando trabajamos con numeros reales vemos que:

a) (A4+B)* = A*+ 24B + B*
b) (4+B).(A-B)=A>- B*

Pero que ocurre cuando 4 y B son matrices cuadradas, veamos:

a) (A+B)2 = (4+B).(4+B) = A*+ A B+ B.A+ B* expresion que obtenemos
aplicando la propiedad
distributiva

Pero como el producto de matrices no es conmutativo, 4.B no es
necesariamente igual a B.A4, por lo tanto:
(A+B)* = (A+B). (A+B)=A*+ AB+B.A+B*# A*+2 AB+ B’

2 2
b) (4+B).(A-B)=A"-AB+B.A -B expresion que obtenemos
aplicando la propiedad
distributiva

Pero como el producto de matrices no es conmutativo, 4.B no es ne-
cesariamente igual a B.A4, por lo tanto:
(A+B).(A-B)=A*-AB+BA-B #4> - B

Ejemplo

o a=(, 2 -(2, 3]
[ A X e
L2 -

21



Alejandro E. Garcia Venturini

S 9 s

_(1+10 5-5} (4+2 —4+2J_

2-2 10+1 -2+1 2+1
_ 11 0 _ 6 -2 _ 5 2 ®
0 11 -1 3 1 8

0+:0

TRANSPOSICION-SIMETRIA

Matriz transpuesta: de una matriz 4 es la matriz que se obtiene de per-
mutar en la matriz 4 las filas por columnas. Se de-

nomina 4",
—4
2 3 1 2x3 3x2
Ejemplo: A = eRT = A'=[3 2 |[eR™
-4 2 0 1 0

Las filas se transforman en columnas. Si la matriz 4 es de orden mxn, 4 es

de orden nxm.

Propiedades: a) (A")' = A

b) (4+B)' =4'+B" la transpuesta de la suma es la suma de
las transpuestas.

¢) (4.B)'=B'. 4" la transpuesta de un producto es igual
al producto de las transpuestas en or-
den inverso.

d) (k.A)'=k.A'

e) (4" = )"

Ejemplos
Veamos algunos ejemplos de estas propiedades,

22
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a) dadas A4
2 4
(4.B)'=B'A'
1 3)-1
oy
()
i) B.4 =

2
1 3J

i) (4.B) = K

b) dados 4 =
2

AN

|
|

3

JC

Matrices

1+15 3+6) (14 9Y (14 18
“lis 14) Lo 14)O

2+20 6+8
3 1 2 14 18
3 4

G I e

y k =2, verifcamos que: (k.4)' =k.4'

-1
5

y B 2] , verificamos que:

0-0

o1 3 6Y (2 4 o\
=124, 4 6 8
S| ( 21 (2 Je [7°
2.4'=2. =2. ®
2 4 3 4/ (6 8
13 /
c¢) dados 4 = (2 4} y n =2, verifcamos que: (4")' = (4')"
\
o=, ) 1 ( J
2 412 10 22
(7 15)
10 22) (15 22 >o:9
REHEEN
i) A = =
2 4
wr=(s J-6 36 I
= 2]
3 4 3 4) (15 22) )

23
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Matriz simétrica: una matriz es simétrica si es igual a su transpuesta.

AeR™" es simétrica < A =A"

1 -2 3
Ejemplo: A =|-2 4 1|= 4
3 10

la matriz debe ser cuadrada y los elementos simétricos respecto de la
diagonal deben ser iguales: Vi Vj: a;j= aj.

Matriz antisimétrica: una matriz es antisimétrica si es igual a la
opuesta de su transpuesta.

Ae R™™ es antisimétrica < 4 = — A'

0 2 -3 0 -2 3
Ejemplo: A=|-2 0 1| 4= 2 0 -1|=-4
3 -1 0 -3 1 0

la matriz debe ser cuadrada, los elementos simétricos respecto de la dia-
gonal deben ser opuestos y los elementos de la diagonal deben ser 0: Vi
Vj (l:j:> aij=0, i¢j:>aij= —aji).

Propiedades de las matrices simétricas y antisimétricas
a) A + A'es simétrica, para toda matriz cuadrada A.
t t_ t t t_ t t . ;.
<A+A ) =4 +< ) =A"+tA=>A+ A essimétrica.

b) A- A'es antisimétrica, para toda matriz cuadrada A.

=) sl a ol - -2~ la-a)

= A— A" es antisimétrica.

24



Matrices

c) A.A" es simétrica para toda matriz 4, no necesariamente cuadrada.
t r_ t t t__ t t . .
(A.A ) —( ) A =44 = AA essimétrica.

d) Toda matriz cuadrada se puede descomponer en suma de una matriz
simétrica y una antisimétrica.

t t
LArA A-4
2 2
A+A" ! o
es simétrica, por prop. a), es antisimétrica, por prop. b)
1 -4 3 1 2 5
Ejemplo: A=| 2 6 2| =A4'=|-4 6 4
5 4 -6 3 2 -
1 -1 4 0 -3 -1
+4 A
R R Y I e 1 S S
2 2
4 3 -6 1 I 0

I -1 4 0 -3 -1 1
-1 6 3(+|3 0 -1|=]2 6 2|=4
4 3 -6 1 I 0 5

e) la condicion necesaria y suficiente para que el producto de dos matri-
ces simétricas sea simétrica es que 4 y B sean conmutables.

A.B es simétrica < (4.B)'=A.B = (4.B)'=B'A'=B.A=A.B

25



Alejandro E. Garcia Venturini

OTRO TIPO DE MATRICES

Matrices triangulares

Triangular superior: una matriz cuadrada es triangular superior
Si>j=a;=0

Triangular inferior: una matriz cuadrada es triangular inferior

Si<j=a;=0

Ejemplos
-1 2 -3
A=| 0 4 1] es triangular superior
0 0 1
-1 0 0
A=| 2 4 0| es triangular inferior
3 15

Matriz inversa

La matriz Ae R™" es inversible, es no singular o admite matriz inversa si
existe una matriz que denominamos 4" que multiplicada a izquierda y
derecha por A da la matriz identidad. La matriz debe ser cuadrada:

A A= A4" A=1.Lamatriz inversa, si existe, es unica.

Propiedades: a) (A 1) !
b) (4.B)" —B—1 A
Dem:
(B'.a")(4.B)=8" (A A)B=B".1.B=B".B=1I
= (B 4").(4.B)=1= B4 =(4.B)"
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o) (47) = ()"

Dem: AA" =T 4) =1 o () A =T a) =(a)"
d) (k.A)'=k".A4", sikeR-{0}

Matriz ortogonal

Una matriz cuadrada es ortogonal si y solo si su inversa es igual a la

transpuesta.

A es ortogonal & A7 = A’

De lo que se deduce que una matriz es ortogonal si el producto de una
matriz por su transpuesta da la identidad.

Aesortogonal & A. A" =1

% -

Ejemplo: , — ,
\/% JA
AR
AA

:[% %'_\/—% %(0 1]

Propiedad: el producto de dos matrices ortogonales del mismo orden es
otra matriz ortogonal.

Dem.: (A.B)' =B A" =B".A'=(4.B) = A.B es ortogonal
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MATRICES COMPLEJAS

Se llaman asi aquellas matrices cuyos elementos son niimeros comple-
jos, Ae C™",

2+i 2 =3i
Ejemplo: A=| -2 1+i i
3 —-1-i 4

Matriz conjugada: es la que se obtiene de reemplazar cada elemento
por su conjugado. Se denomina 4 .

2—i 2 3i
Ejemplo: tomando el ejemplo anterior 4 =| —2  1—i —i
3 —-1+i 4
Propiedades: a) A = A
b) A.B=AB
¢) A+B=A+B

Matriz asociada: se llama asi a la conjugada de la transpuesta, se la
denomina A" =4".
2+i 2
) 2+i =2 3
Ejemplo:, A=| -2 1+i A= ,
3 —1-i

.= (2-i -2 3
A== L g
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Propiedades: a) (
(

Matrices

Matriz hermitiana (o de Hermite)

Una matriz es hermitiana si
es igual a su asociada,

A es hermitiana & A=A’

Ejemplo
1 —i 2+i
A=| i -2 =-3-2i
2—i —3+2i 3

HERMITE, Charles (1822-"""""
matematico francés al

cual se debe la resolucion
de la ecuacion de 5° grado
por métodos no algebraicos
en 1858. Demuestra en
1873 que e es irracional.
Fue profesor de Matemati-
ca en la Escuela Politécnica de Paris. Es
conocido por sus matrices hermitianas.

se puede verificar que es hermitiana

OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE UNA MATRIZ

Son las siguientes:

1) Permutacion de dos lineas paralelas entre si.
2) Multiplicacion o division de una linea por un escalar no nulo.
3) Adicion de una linea a otra paralela multiplicada por un escalar.

Matrices equivalentes

Dos matrices son equivalentes si se puede pasar de una a otra a través
de un numero finito de operaciones elementales.
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-1 2 -3
A :( j multiplicamos la 1° fila por 2, se obtiene la matriz
0 4 1

(— 2 4 - 6j
B =
0 4 1
Si ahora a la 1° fila le sumamos la 2° fila multiplicada por 3 se obtiene la

. (—2 16 —3j
matriz C = )
0 4 1

La matriz 4 es equivalente a la matriz B y a la matriz C porque se ha
pasado de una a otra a través de operaciones elementales 4 ~ B ~ C.

RANGO DE UNA MATRIZ
Hay muchas formas de definir el rango de una matriz.

a) Es el mayor nimero de vectores columna o vectores fila linealmente
independientes que tiene la matriz. (el concepto de independencia
lineal se vera en otro capitulo).

b) Es el orden del determinante de mayor orden no nulo que se puede
obtener con los elementos de la matriz (lo veremos mas adelante).

Vector candénico

Son vectores en los cuales todos los elementos son iguales a 0 excepto
uno que vale 1.

c) Es la mayor cantidad de vectores columna canoénicos distintos que se
pueden obtener en una matriz aplicando sucesivas operaciones

elementales.

Propiedad: 1as matrices equivalentes tienen el mismo rango.
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METODO DE GAUSS-JORDAN

El método consiste en obtener una matriz equivalente a la dada en la
cual aparezcan la mayor cantidad posible de vectores columna canéni-
cos aplicando operaciones elementales.

Dada una matriz no nula A€ R™, por ejemplo una de orden 3x4:

ay 4y 4z 4y
A=|a, ay ay ay

a3 4y iz Ay

Elegimos un elemento no nulo (preferentemente un 1) que llamamos
pivote, por ejemplo ay, y obtenemos una matriz equivalente a la matriz 4
aplicando las siguientes operaciones elementales:

1) La fila del pivote se divide por el pivote. (operacién 2)

2) Cada elemento que esta en una fila que no es la del pivote se transfor-
ma restandole a cada elemento el producto de los elementos que estan
en su fila y columna y en la fila y columna del pivote, todo dividido
por el pivote (operacion 3).

Tomando como pivote a,; se obtiene:

a,,.a a,,.da a,,.a a,,.a
-9 29 2391 24912
wT— — G- Ay—— —— 4=
ay ay ay ay
A= ay, 1 Ay3 Aoy
ay ay ay
ay- Ay, Ay Ay a A3,-Ay A3,.dyy
31 32 33 34
ay ) ay ay

Vemos que los elementos de la columna del pivote, excepto el pivote
que se transforma en 1, se transforman en 0. Se obtiene asi un vector
canonico en la columna del pivote.
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GAUSS, Karl Friedrich (1777-1855):

fue uno de los mas grandes cientificos de la historia
(sus parangones hay que buscarlos en Arquimedes,
Newton o Einstein). De origen muy humilde, hijo de
un jornalero pobre, fue astronomo, fisico y matematico
aleman excepcional.

Sus padres lo destinaron al trabajo manual pero trabo
amistad con el duque Wihelm que, impresionado

por su inteligencia cientifica le costed sus estudios, primero en la escuela y
luego en la Universidad de Gotinga.

Califico a la Matematica como Reina de las ciencias y a €l se lo llamo el
Principe de los matemditicos. A los 18 aflos crea un método para el trazado
grafico del eptadecagono con regla y compds. Introduce los niimeros
complejos en el Analisis y realiza un estudio riguroso de las series.

En su tesis doctoral de 1799 demuestra el Teorema Fundamental del Alge-
bra. El monumento levantado en su homenaje en la Universidad de Go-
tinga, de la cual fue director, esta sobre un pedestal cuya seccion es un
poligono regular de 17 lados.

Regla del rectangulo

a,.a ay.a ay,.a
a, -2 o g 9 _ 99
dy ay ay
A= D1 1 a3 94
d d ay
PP L B _Y93.dp _ Y930y
31 34
dn a dn

JORDAN, Camile (1838-1922):
matematico francés. Fue

Observamos en la matriz origi-
nal que todo elemento que no
figura en la fila ni en la colum-
na del pivote forma con éste la
diagonal de un rectangulo. Los
otros dos vértices determinan
lo que llamamos contradia-
gonal.
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Profesor de la Escuela

Politécnica de Paris desde

1876 hasta 1912. En 1870

fue galardonado con el

premio Poncelet de la

Academia de Ciencias por

su Tratado de las Sustitu-

ciones y las Ecuaciones Algebraicas.
Trabajé particularmente en la teoria de
grupos finitos.




Matrices

A4 =| ay \ Qy; Gy
s<’

az 4z dyz Ay

La regla del rectangulo permite obtener el transformado de cualquier
elemento que no pertenece ni a la fila ni a la columna del pivote. Dice
que: el transformado de un elemento es igual a la resta del producto de
los elementos de la diagonal y el producto de los elementos de la con-
tradiagonal, dividido todo por el pivote.

"Gy Q3y — 03 Ay

Ejemplo: a,, .
22

Sintesis

1) Se elige el pivote (distinto de 0, preferentemente un 1).

2) La fila del pivote se divide por el pivote.

3) Los elementos de la columna del pivote se transforman en 0, excepto
el pivote que se transforma en 1.

4) Los demas elementos se transforman por la regla del rectangulo.

5) Se repite el procedimiento eligiendo otro pivote que no pertenezca ni
a la fila ni a la columna del pivote elegido anteriormente.

Ejemplo

hallar el rango de 4=
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2 1 =2 |
1 1 -1 |
1 0 3 |
-1 2 I |
0 0 1 |
-0 T~ 00 |
I -1 1 | 01 2 |
0 3 -4 | - - = = = p(4)=3
0 2 -2 | 1 0 0 |
0 0 0 |
0 @ 2 | 0 0 1 |
- - - - 0 1 0 |
1 0 3
0 0 —-10 | dividiendo por -10
0 0 -6 | dividiendo por - 6
0 1 2

Calculo de la inversa por Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan también sirve para calcular la inversa de una

matriz cuadrada no singular. Para eso se escribe a la derecha de 4 de

orden n la matriz identidad de orden n, se obtiene una matriz de orden

nx2n. Se aplica el método de Gauss-Jordan hasta que la matriz 4 se

haya transformado en la matriz identidad. En ese caso la otra matriz es

Al

la inversa de 4. Queda: —

1147

Nota: si a la izquierda se obtienen los vectores candnicos pero no en el
orden que estdn en la matriz identidad, €sta se obtiene permutan-
do las filas de dicha matriz.
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Condicion de existencia: Ac R™" admite inversa < p (4) =n

1 0 -1
Ejemplo A=|1 2 -2
2 -1 1
@0—1|100
1 2 -2 | 0 10
2 -1 1] 00 1
1 0 -1 ] 1 0 0
0 1| -1 10
0 -1 3 | -2 0 1
0 1
1 0 -1 | 10 0 - =
55
LR Vi SRR
2 2 2 s 3
RIGIETER B
2 2 5

1 0 o 01 2
5 5
0 1 0| -13 1
55
0 0 1 | -11 2
5 5
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Ahora que hemos visto como se calcula la matriz inversa de una matriz,
podemos verificar algunas de las propiedades de la inversion de matrices:

Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de estas propiedades:

1 3 -1 3
a) dadas 4= y B= , verificamos que:
2 4 5 2

(4B)"'=B"4"

, Lo -1 BT (—1+15 3+6)

i) (4.B)" = . = =

2 415 2 ~2+20 6+8
(14 9" (7/17 -9/34 o \
18 14)  |-9/17 7/17

N (-1 31 3!

o e () - oo
(-2/17 3/17\(=2 3/2\ (7/17 -9/34
s o7 =1/2) =917 7/17 ©

J
1 3

b) dada 4 = [2 4], verificamos que (4™)' = (4")"

\

1 3) (-2 3/2 -2 1
N o4 = _ A =
) (2 4} [1 —1/2)3( ) [3/2 —1/2) o

: . " o
ii)At={1 3] :(1 2J:(At)_1:(1 2) :[—2 1 ]9 0-0
2 4) (3 4 3 4 3/2 -1/2
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I 3
¢) dados A = (2 4} y k =2, verifcamos que: (k.4)"' =k'.4"
o213 T2 6Y' (-1 3/4 \
2 4 4 8 2 —14) °®

gt (1 3Y _1(=2 32 (-1 3/4
' 212 4 211 —1/2 1/2 —1/4) ©

ECUACIONES MATRICIALES

'

J

Veamos como se pueden resolver ecuaciones donde aparecen invo-
lucradas matrices.

a)AX=B b) XA =B, con AeR™ y no singular.

Para obtener la matriz X debemos premultiplicar o posmultiplicar (segin
corresponda) por 4™

a) A AX=4"8B b) X.AA'=B.A"
(4 a)x=a"B X (44)=B.4"
I1.X=4"B X1=B.4"
X=4"B X=B4"

¢) A.X.B=C, con AcR™, Be R™ y no singulares

Primero debemos premultiplicar por 4™ para eliminar la matriz A del
primer miembro y luego posmultiplicar por B™' para eliminar la matriz B.

AT AXB=4"C XBB'=4"CB"
(4 a)xB=a'C x(BB")=4a"CB"
IXB=A"C XI=4"CB"
XB=4"C X=4"CB"

37



Alejandro E. Garcia Venturini

Ejemplos

o 2l = ey 500 %
w0 D) -
X=4"CB" :(% i%]ti ZJ{ ;{50 _;f]: ZZO _Z%]

DETERMINANTES

Dada una matriz cuadrada 4 se llama determinante a una funcion de
R"" - R de modo que la imagen de cada matriz es un numero real

que se denomina determinante de A. Se representa como | 4l o det (A).
Dicho numero se obtiene realizando ciertas operaciones preestablecidas
entre los elementos de la matriz.

Fr R SR F(A)=]4]
Veamos ahora algunos ejemplos:
a) Ae R™
A=ay = |4 =|ay|=a,

b) 4e R**

= ay-Ay; — a4y -
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c) Ae R**

|A| =Gy Gy Ay =0y .03 T aA13.0y,.05, T 4)5.0y3.05

a3 Ay Ay TO3.0y.A3 — dy.Ay3.03 —dpp .y .U

Ejemplos

a)A=(3)= |4=3

-1 3 3
b) A= :|A|: =-14-32=-4-6=-10
2 4 2 4

=25-(=3).1=10+3=13

2 1 2 1
c)A=[ j :>|A|=‘
-3 5 -3 5

Si AeR™, veremos otra forma mas sencilla, que es la siguiente regla
para calcular su determinante. Luego veremos algunas propiedades de
los determinantes que nos permitiran calcularlos de otras formas, espe-
cialmente los de orden superior a 3.
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Regla de Sarrus

Es una regla practica que sirve pa-
ra calcular determinantes de tercer

orden.

Se repiten las dos primeras filas.
Los productos correspondientes a
los signos + se suman y los otros

SARRUS, Pedro Federico (1798-
1861): matematico francés, profesor
de Analisis de la Facultad de Cien-
cias de Estraburgo, es conocido por
la regla que lleva su nombre para
resolver determinantes y por haber
obtenido en 1842 el Gran premio de

se restan. Matemética.
all\al2/a13
(A= | ay_ a,
>( y = 0y.0y Q33 T Ay3.0,1.03) + Ay .Ay3.05
_a31>(l3 a,
—aN\a §<a —Ay3.0y, .0y — Ay Ay3.03) — dpp.Ayy.A53
11/ 1& 13
— a4, G, “ajTt
Ejemplo
1 -2 -1
|A]=1]-2 0 -2[=0+6+4—(0-6-4)=20
13 -1
1 -2 -1
-2 0 =2

Veremos otras formas de calcular determinantes ademas de la ya vista
que es utilizando la definicion, pero no es muy practica.

OTRA FORMA DE DEFINIR LA FUNCION DETERMINANTE

Vimos que el determinante de una matriz cuadrada es un escalar que se
obtiene efectuando ciertas operaciones preestablecidas entre los elemen-
tos de la matriz. Ahora veremos otra forma de definir la funcion de-

terminante.

40




Matrices

Dada una matriz cuadrada se llama determinante a una funcién de
R"" - R de modo que la imagen de cada matriz es un numero real
que se obtiene sumando todos los productos posibles de »n elementos
elegidos entre los n* de la matriz dada, siempre que en cada producto
haya un factor de cada fila y un factor de cada columna, anteponiendo a
cada producto el signo mas o el signo menos segun que las permutacio-
nes que indican las filas y las columnas sean de clase par o impar.

Nota: son de clase par si ordenados los elementos segun los primeros
subindices, los otros subindices forman un numero par de inver-
siones (no estan en el orden natural), y de clase impar si forman
un numero impar de inversiones.

MENOR COMPLEMENTARIO

Se llama menor complementario de un elemento a;; de una matriz cuadrada

de orden # al determinante asociado a la matriz cuadrada de orden n-1 que
se obtiene al suprimir la fila iy la columna j. Se lo denomina «;.
a G i3
. . a dy a,  ap
Ejemplo:si A =\ a,, a,, ay| &= Oy, =
a3 A a3 Ay

ay Ay

Si la matriz es de orden 3, los menores complementarios son determi-
nantes de orden 2, siempre son de un orden inferior al orden de la matriz
cuadrada. Hay tantos menores complementarios como elementos tenga
la matriz, en este caso son 9.

1 3 2
. -1 1 2
Ejemplo: A=| -1 4 3| o, = =—6 0y = =5
2 0 -1 3
210
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3 2

a:
21 ‘10

‘:—2

ADJUNTO DE UN ELEMENTO

Se llama asi al nimero que se obtiene de multiplicar al menor comple-
mentario ¢; por (=1)*/. Al adjunto del elemento a; se lo denomina

Ay = 4,=1)" .

Sii+jespar: 4;=a;,porque (—1)"/=1

Sii+jesimpar: 4;=-¢;, porque (=1)* =-1

2 -1 0
, 513 2
Ejemplo: | 3 4 2| A,=(-1). =-3,
0 1
0 -3 1
2.0 3 4
A32:(_1)5~ ‘:_4 A|3:(_1)4~ ‘:_9
3 2 0 -3

y asi sucesivamente se pueden calcular los restantes adjuntos, hay 9.

MATRIZ ADJUNTA

Es la matriz transpuesta de la que se obtiene de reemplazar en una
matriz cuadrada cada elemento por su adjunto. Se denomina Adj A.
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1 3
Ejemplos: a) AZ( jA,1=4 A,=2 A4,,=-3 A4,=1
-2 4
4 2
= Aaj‘A=( j
-3 1
2 1 -2
1 2
b)B=|{0 1 2 Biu=(-1) =2
-1 0
3 -1 0
0 2 0 1
BIZ (_1)3 ‘:6 Bl3_( 1)4 ‘:_3
3 0 3 -1
1 -2 2 =2
le_(—1)3 ‘:2 B2 (—1)4 ‘:6
-1 0 3 0
2 1 1 -2
323 (_1)5 ‘:5 B31 (_1)4 ‘:4
3 -1 1 2
2 =2 2 1
Bsz_(_l)s ‘ -4 B33_(_1)6- ‘:2
0 2 0 1
2 2 4
= AdiB=| 6 6 -4
-3 5 2

Veremos ahora propiedades que nos permitiran resolver determinantes
de orden superior de una forma mas sencilla.
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PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Cdlculo de determinantes de orden superior

Demostraremos la validez de las propiedades para determinantes de 3°
orden, pero su validez se puede generalizar.

1) Desarrollo de un determinante por elementos de una linea

Regla de Laplace

Elvalor de un determinante es igual
a la suma de los productos de los
elementos de una linea cualquiera
multiplicados por sus correspon-
dientes adjuntos.

LAPLACE, Pierre Simon de (1749-
1827): matematico
francés de origen cam-
pesino, fue objeto de _ |
honores por Napoleon
del que fue ministro
del Interior. Luego fue

senador y presidente
del Senado. Los Bor-
bones lo hicieron mar-
qués.

Hizo multiples aportes a distintas areas de
la matematica y la fisica, entre los cuales
esta su regla para resolver determinantes y
sus famosas transformadas.

ay  dp di3
|A|=|ay,  ay  ay|=

a4z Ay

ay . Ay tay Ay ta A=

ay Ay ay Ay ay Ay
= ap- —ap ta;. =
ay, Ay ay  diy a;  dsy

a11'(a22-a33 —dy _a32)_ a12'(az1'a33 _0’23'5131)+ a13'(a21-a32 —022-6131)
= )0y Ay — 0.0y 05 = Ay .0y, .03y T Ay .Apy.05, T

+0a,5.0,,.03) — ay3.0y,.05, = | A
2) Si en una matriz una linea es 0, su determinante vale 0.

Supdéngase que la i-ésima fila de 4 contiene solamente ceros. Es decir,
supongase que a; =0, sij=1,2,3,...n.
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Entonces |4|=a, .4, +a;,. Ay + ..+ a,,.4, =0+0+..+0=0

La misma demostracion es valida si la j-ésima columna esta formada por
Ceros.

3) Si en una matriz se permutan filas por columnas los correspondientes
determinantes son iguales.

4 G 4
|A|=la,, ay,, ay|= A1-Gx-033 T G13.051.03, + dy.053.05

dui  Qu  a T0y3.Qy) A3 — 4. Ay3.03, — A)p.0y).d33
31 32 33
a4y dgy
r_ —
AT [=|ayn  ay  an|= ay.ay 055+ a13.05, .05 + ayy.053.05
ay; Ay dsy Tay3-dy Ay T dyy-do3.dyy — Ay Ay Ay
vemos que son iguales = | A|=| A'].

4) Si en una matriz se permutan dos lineas paralelas los correspondien-
tes determinantes tienen signos opuestos.

|A|=ay  ay  ay|= 411Gy -Ay3 F 013.051.05 + 01505305

Ay, Gy Gy 1392031 T Ay y3.dyy — Ay dy)dyy

(A, |=|a,, a, a;|= ayy.0y,.033 1 ay1.0y3.03, + ay3.0y) .43
—ayy.Ay3.d3) — Ay3.dy1.d3y —dy.dyy A3z =

=14
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5) Si en una matriz dos lineas paralelas son proporcionales, su determi-
nante vale 0.

an apy a3
|A|=lkay, ka, ka,|= ay.kay.ay+as.kayay, +ay.kag

—0y 3 kay a5 —ay ka5, —ay . ka6, =0

as; as ass

6) Si en una matriz se multiplican todos los elementos de una linea por
una constante el determinante de la matriz queda multiplicado por la
constante.

a9z 93
|A|=|ay  ay  ap|= 1105033+ 0130505 + A1y Ay3.05,
a, ay,  ay TA3-0yp-Ay T Ay Ay3.03p — Ay .Uy A3
ay ai a3
|4, |=|k.ay, k.ay, kay|= % k.ay as; +ay;.kay .az, +ayy kay, a;,

a a a 3.kt~ 0y Ky )~ ety gy =
31 32 33

k|4

Consecuencia: si AcR™ = |k.A| =k".

4

7) Si los elementos de una linea de una matriz se descomponen en n
sumandos, su determinante puede descomponerse en n determinantes
que tienen las restantes lineas iguales.

ay +by ap+b, a;+by
|A|: asr ay Ay

as as; ass
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(a” + b)) A11+(a12 +bia). A12+(013 +bl3)~ Az =
(ay,. A+ ay. Ap +ays. Aps)+ (Byy. Ay by A1 +bys. Ars)

ay  ay  ap| by by by
S|y Ay Ay Tay Ay Ay

az dy dyz| |d3 dyp dsg

8) Propiedad invariante-Teorema de Jacobi

Si en una matriz a una linea se
le suma una linea paralela
multiplicada por una constan- | 4. origen judio, destacado
te k el determinante de la ma- | por sus aportes en Fisica y
triz no varia. Astronomia. A los 21 afios
era profesor de Konigsberg.

Son reconocidos mundial-
mente sus estudios sobre las

JACOBI, Karl Gustav Jacob (1804-1851):
famoso matematico aleman

_ funciones elipticas, que
|A|=|ay  ay  axyl, ones elip d ) )
estudié junto a Abel y se publican en 1829;
ay, ay, ay las ecuaciones diferenciales, el calculo de va-

riaciones y la teoria de nimeros. Se le deben
estudios sobre determinantes funcionales, uno
a la 1° F le sumamos la 2° F | de los cuales se llama jacobiano debido a €.

multiplicada por &.

a,, +ka, a,+ka, a;+kay,
|A1| = 9 ay dy =
as as; ass
ay ap ap| |kay kay, kay| |ay a, ap
=lay Ay dxp|t| ay any ay3| =y Ay Ay +0:|A|
asy dxp a4 as as, as3| |d3; 4s  dis
Esta propiedad permite fabricar ceros. Combinando esta propiedad con

la de Laplace se pueden calcular determinantes de orden superior con
cierta facilidad.
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Ejemplo
1 1 -2
o 1 1 3
4=
2 -1 1 0
3 4 2 -1

Si aplicamos directamente la regla de Laplace el determinante de 4x4 se
puede reducir a 3 0 a 4 de 3x3 segun la linea que se elija. Si se elige una
linea que contiene el 0, uno de los términos del desarrollo de Laplace se
anula y sélo quedan 3 determinantes de 3x3.

Si, por ejemplo, en las posiciones ay, y a,, formamos ceros aplicando

el teorema de Jacobi, el determinante de 4x4 queda reducido a uno solo
de 3x3.

Hacemos las siguientes sustituciones:

¥F=3F+I'F.(-2),

, el determinante que se obtiene es el siguiente:
YF=4F+1'F (-3)

1 1 3
=1.(-10}-3 5 —8|+0+0+0
1 8 -13
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De esta manera se redujo un determinante de 4x4 a sélo uno de 3x3.
Ahora se puede volver a aplicar el método o aplicar la regla de Sarrus.

1 1 3
=1(-1P}-3 5 -8|=—65-72-8-15+64—-39=—135
1 8 -13

9) En una matriz la suma de los productos de los elementos de una linea
cualquiera multiplicados por los adjuntos de los elementos corres-
pondientes a una paralela a ella es igual a 0.

a, dp 4y
Dada A=|a,, a,, a, |calculamos a,,.4,, +a,,.4,, +a;5.4,;=
a3y dyp A3y
a a a,, a a,, a
— (_1)3 12 93 4 (_1)4 n 913 n (_1)5 1 12)
1 12 13- .
Qs dy as 4z az; a4z
- an-(alz-%s _a12'a32)+ a12~(‘111-as3 - a13.a31)— a13~(a11~a32 - a12'a31):
=—0y,.0y.033 + 0y1.013.05, T 0.4y .053 — Ay Q13.03) —

—ay5.0y,.05, T ay5.0),.05, =0

10) El determinante de una matriz cuadrada triangular superior o infe-

rior de orden nxn es igual al producto de los elementos de la dia-
gonal principal.

a, 0 0
Ejemplo: |A|=|a,, a,, 0|=a,,.a,, .05

a4y dy
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11) Determinante de una suma y de un producto

a) |A+B[#|A|+|B]

El determinante de una suma de matrices no es igual a la suma de los
determinantes.

1 2 2 =2
Ejemplo: dadas A= 5 3 y B=

1 3

1 20 2 =2 B O
+ #

2 311 3| 3 6
—1+8#18

7#18

b)|A.B|=|A4|.|B|

El determinante de un producto de matrices es igual al producto de los
determinantes.

Ejemplo: dad I e I
‘jemplo: dadas , 1Y Bl ;5

|4=-10, |B|=7 = |4||B|=(-10)-7=-70

-1 2)(2 -1\ (4 5
AB= : = = |4.B|=20-90-70
3 4/13 2) (18 5

50



Matrices

CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA UTILIZANDO LA
MATRIZ ADJUNTA

Otra forma de obtener la matriz inversa es de la siguiente forma:

1_Adj 4
4]

A ,si|d#0

1) Se obtiene la matriz de los adjuntos.
2) Se obtiene la matriz transpuesta de €sta, es decir la matriz adjunta.
3) Se divide la matriz asi obtenida por el determinante de la matriz 4.

Demostracion

Hacemos la demostracion para una matriz de 3x3, pero se puede genera-
lizar.

A=|a, a, ay |,consideramos su matriz adjunta:

Adj A =| 4, 4, 4,

AI 3 A23 A33

AN
PN

ay dpp g3 Ay 21 31

Si multiplicamos A4.(Adj A)=|a, @y ay|.| A4, An 4y, |=
Qs dz  dy Ay Ay Ay

ay Ay tap Ay ta Ay ay Ay Tapdy tagdy  ay Ay Tapdy tagdsy
=\ ay. A4y tay Ay tayn Ay ay Ay tay Ay tay Ay ay Ay tay. Ay T ay. Ay

ay Ay tan Ay tag Ay ay Ay tap Ay tay Ay ay Ay tan Ay, Tay Ay
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Observamos que los elementos de la diagonal son iguales al determinan-
te de A por ser el producto de los elementos de una linea por sus
adjuntos (Regla de Laplace). El resto de los elementos es 0, por ser la
suma de los productos de los elementos de una linea por los adjuntos de
una paralela.

l4 0 0

A.(Adj 4)=| 0 |4 0|=|4.1 de donde 12%, mul-
0 0 |4

tiplicando a ambos miembros por 4 queda 4" = %

Ejemplo: calculamos la inversa de la matriz B de la cual ya calculamos

su adjunta.
2 2 4
AdiB=| 6 6 -4
-3 5 2
2 1 =2
Calculamos el determinante de B, |B|=|0 1 2/=6+6+4=16
3 -1 0
2 2 4

66 -4l [ A6 Ae No| [ K K N
35 2

e A v a— % %6 ~He|=| K K -l

~He Ao HAo) \“H6 %6 K
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Teorema 1: Ac R™" es inversible & |A| #0

Demostracion

a) A es inversible = 4.4 =1 ‘A.A_l‘ = |]| = |A|.‘A_1‘ =1

= |4#0
b) [4#0 = 4.(Adj A)=|A|.] =1= %
multiplicando a ambos miembros por 4" queda A~ = %

Teorema 2: Si A4 es inversible = ‘A_l‘ =|7{|

Demostracion

AA" =I=|a47|=|l|=1= 4|47 |=1.]47] :ﬁ
Teorema 3: Si A y B son matrices cuadradas inversibles entonces A.B
es inversible.

Demostracion

A es inversible = |A| #0, B es inversible = |B| #0
|A.B| = |A||B| #0= A.B es inversible (por Teorema 1)

Teorema 4: El determinante de una matriz ortogonal vale 1 o -1

Demostracion

dort.= AA =1 = |4d|=|l] = [d4]|=1= |4 =1..]4=+1
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DETERMINANTE DE VANDERMONDE

Entre los determinantes especiales estd el
de Vandermonde, que estd formado por
potencias sucesivas de » niimeros distintos
ab,c,... h:

1 1 1 1

a b c h

| V ‘: a2 b2 CZ h2
an—l bn—l Cn—l hn—l

Veamos el caso particular de n = 4

1 1 1 1
a b ¢ d
|V| = PRI R B
a b» & a

Para resolverlo se reducen a cero los
elementos de la primera columna, excepto
el primero, restando a cada fila la anterior
multiplicada por a, se obtiene:

V ANDERMONDE, Alexandre:
Théophile (1735-1796)
Matematico francés cuyo pri-
mer amor fue la musica y se
dedicé a la matematica recién
a los 35 afios.

Estudio la teoria de las ecua-
ciones y trabajé en determi-
nantes. En 1778 Vandermonde
presenté la primera parte de un
trabajo sobre teoria de la mu-
sica, Systeme  d'harmonie
applicable a l'état actuel de la
musique en la Academia de
Ciencias. Dos afios después
present6 la segunda parte. Este
trabajo no presenta una teoria
matematica de la musica,
como se podia esperar de un
experto en ambas areas. Por el
contrario la idea fue decirle a
los musicos que ignoraran toda
teoria de la musica y que usa-
ran sus entrenados oidos para
juzgar la musica. Esto generd
una controversia entre los mu-
sicos. Con los afios las ideas de
Vandermonde fueron ganando
adeptos y en el siglo XIX la
Academia de Ciencias separ6
la seccion de Musica de la sec-
cién de Matematica y la incor-
pord a la seccion de Arte.

1 1 1 1
|V|—O b—a c—a d—a
0 b(b-a) clc—a) d(d-a)

0 b’(b—a) c*(c—a) d*(d-a

Aplicando la propiedad 6 de los determinantes y la regla de Laplace

queda:
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1 1 1
1.(<1’.(b—a)(c—a)(d-a)|b ¢ d|, este determinante también es
T

de Vandermonde, se procede de la misma manera, ahora a cada fila se le
resta la anterior multiplicada por b, y asi hasta llegar a uno de segundo
orden.

(b—a)(c-a)d—a)(c-b)d—b)|

cd‘

=(b-a)lc—a)(d-a)lc-b)(d-b)(d-c)

CALCULO DE UN DETERMINANTE POR TRIANGULACION

Se puede calcular un determinante triangulando la matriz, utilizando las
propiedades vistas, y luego calcular el determinante de una matriz
triangular (propiedad 10).

EL RANGO DE UNA MATRIZ Y LOS DETERMINANTES

Al definir el rango de una matriz vimos que se lo puede definir como el
orden del determinante de mayor orden no nulo que se puede obtener
con los elementos de la matriz sin alterar sus filas o columnas, sim-
plemente suprimiendo alguna de ellas. Veamos como se hace.
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Submatriz de orden &

Sea una matriz de orden mxn. La matriz que se obtiene como intersec-
cion de k filas y k columnas se llama submatriz cuadrada de orden k.

Ejemplo
1 3 -2 6
A={3 1 6
41 5 2

a) Cada elemento de 4 es una submatriz de orden 1.
b) Con la interseccion de las filas 1 y 3 con las columnas 3 y 4 se

-2 6
obtiene la submatriz cuadrada de orden 2: 5 2J
c¢) Con la interseccion de las filas 1, 2 y 3 con las columnas 2, 3 y 4 se
3 -2 6
obtiene la submatriz cuadrada de orden3: |1 6 2
1 5 2

En este ejemplo no existen submatrices de orden mayor a 3.
Subdeterminante de orden &

Es el determinante de una submatriz cuadrada de orden £.
-2 6
Ejemplo: s 9T —-4-30=-34

Teorema 1

AeR™" p(A4)= k< A tiene un subdeterminante de orden k # 0.
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Teorema 2

AeR™, p(A4)=k < A tiene al menos un subdeterminante de orden & # 0
y todo subdeterminante de orden k +1 es 0.

Ejemplos
1 2 5
a) A={2 4 10
3 6 15

Para calcular su determinante primero buscamos el de la submatriz de
mayor orden posible, que en este caso, por ser cuadrada, es el determi-
nante de 4. Este determinante vale cero, por tener dos lineas proporcio-
nales (1°y 2° fila) (propiedad 5).

Buscamos los subdeterminantes de 2° orden, por ejemplo:

‘12
2 4
de 2° orden son nulos. Por lo tanto el rango de la matriz 4 es 1: p(4) =I.

=0. En este caso es facil verificar que todos los subdeterminantes

1 2 -1 4
A=[3 1 5 2
1 -3 7 -6

Comenzamos por los subdeterminantes de 3° orden, por ejemplo:

1 2 -1
3 1 5=0
1 -3 7

Se puede verificar que todos los subdeterminantes de 3° orden son
nulos. Buscamos uno de 2° orden:
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1 2
‘3 ‘=—5¢0:>p(A)=2
1

1 -2 1
)A=|2 -4 2
0 -1 3

Calculamos el determinante de 3x3:

1 -2 1
|A|=]2 -4 2 |=-12-2+2+12=0
0 -1 3

Por ser 0 el determinante de 3x3 el rango no puede ser 3, calculamos
ahora uno de 2x2.

1 -2
‘= —4+4=0, buscamos otro determinante de 2x2,
2 -4
2 -4
=220=p(4)=2.
0 -1

TEORIA DE GRAFICAS: UNA APLICACION DE LAS
MATRICES

Las graficas son auxiliares en el estudio de las relaciones entre los com-
ponentes de las redes que surgen en el comercio, las ciencias sociales, la
medicina y otras areas. Sirven para establecer los lazos familiares de una
tribu, la red de vuelos comerciales que conectan ciertas ciudades o la
dispersion de las enfermedades transmisibles. Veremos la relacion entre
la teoria de graficas y la teoria de matrices.
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Representacion de un sistema de comunicacion mediante una
grafica

Supongamos un sistema de comunicacion mediante conexiones telefoni-
cas en el cual hay 5 estaciones. En la tabla se indican las lineas dispo-
nibles hacia y desde las estaciones.

1 2 3 4 5
1 * %
2 s’ s
3 *
4 s
5 *

Los * indican las estaciones que se relacionan. Esta misma informacion
se puede representar mediante una grafica dirigida.

Grdfica dirigida
Es un conjunto de n puntos llamados vértices expresados como V', V>,

..., V1, junto con un nimero finito de bordes que unen diversos pares de
vértices.
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Toda grafica dirigida se puede representar por una matriz cuadrada de
nxn en la cual el nimero que se halla en la posicion ij es el nimero de
bordes que unen el vértice i con el vértice j.

En el caso visto los vértices que estan unidos lo estan a través de un solo
borde. La matriz que corresponde a este caso es la siguiente:

'
I
(= e - - =]
S O = O =
S O O = O
—_ 0 O = O
S m OO =

Veamos otros ejemplos:

Las matrices correspondientes son:

—

- O O O
[

S O O O

—_ O
by
Il
S O O = O
[ s S s R —
S =k O DO
—_— O = O O
S O O O O
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Veamos el caso inverso, obtener la grafica a partir de la matriz.

@

A

Dada la matriz 4=

0
0
1 D« )
1

_ O O =
—_ O = =
S = O O

buscamos la grafica que debe tener 4 vértices.
Matriz de incidencia

Es una matriz correspondiente a una grafica dirigida que verifica dos
condiciones:

a) ningln vértice esta conectado consigo mismo.
b) dos vértices estan unidos a lo sumo por un sélo borde.

Si hubiese un 1 en la diagonal o un entero mayor que 1 en alguna posi-
cion, alguna de estas dos condiciones no se cumplen. En este curso ve-
remos el caso de matrices de incidencia, aunque los otros casos también
se pueden tratar.

Veamos algunas conclusiones que se pueden obtener de la grafica y que
no son tan evidentes.

Para eso daremos las siguientes definiciones.

Trayectoria o cadena

Si observamos la primera grafica vemos que no hay un borde, por ejem-
plo, entre V7 y V4. Sin embargo se puede enviar una comunicacion entre

ellos a través de V, o de Vs.

N—=V,=>V, oV, =V,=V,
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Una ruta de un vértice a otro se llama trayectoria o cadena. Estas ca-
denas se llaman 2-cadena porque se utilizan dos bordes. En general una
ruta de n bordes se llama n-cadena.

De V; se puede enviar un mensaje a Vs através de V, y Vy:

V=V, =V, =V

Cadena redundante

Se llama asi a una cadena en la cual se pasa dos veces por el mismo
vértice. Por ejemplo para ir de V' a V, de la siguiente manera:
Vi=Vo=>Vi—=>V,—Vy.

Uno de los temas que interesa es determinar la trayectoria mas corta en-

tre dos vértices de una grafica dirigida. Para esto observemos lo siguien-
2
te: obtendremos A4°.

0 1 00 1)YYO0O 1 0 O 1 00120
0 01 I 0}j]OOT1T1UPO0 0 1 0 0 1
A=0 100 0O 1 0 0 0[=|0 0 1 10
0 00 0 1|0 O 0 0 1 000 1O0
0 00 1 0JIO 0 0 1 O 0 00 0 1

Los elementos de 4* indican el numero de 2-cadenas que hay entre los
vértices. Por ejemplo el 1 en la posicion (1;3) indica que del vértice 1 al
3 se puede llegar a través de 1 cadena de 2 bordes: V;, =V, = V;.

El 2 en la posicion (1;4) indica que del vértice 1 al 4 se puede llegar a

través de 2 cadenas de 2 bordes (V, =V, =V, y V=V —=>V,), y asi
sucesivamente.
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Teorema

Si A es la matriz de incidencia de una grdfica dirigida, entonces el ele-
mento ay de la matriz A" indica el nimero de cadenas de n bordes que
hay para ir del vértice i al vértice j.

Si a; de la matriz A" para todo r > n es 0, entonces la cadena mds corta
del vértice i al j es una n-cadena.

Las graficas dirigidas y la sociologia

En los grupos habitualmente algunos integrantes dominan o tiene algin
tipo de influencia sobre otros miembros. Veamos el siguiente ejemplo
de 5 personas en el cual se ha establecido, por ejemplo a través de un
test, quién domina a quién. Hacemos la grafica y la matriz:

00110
000 0 I &) ®
4=l0 1.0 1 0

D,
01000 ~
00000 ®

Significado de una cadena en este caso

Una cadena que no es un borde representa un control indirecto de una
persona sobre otra.

Es decir si Juan domina a Pedro y Pedro a su vez domina a Claudia,
entonces Juan ejerce un cierto control indirecto sobre Claudia.

Para determinar en un grupo quien ejerce control directo o indirecto sobre
quien hay que calcular las potencias de la matriz de incidencia 4.

Otra propiedad

Si A4 es la matriz de incidencia de una grafica dirigida entonces 4 + 4> +
... T+ A" representa el nimero total de cadenas de 1 hasta n vértices.
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Ejemplo

Describir las dominaciones directas e indirectas correspondientes a la
siguiente grafica:

Determinamos la matriz de incidencia y sus potencias:

/.@

010000

000000
Toovone O~
000100 ® 9
010100 ®)
000000 000000
000000 000000
o010 2000 1000000
000000 000000
000000 000000
000000 000000

Veamos las interpretaciones:

La matriz 4 indica los dominios directos. La matriz 4” indica los do-
minios indirectos a través de 1 persona, o sea a través de 2-cadenas. Ve-
mos que la persona 3 ejerce una influencia indirecta sobre la persona 4 a
través de 2 cadenas de 2 bordes, o sea a través de la persona 6 y de la
persona 1.

Que la matriz 4> sea nula indica que no hay influencias a través de 3-
cadenas y por lo tanto tampoco habra de orden mayor a 2-cadenas.
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Otra aplicacion: al contagio de enfermedades

Supongamos un grupo de personas, por ejemplo de 4 personas, in-
fectado por una enfermedad. Y tenemos otro grupo B de, por ejemplo 3
personas. Algunas de las personas del grupo A contagian a las del grupo
B, esto queda definido a través de una matriz de contacto directo 4 de

1 0 1
. . 0 10
orden 4x3, por ejemplo la siguiente: 4=
0 0 1
1 0 1

Esto quiere decir, por ejemplo, que la 1° persona del 1° grupo contagié a
la 1° persona del 2° grupo (a;1=1) y que la 4° persona del 1° grupo
contagid a la 1°y a la 3° del 2° grupo (a41=1 y as3=1), etc.

El niimero de filas de la matriz 4 indica el nimero de personas del 1° grupo
y el niimero de columnas indica el numero de personas del 2° grupo.
Supongamos ahora que el 2° grupo de 3 personas a su vez entra en
contacto con un 3° grupo, de por ejemplo 3 personas y que entre ellos se
efectian algunos contagios que quedan definidos a través de una matriz

0 0 1
Bde3x3: B=|1 1 0
1 0 1

Por ejemplo, la 1° persona del 2° grupo contagia a la 3° del 3° grupo
((113:1), etc.

Si queremos determinar la matriz de contactos indirectos entre el 1°
grupo y el 3° debemos efectuar el producto entre las matrices 4 y B que
denominamos C. Las filas de esta matriz C representan a los miembros
del 1° grupo y las columnas a los del 3° grupo.

AB=C= , lo que quiere decir que, por ejemplo, la 3°

S S —
S O = O
N = O DN
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persona del 3° grupo es contagiada indirectamente dos veces por la 1°
del 1° grupo (c¢13=2). Uno de estos contagios se hace a través de la 1° del
2° grupo y la otra a través de la 3° del 2° grupo.

Ademas si sumamos los términos de cada columna, obtenemos el nu-
mero de contactos indirectos que tuvo cada persona del grupo 3. Por
ejemplo, la 3° persona del grupo 3 tuvo 5 contactos indirectos (2+1+2).
Toda esta informacién se puede obtener analizando las matrices.
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APLICACIONES ECONOMICAS

Son muchas las aplicaciones econdmicas que tienen las matrices, desde
una forma sencilla y ordenada de brindar informacion hasta operaciones
mas complejas como la matriz insumo-producto que veremos en otro
capitulo.

La matriz como forma ordenada de brindar informacion

Supongamos una empresa de autopartes que en Buenos Aires vende 4
productos de 3 marcas de automoviles diferentes. La empresa lleva la
informacién de cudntas unidades de cada producto se vendieron en un
determinado periodo a través del siguiente cuadro:

Buenos Aires | Puertas |Ventanillas Frenos Motores
Ford 50 60 45 70
Renault 40 60 50 80
Fiat 100 120 140 90

Esta informacion se puede expresar a través de una matriz 4 R>**

50 60 45 70
A= 40 60 50 &0
100 120 140 90

Por fila leemos cuantas autopartes se vendieron por marca, por columna
cantidad vendida por producto.

Por otro lado 1a empresa recibe la informacion de las ventas de Cérdoba,
expresada a través de la siguiente tabla.

Buenos Aires | Puertas | Ventanillas Frenos Motores
Ford 40 70 40 30
Renault 50 50 70 40
Fiat 100 120 100 50

67



Axel Kicillof

Esta informacion también se puede expresar a través de una matriz
40 70 40 30

BeR>*: B=|50 50 70 40
100 120 100 50

Algunas operaciones sencillas

Si la empresa quisiera saber cuales fueron las ventas totales de ese pe-
riodo todo lo que tiene que hacer es sumar las matrices y obtener la ma-
triz Venta Totales: V,=A4A+B.

50 60 45 70 40 70 40 30 90 130 85 100
=140 60 50 80|[+| 50 50 70 40|=| 90 110 120 120
100 120 140 90 100 120 100 50 200 240 240 140

Supongamos ahora que hubo un aumento general de las ventas en
Buenos Aires del 20%. Podemos obtener la nueva matriz de ventas de
A, multiplicando a la matriz 4 por 1,2.

50 60 45 70 60 72 54 &4
4=124=12) 40 60 50 80|=|48 72 60 96
100 120 140 90 120 144 168 108

Volvamos al ejemplo de la matriz 4 que por fila nos indica las ventas
por marca y por columna las ventas de cada autoparte. Si quisiéramos
que fuese al revés, es decir que por fila nos indique las ventas por auto-
parte y por columna las ventas por marca, solo tenemos que obtener la
matriz transpuesta.

50 40 100
e 60 60 120
145 50 140

70 80 90
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Si ademas se conocen los precios de venta de cada autoparte (todas las

marcas tienen el mismo precio) dados a través de la matriz columna
30
20 . .

p= 20 | para saber los ingresos que se obtuvieron por cada marca
100

solo debemos multiplicar 4 x p.

30
50 60 45 70 20 11.500
Axp=|40 60 50 80 |x 20 1= 10.400

100 120 140 90 20.000
100

Lo que quiere decir por autopartes Ford se recaudaron 11.500, por auto-
partes Renault se recaudaron 10.400 y por autopartes Fiat 20.000.
Vemos asi algunas de las aplicaciones que las operaciones entre matri-
ces tienen en la economia.

Antes de ver otras aplicaciones recordaremos algunos conceptos del
algebra vectorial.

Breves conceptos de algebra vectorial

A cada punto P del espacio (2 o 3 dimensiones) Y

se le puede hacer corresponder un vector oP P=(eiaz)
llamado vector posicion del punto que tiene a

como origen en el punto O (centro de coorde-

nadas) y como extremo al punto P. Se establece a X

asi una correspondencia entre los vectores con origen en O y los puntos
del espacio considerado. Pero como a la vez
existe una correspondencia entre los puntos y
los numeros reales, podemos establecer una
relacién entre los vectores y los numeros reales
(coordenadas del punto), ya sea un par o una
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terna de numeros reales segin la dimension del espacio considerado.

-

a=(a;a,) 6 a=(a;a,;a).
A su vez cada vector se puede considerar, segun convenga, como una
matriz fila o una matriz columna:

- - a
a=(a1,'a2)=A=(a1 az) 0 a=(al;a2)=A= al
p)

a

5=(a1,-a2;a3)=/1=(a1 a, a3)éa=(a1,'a2;a3)=A— a

a

Estos conceptos se pueden generalizar a vectores de » componentes.
Veamos ahora otras aplicaciones economicas.
Vector de precios

Dado un conjunto de bienes X}, X5, ..., X, cuyos precios son respectiva-
mente py, p, ..., Pn, €l vector de precios es aquél en el cual aparecen

expresados los precios de los distintos bienes: ;5 = (pl; Dosees p,,). Este

vector, como ya vimos, se puede considerar como una matriz fila o
columna segun convenga.

Vector de produccion — Vector de costos — Costo de produccion

Supongamos que una empresa produce bienes Xj, X5, ..., X, en cantida-
des xi, x,..., X, respectivamente cuyos costos de produccion unitarios
son ¢, ¢y,..., ¢n. Llamaremos vector de produccion al vector cuyas
componentes son las cantidades que se producen de cada bien:

—

P =(x,;x,..;x,). El vector de costos es el vector que tiene por compo-
nentes los costos unitarios de produccion de cada bien:

C=(c,;c,s..rc,). Sipensamos a ambos vectores como matrices fila

R™ a las que denominamos respectivamente como Py C, el costo total
se obtiene multiplicando P.C' o C.P'.
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&}

(%)

Costototal=Cp, =P.C' =(x, x, .. x,)| |=x.0+X.c,+..+x,c

n

Vector de demanda — Vector de precios — Ingreso Total

Supongamos que una empresa produce bienes Xj, X5, ..., X, en cantida-
des xi, x,..., X, respectivamente cuyos precios de venta son py, pa, ..., Pn.
Llamaremos vector de demanda al vector cuyas componentes son las
cantidades que se demandan (y que se producen) de cada bien:

D= (xl,- Xy X, ) El vector de precios, como ya vimos, es el vector que
tiene por componentes los precios unitarios de cada bien:

p=(p; Dyrs pn). Si pensamos a ambos vectores como matrices fila €

R™ a las que denominamos respectivamente como D y p, el ingreso
total se obtiene multiplicando D.p' o p.D".

1ngres0t0tal=lT=D,p’=(x1 X, .. xn). S =x.p Xy py XD,

P
Sistemas de precios

a) Supongamos que una empresa produce bienes X, Xp,..., X, con un
presupuesto R. Para dicha produccidn tiene asignados presupuestos 7,
para X, rypara X, ..., 1, para X, . Queda asi definido un vector de pre-

supuestos R = (7, 7,,...;7,). Los insumos fundamentales para producir

los bienes los indicamos como a;. Cada g representa la cantidad del
insumo j para producir el bien X;. Se desea saber qué precios unitarios
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puede pagar la empresa por cada insumo para cumplir con el presu-
puesto R. Para resolverlo se efectiia el producto entre la matriz de
requerimientos de insumos a; (que denominamos A4) y la matriz
columna o vector correspondientes a los precios de cada insumo p. Se
obtiene asi la matriz columna o vector correspondiente a los presu-
puestos.

P h
dip Gy e Gy,

P> r
a, Ay .. a4y,

=| | =A4Ap=R=4"4p=4"R
p=A"R

a, 4a, .. a4,

Py T

Es decir que los precios que se deben pagar por cada insumo se obtienen
multiplicando la matriz inversa de la matriz de insumos por la matriz
columna de los presupuestos asignados a cada bien.

b) Supongamos que una empresa produce bienes X;, X5, ..., X, en canti-
dades xj, x,, ..., X,. Los ajj representan ahora el precio del insumo i pa-
ra producir una unidad del bien X;. La matriz columna

G= (p1 Dy pn)’ , llamada matriz de gastos, indica el total gas-

tado en cada uno de los insumos. Se quiere saber cuantas unidades de
cada bien se han producido en un periodo determinado dada la matriz
G y la matriz 4. Para resolverlo se efecta el producto entre la matriz
A de requerimientos de pagos de insumos por la matriz columna o
vector de las cantidades de cada bien X, 1o que es igual a la matriz
columna o vector de gastos G. De esta ecuacion se despeja el vector
de cantidades X.
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X P
a,  dp ay, X »
2 2
ay A4y ay,
=| | 24X=G=24"A4X=4"G
L X=4'G
anl anZ ann X p
Ejemplos

I) Costo de produccion

Una empresa alimenticia produce yoghurts, flancitos y gelatinas. En un
mes se producen 300, 200 y 150 unidades respectivamente. El costo de
produccion unitario para cada bien es de $2, $1m2 y $2,5. Se pide cal-
cular el costo total mensual de produccion de dicha empresa.

2

Costo total = I, = P.C"' =(300 200 150)] 1,2 |=1.215
2,5

II) Ingreso

La empresa del caso anterior vende cada producto a $3, $3 y $4 respec-
tivamente. Se pide calcular el ingreso total mensual de dicha empresa.

3
Ingreso total = I, = D.p' =(300 200 150)| 3 |=2.100

4

III) Sistema de precios

a) Una empresa produce robots, licuadoras y lavarropas en serie.
Dispone de $250.000 para la compra de motores, $220.000 destina-
dos a microchips y $100.000 para armazones. ;Qué precios unitarios
debe pagar por los motores, los microchips y los armazones si la
matriz de requerimientos de insumos A4 es la siguiente.
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20 50 30
A=|30 40 20
10 20 10

20 50 30) (250.000
P=A"R=P=|30 40 20| |220.000 |=
10 20 10 100.000

0 M, Vo )(250000) (2.000
- —%0 —%0 % | 220.000 |=| 3.000
% %0 _%0 100.000 2.000

Se deben pagar $2.000 por cada motor, $3.000 por cada microchip y
$2.000 por cada armazon.

b) Una empresa produce triciclos amarillos, camiones verdes y conver-
tibles rojos. Los insumos que utiliza son pintura, chapa y motores. El
costo en pintura para producir un tractor es $20, para producir un
camion es $50 para el caso del convertible es $30. En chapa, cada
tractor insume $30, mientras cada camion necesita $40 y cada con-
vertible $20. Los motores cuestan $10, $20 y $10 respectivamente.
Si los gastos totales en pintura fueron de $250, en chapa $220 y en
motores $100, se quiere averiguar cuantos tractores, cuantos camio-
nes y cuantos convertibles produjo la empresa en el periodo.

X=4"G

20 50 30y'(250) [ 0 Yo V) (2s50) (2
X=[30 40 20 .220:—%0 —%0 % 1220|=|3
2

10 20 10) |110 % %0 _%0 100

Se produjeron 2 tractores, 3 camiones y 2 convertibles.
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Otro ejemplo

Un supermercado vende 1.500 gaseosas, 700 jugos y 1.400 dulces por

semana. Los precios de venta unitarios son $1,65, $0,80 y $2,50 respec-

tivamente. A su vez los costos unitarios son respectivamente $1,10,

$ 0,50y $1,80.

a) Indicar los vectores de precios, demanda y costo.

b) Obtener, como resta de matrices columna, el beneficio unitario.

c¢) Obtener, multiplicando matrices, el ingreso total y el costo total.

d) Obtener el beneficio total aplicando la propiedad distributiva de la
multiplicacion respecto de la resta de matrices.

a) p=(1,65,0,80,2,50) D =(1.500,700,1.400) C =(1,10,0,50,1,80)

1,65) (110} (055
b) B,=1,-C, =| 0,80 |-| 0,50 |=| 0,30
2,50) (180) (0,70

1,65
¢) I, =D.p" =(1.500 700 1.400)] 0,80 |=6.535
2,50

1,10
C, =D.C'=(1.500 700 1.400)| 0,50 |=4.520
1,80

En el caso de ventas el costo se obtiene multiplicando a la matriz de
demanda (en lugar de la matriz de produccion) por la matriz transpuesta
de la matriz de costos.

d B=D'(I,-C)=D'.I,-D'C=

1,65 1,10
(1.500 700 1.400) 0,80 |—(1.500 700 1.400) 0,50 |=6.535—-4.520=2.015
2,50 1,80
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Matrices

1) Escribir explicitamente las matrices definidas por:

a) AeR™ / a; =(-1)"/ b) AeR*/ a; =i+
il sii<j

jlsii>j

) X y x 6 4 xX+y
2) Hallar x, y, zy w si: 3, = +
z w -1 2w z+w 3
3) Determinar dos matrices Xe R**e Ye R™ tales que:

5 2
3X+4Y:( j

) AeR™/ a :{

-12 9
8 -7
—2X+3Y =

4) Siendo las matrices A R*™ y Be R cuyos elementos genéricos son:
a;=2i—j y b;=1-i>, hallar C=4-2B.

5) Dadas las matrices 4, By C, hallara) 4 + B— C
byM/A+C-B+M=0

1 2 3 6 3 1 3 4 1
A=|5 0 9 B=|4 0 8 Cc=1 2 0
4 -1 -7 -1 2 -1 0 3 -5

. 2 -1 5 -2 0 3
6)Si A= yB= , hallar a) 4 — B b) A+3B
3 2 1 1 -4 -1
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7) Dadas las matrices 4, B, C'y D, hallara) A x Bb) Ax Cc) (A+D)x C

1 2 3 4 -2
1 0 -1 1 3 -1
A= B=1 0 1 =-2|C=|2 |D=
1 2 =2 0 2 -3
0 -1 -1 1 3

-2 0 -1 2
verificar que (4+B). (4 — B) # A*— B*

. 1 3 2 1
8) Dadas las matrices 4 =[ j y B =( j

9) Verificar que (4.B) = (4.C) si:

1 -3 2 1 4 10 2 1 -1 =2
A={2 1 =3|B=|2 1 1 1|C=3 -2 -1 -1
4 -3 -1 1 =21 2 2 -5 -1 0
-1 -1 -1
10) Obtener A°si: A=| 0 1 0 |, clasificar la matriz 4
0 0 1

301
11) Sea A:[ 5 2] a) Si f(x)=-3X%+2X —5I, hallar ' (A)

b) hallar oy P tal que: A” +o.A+B.1=0.
I = matriz identidad, 0 = matriz nula

12) Verificar si las siguientes matrices satisfacen las relaciones indica-

1 3 ) 3 6 5
das: 4= A °-3.4+81=0 B= B =B
-2 2 -1 =2

1 3 -1 3
13) Dadas las matrices A4 = y B= calcular:
2 4 5 2

a) (4.B) b) (B.4) c) B'.A'
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-1 -1 1 1 -1 2
14) Dadas las matrices A= 0 1 0|y B=[2 0 1| hallar:
31 2 0 3 1
a) Ay B b) verificar que (4+B) = A" + B’
¢) (4.B) =B".A'

15) Indicar cuales de las siguientes matrices son idempotentes y cuales
involutivas:

2 -2 -4 L 0 2 -3 -5
A=|-1 3 4 B:(O J Cc=|-1 4 5
1 -2 -3 1 -3 -4

16) Demostrar que si: a) (/—4).(/+A4)=0, entonces la matriz 4 es
involutiva.

1 . .
b) 5([ — A) es idempotente, entonces la matriz

A es involutiva.

17) Analizar si las siguientes matrices son simétricas o antisimétricas

1 2 -3 1 -1 0 0o 1 -2
A=|-2 1 5 B=|-1 2 3| C=|-1 0 3
3 -5 -1 0 3 0 2 -3 0
1 3 -1
18)Dada A=|2 5 4 | verificar que:
7 2 3

a) A— A’ da una matriz antisimétrica.
b) A+ A" da una matriz simétrica.

c¢) descomponerla en suma de una matriz simétrica y de una matriz
antisimétrica.
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2 3 15
19) Dadas las matrices 4= [0 J y B= (2 4] verificar que:

a) A.A'es simétrica

b) A4+ A'es simétrica

¢) B - B'es antisimétrica
d) (4.B)=B"4"

20) Demostrar que si 4 es simétrica, entonces:
a) A.A" es simétrica.
b) B'.4.B es simétrica cualquiera sea la matriz B cuadrada.

21) Demostrar que si una matriz cuadrada es simétrica, entonces A"
también lo es.
cosa —sena 0

22) Probar que toda matriz A=| senx cosax 0| donde oe R, es
0 0 1

ortogonal.
_ 2 1 -3 1+i 2 -4
23) Dadas las matrices 4= y B= U
3 2 -3 1-i 3i 5i
calcular: @) A"+ B’ yb) (4+B)

1 —i 2+i
24)Si A=| i -2 —3-2i |, verificar si:
2—i —3+2i 3
a) A es hermitica b) A = (Z)'
¢) 24 es hermitica d) i4 es hermitica

25) Obtener, si existen, las matrices inversas de:

1 -1 0 1 0 -1 1 -1 0
A=0 1 -1 B=|1 2 =-2|C=|0 1 -1
-1 0 2 2 -1 1 -1 0 1
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3 -2 0 -1
1 2 3
0o 2 2 1
D=|1 3 3 E=
1 -2 -3 =2
1 2 4
0 -1 2 1

3 1 2 0
26) Dadas las matrices A:( { 2} y B:( 3 J verificar que:

4B '=B". 4"

27) Demostrar que si: A es una matriz de orden 2x1 y B es una matriz de
orden 1x2, entonces su producto es una matriz no inversible.

3 1) (-2 3
28) Hallar Xe R**/a) X. =
-1 2 2 0

o3 D D)

-1 0
29) Hallar todas las matrices Be R** no nulas / B™'.4.B :( 0 6}

) 1 2
st A= .

30) Si AeR™/ 4> =2A4+1 , hallar 4™ en funcién de 4.

31) Demostrar que si AeR*™ es una matriz diagonal, siendo los ele-
mentos de la diagonal no nulos, entonces 4 es no singular y su in-
versa es la matriz formada por los inversos de los elementos de la

diagonal.
-1 0 2 2 -3 1
32)Hallar XeR*™/| 0 2 1|X=[2 0 1|
0 1 1 1 -2 2
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33) Demostrar que el producto de dos matrices ortogonales también lo es.

1 2 1 -1
1 2 3
. 11 0 2
34) Determinar el rango de: 4=2 3 4| B= 01 2 |
3 57
2 2 -1 2
1 2 0 -1 -2 4 2 =2
C=2 6 -3 -3 D=|-1 -1 1 0
2 10 -6 =5 -2 1 2 -1

35) Hallar M' si M :(A.B’)+ 2C y clasificar la matriz obtenida si

1 -1 1 -2 2
A=|0|,B=| 2 |yC=|1 0 4
3 0 35 7 8

36) Determinar si existe k€ R para que las matrices 4 y B tengan el
mismo rango igual a 3.

1 1 0 1 1 1 -1 2
3 2 -1 3 k1 1 1
A= B=
k3 -2 0 1 -1 3 -3
-1 0 -4 3 4 2 0 &k
37) Demostrar que A= ( dJ satisface la ecuacion

X*—(a+d)X +(ad-bc)I=0.

38)Si A=

=
S = O

1
0|, hallar py g tales que 4> = pA* +¢A.
1
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. 2 -1 -2 3 . 5 .
39)Si A= y B= , determinar X~ si:
3 2 1 4

(xa')'=B"x.

3 -1
40)Hallar X /X " AX =A"si A=(2 0 ]

5 2
41) Si A= (0 kj encontrar todos los k para que A4 sea solucion de la
ecuacion X° -7.X +10.7=0.

42) Si F es involutiva, G es idempotente y F.G = I, demostrar que
(F-G)=G(I-F)

43) Si 5.47' = A—41 , expresar todas las soluciones posibles, si 4 es una
matriz diagonal de orden 2 y satisface esta relacion.

1 -1
44) Encontrar a, by c tales que a.A> +b.A+C.I=0 si A= (1 : j .

3 4
45) Verificar que la matriz 4 = [

5 3J es igual a su inversa.

46) Demostrar que si:
a) A es simétrica y ortogonal, entonces A4 es involutiva.
b) A4 es simétrica e involutiva, entonces 4 es ortogonal.
c) A es ortogonal e involutiva, entonces 4 es simétrica.

Aplicaciones econdmicas

1) Supongamos que la empresa La Serenisima tiene una planta proce-
sadora en Vicente Casares que produce 4 productos (yogurt, leche,
leche cultivada y dulce de leche) y que los productos pueden ser de 3
tipos (enteros, diet, de bajo tenor graso). La empresa lleva la infor-
macion de cuantas unidades de cada producto produce en un deter-
minando periodo a través del siguiente cuadro:
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Vicente Casares | Yoghurt |Leche | Leche cultivada | Dulce de leche
Enteros 800 900 700 1.000
Diet 600 600 400 500
Bajo tenor graso 1.000 1.800 1.700 1.900

Por otro lado la empresa recibe la informacién de la produccion en

Navarro expresada a través de la siguiente tabla

Navarro Yoghurt |Leche | Leche cultivada | Dulce de leche
Enteros 400 700 400 300
Diet 500 500 700 400
Bajo tenor graso 1.000 1.200 1.000 500

a) Obtener la matriz que indique la produccion total.
b) Si se aumenta la produccidon en Navarro un 30%, indicar la nueva
matriz de produccion.

2) Un colegio paga a los empleados su sueldo y les concede una parti-
cipacion en las acciones como gratificacion anual. Un determinado
afio el rector recibié $50.000 y 80 acciones, cada uno de los 3 vice-
rrectores recibid $35.000 y 60 acciones, cada uno de los 20 pro-
fesores recibid $20.000 y 30 acciones y el secretario general recibid
$25.000 y 40 acciones.

a) expresar los pagos de dinero en acciones y en acciones por medio
de una matriz de 2x4.

b) expresar el numero de empleados de cada categoria por una matriz
columna.

¢) utilizar la multiplicacion de matrices para calcular la cantidad total
de dinero y acciones que gasto el colegio en el pago a sus funcio-
narios ese afio.

3) Una empresa alimenticia produce dulces, quesos y mermeladas. En
un mes se fabrican 3.000. 2.500 y 1.500 unidades respectivamente.
El costo de produccién unitario para cada bien es $4, $3, v $3. Se
pide plantear el calculo del costo total mensual de produccion de la
empresa como producto de matrices y calcularlos.
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4) Una empresa produce triciclos, bicicletas y ciclomotores en serie.
Dispone de $170.000 para pago de mano de obra, $120.000 desti-
nados a ruedas y $200.000 para armazones. ;Qué precios unitarios
debe pagar por la mano de obra, las ruedas y los armazones si la
matriz de requerimientos de insumos A4 es la siguiente?

15 20 30
A=20 10 10
15 25 35

5) Una empresa produce reglas, biromes y lapiceras. Los insumos que
utiliza son pintura, plastico y mano de obra. El costo en pintura para
producir 1.000 reglas es 1, para producir 1.000 biromes es 2 y para
producir 1.000 lapiceras en 3 unidades monetarias. En plastico, 1.000
reglas insumen 1 unidad monetaria, 1.000 biromes 3 y 1.000 lapiceras
3. Los gastos en mano de obra son, para cada 1.000 unidades, 1,2y 4
respectivamente. Si los gastos totales en pintura fueron 390, en
plastico 400 y en mano de obra 500, determinar cuantas reglas, cuan-
tas biromes y cuantas lapiceras se produjeron (en miles).

Graficas dirigidas

1) Dada la siguiente gréfica dirigida de rutas de una aerolinea:

a) hallar la matriz de incidencia )
b) hallar la matriz que indica las rutas
con 1 escala ©)
¢) jcuantas rutas con 1 escala hay para
irde3a2?
d) ;cuéntas rutas con 1 escala hay para @
irde4a?2? —

e) entre las localidades hay 2 rutas con @
1 escala?
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2) Dada la siguiente grafica dirigida que representa las influencias de un
grupo:
a) hallar la matriz que representa los

dominios o influencias directas

dentro del grupo. ©

b) hallar la matriz que indica las in-

fluencias directas a través de 1 per- /
sona. @D

¢) jcuantas personas ejercen influen- \

cias indirectas a través de 1 persona

/®

®

sobre la 47 @
3) La figura es un diagrama e redes que
muestra la estructura de rutas de una
empresa de transporte que da servicio
a 5 ciudades. Se pide: @
a) construir la matriz de incidencia. /

b) obtener la matriz que indica el ser- €
vicio con 1 escala que existe entre ®/
todas las ciudades.

¢) (entre qué ciudades existen 2 ser-
vicios con 1 escala? ®

Determinantes

1) Resolver los siguientes determinantes:

1 1 -2 4
2 -1 1 201 2
B0 -2 bylo 3 —1 yOont
@ o1
1| -3 5 41 1
304 2 -1
5 4 2 1 1 23 4
2 4 0
a2 3 12 203 4 1 A
Vs 27 23 of 93 41 4 P
0 6 -2
1 -2 -1 4 41 2 3

85



Alejandro E. Garcia Venturini

1 1 1 1

at+b ¢ 1
NEZER o b )

+
1 14e 1 c

c+a b 1
1 1 1 1+d
2) Hallar x para que:
2x -1 1
x—2 =3| |x-5 7
a) = b)[x 2 4|=0
-4 x-1 |-1 x+3
0 -3 -2
1 0 X
)0 x-1 —-1=2
I x+1 1

3) Hallar x real o complejo para que la matriz A4 sea singular:

x 2 -1
A=|8 -2 «x
4 x 0
a b c a b c
4)Si|d e f|=-5,hallar a—2d b-2e c-2f
g h i g h i

5) Si AeR*™*y ke R demostrar que |k.A| = k4.|A|

6) Demostrar que si 4 R** es una matriz triangular superior entonces su
determinante es igual al producto de los elementos de su diagonal.

a

7)Si A :( Z] , demostrar que ‘Az‘ = (az + b2)2
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a b c 1
a b c
b a 1 .
8) Calculara) [a+3d b+3e c+3f|b) b 1s1a+b+c=3
c a
d
e/ 11
1 2 1 x 11
9) Dadas 4={0 -1 —-1|y B=|0 1 x|, si C=A.B, hallar x para
0 0 1 x 1 2

los cuales C es inversible.

10) Demostrar que si 4 es una matriz cuadrada no singular, entonces el
determinante de su inversa es igual al inverso de su determinante.

11) Si a, b, ¢ y d son los elementos de la diagonal de una matriz cuadra-
da de cuarto orden, demostrar que si 4 es diagonal, entonces

|A| =a.b.cd

1
3413 2a,,—4a;; —6ay,

12) Dada A=|a, ay, ay|y B=|tay 2a,—4a,, —6ay, |y

ap dp dp

|
303 2ay —4ay; —6ay,

az; dyp Az 3

4| :% k #0, calcular: a) ‘k.A_l.B‘ b) ‘B‘l.A’

a
13) Dada la matriz 4 :(
c

b
d) , hallar r tal que: 4> —(a+d).A+rI=0

(qué relacion tiene » con la matriz 4?

14) Si AeR™ y [4]=-2, calcular: a) 4™

L b) 247, o) [24)).

Justifique cada paso.
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a b
15)Si 4 :( j, hallar la matriz adjunta y verificar que:
c
a) la que Adj (Adjd)=A, b) (Adj A) = Adj(4')
2 2 2
16) Para lamatriz A=|1 0 2|, verificar que |A.A’ =|A|2.
4 1 2

17) Si 4eR** y |A| =5 yala 1°fila se le resta la 3° multiplicada por 2,
se obtiene la matriz B. Determinar justificando la respuesta |B| =5.
|Ax+|B™ Cly=28

2 5 2
j, Bz( j y |C|=8,resolver:

3
18) A= (
22 6 4 C.dlx +[B.A"| y=176

Y ahora un problema tomado en el ingreso a la Facultad Superior de
Economia en la Universidad de Rumania

Determinar el rango de la matriz A para distintos valores de o, B, ye R

11 -2 4 2
A=[2 1 3 -1 1
a p v o p
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RESPUESTAS
Matrices
2 3 45
-1 1
34 5 6
Da) Ad=|-1 1 -1 b) A=
45 6 7
1 -1 1
56 7 8
RS T S
122 2 2
) A=1 26 6 6
1 2 6 24 24
1 2 6 24 120
Dx=2,y=4,z=1,w=3 3) X = IR 2
TTeyTREam LY “lo 3] Tl=3 o
Do o 4 1 3 2 -3 -3
4)(?:[9 X 7}5)21)/1: 8§ -2 17|byM=|-2 -2 -1
3 -2 -3 -5 0 11

4 2 —4 -1 14
6)a) A—B= b) A+3B=
2 6 2 6 -10 -2

naaxs-|L > 3y e[ dsppc= 1
)a)X—347_2)xC— 40)(+)x__9

-20 -13
,o0=-5pB=8
26 -7

=[] 2 e[ )

10) 4> =1= A es involutiva 11) f(A):(
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-1
14) A=| -1
1

3 2 0
1,B'=-1 0 3
2 2 -1 1

S~ O

15) A y C son idempotentes, B es involutiva

17) 4 no es nada, B es simétrica, C es antisimétrica

1%3 o%—4

_|s _1
18)A—A 5 3|+ A 0 1
33 3 4 -1 0
3+i  4-—i
23) A'+B'=(4+B) =| 3  2+43i | 24)a)si, b)si, c)si, d)no
—~7 —3+5i
2 21 o YV %
25 47'=|1 2 1 B'=|-1 % % , Cno admite inversa
111 -1 % %

6 -2 -3 Lo 2

Dl'=|-1 1 0 gl 0 % 0 _%
1 3 3 2

-1 0 1 2 17 6 -1

28)a)X=(_4Z _IZJ b);(:(éo _3@}

-2 -5 5

a b
29)3:[_a 5 bJ 3) A =47-21 32)X=|1 2 -1
2 0 -4 3
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Matrices

34) p(A)=2, pB)=3, (C) =3, (D)=2  35) AM"", es singular

5 8 3b—cy b
36) Bk 38)p=3,g=-2 39) X’= 40) X = 2
) )P q ) (14 7} ) [ , dJ

B (50 (5 0 (-1 0 (-1 0
) k=243) A‘_[o 5} Az_(o —J A3_[0 —1) A“_[o sj
44) S ={(a;-2a;2a)}

Aplicaciones econémicas

1.200 1.600 1.100 1.300
1)a) L=|1.100 1.100 1.100 900
2.000 3.000 2.700 2.400
520 910 520 390
b) P=| 650 650 910 520
1.300 1.560 1.300 650

50.000 35.000 20.000 25000 3
2 a) b)
80 60 30 40 20
1

) 50.000 35.000 20.000 25000} 3 | (580.000
¢ 80 60 30 40 J120| ( 900
1

3) $24.000 4) $3.000, $ 5.500 y $500 respectivamente

5) 40 reglas, 10 biromes y 110 lapiceras
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Graficas dirigidas

0100 1 010
1)a)A=1010 b)Az—0201 c)1 d) ninguna

01 01 1 110

0100 1 010
e)entre 2y 2

01100 1 1020

00010 001 00
2)a) A=|1 1 0 1 0| byA*=[0 1 2 1 0| c)4

001 00 1 1010

1 01 00 1 2110

01010 1 0200

00100 01011
3)a) 4=|{0 1 0 1 1| by4*=|1 0 3 1 0

1 0100 020 21

00110 11111
c)entre ly3,4y2,4y4

Determinantes

1) a) -4, b) -20, c) -135, d) 38, ¢) 160, f) 28, g) bed, h) 0
a)x=-2,b)x=0,0)x1=1, =2 3)x;=-2, x2=1++/3i x3=1-/3i
4)10, 8)a)0,b) 0,9)x =0 12) a)—k’, b) —=1/4 13) r=|4

14) )-8, b)———. ¢)———. 15) Adj 4 d =b
a) —o, ——,C)——, =
32 32 / —-c a

16)|4—4'|=|4 =100, 17) |B|=5, 18) s ={(8:12)}

Problema rumano: oo=B=7=0= p(4) =2,
siovPBvyz0=p)=3
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Sistemmas de ecuaciones lineales.
Notacién matricial.

Clasificacion de los sistemas:
Teorema de Rouché-Frobenius.
Métodos de resclucion:

Teorema de Cramer,

Método de Eliminacion de Gauss,
Método de Gauss-Jordan,
Método de la Matriz Inversa.
Aplicaciones Econtmicas:
Equilibrio entre oferta y dernanda.
Matriz Insumo Producto.







SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones y # in-
cognitas:
a, .x, +a,x, +..+a,,.x,=b

Ay X, + Ay Xy + ..+ ay, . x, =b,

a, x +a,,x,+..+a,, x,=b,
Una solucion del sistema: es un conjunto de valores (xi; x; ...;x,) que
son solucién de todas las ecuaciones.

St = (13 X5 .. 3X).

Conjunto solucion: es el conjunto formado por todas soluciones del
sistema: S= {(S1; S2; ...3Su-. )}

Sistemas equivalentes: dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si
tienen el mismo conjunto solucion.

Si a un sistema de ecuaciones lineales se le aplican operaciones elemen-
tales definidas para las matrices (permutacion de ecuaciones, multipli-
cacion de una ecuacion por un escalar no nulo, adicioén a una ecuacion
de otra multiplicada por un escalar) se obtiene un sistema de ecuaciones
lineales equivalente.

Ejemplo

Lo . X tx,—x;=2 .
Dado el siguiente sistema , veamos como se obtienen
3x, +x, +2x; =1
otros sistemas de ecuaciones lineales equivalentes a éste (tienen el mis-
mo conjunto solucion).
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_ 3%, +x, +2x; =1
Permutando ecuaciones:
X tx,—x;=2

o . 2x,+2x, —2x, =4
Multiplicando la 1° ecuacion por 2:
3x, +x, +2x; =1

L N 4x, +2x, +x;=3 .
A la 1° ecuacién le sumamos la 2° ecuacion: , y asi
3%, +x, +2x; =1

sucesivamente.

Todos estos sistemas de ecuaciones lineales tienen el mismo conjunto
solucion.

Dado un conjunto de ecuaciones lineales se plantean dos problemas:

1°) analizarlo: determinar si tiene solucion y cuantas tiene.
2°) resolverlo: encontrar las soluciones, si las tiene.

Primero se analiza el sistema, luego se resuelve.
Analisis de un sistema

Un sistema de ecuaciones puede tener solucion o no. Si un sistema tiene
solucion se llama compatible, si no tiene solucion de denomina incom-
patible.

Si es compatible, puede admitir una unica solucion o infinitas solucio-
nes. Si tiene solucidn Unica se llama sistema compatible determinado, si
tiene infinitas soluciones, se llama sistema compatible indeterminado.

. Determinado
) Compatible ]
Sistema Indeterminado

Incompatible

Para analizarlo, utilizamos el Teorema de Rouché-Frobenius
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Sistemas de ecuaciones lineales

TEOREMA DE
ROUCHE - FROBENIUS

Si llamamos A4 a la matriz de los coefi-
cientes, X a la matriz columna de las
incdgnitas, y B a la matriz columna de
los términos independientes:

ar ai2---din

azi azz---dan

A =
Aml  dAm2--Amn
X b,
X b,
X= B=
xn bﬂ'l

FROBENIUS, Ferdinand
Georg (1849-1917): matemético

aleman nacido

en Berlin muy

conocido por sus

trabajos sobre

teoria de grupos.

Se doctord en la

Universidad de

Berlin en 1870

donde trabajé con Weierstrass.

ROUCHE, Eugene
(1832-1910)

Matematico francés. Realizd im-
portantes investigaciones sobre
teoria de funciones, descomposi-
cion en series, integrales definidas.

El sistema se puede expresar matricialmente de la siguiente forma:
A.X = B, forma matricial de un sistema de ecuaciones lineales.

Llamamos A4’ a la matriz ampliada que se obtiene de agregarle a la ma-
triz A la columna de los términos independientes.

a,  dp

ay Ay
A=

aml amZ

a, | b
Do p)
amn bm
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Enunciado: /a condicion necesaria y suficiente para que un sistema de
ecuaciones lineales sea compatible es que la matriz A y la
matriz A’ tengan el mismo rango.

Si ademas:

p(4)= p(A')= el sistema es compatible
p(4)= p(4')=n=> el sistema es compatible determinado
p(A4)= p(4')=h< n=> el sistema es compatible indeterminado

y el grado de indeterminacién es # - h

Consecuencia: si p(A4)# p(4')=> el sistema es incompatible

Otra consecuencia: si el sistema de ecuaciones tiene mas incdgnitas
que ecuaciones no puede ser compatible determi-
nado.

CASO PARTICULAR: SISTEMA DE DOS ECUACIONES
LINEALES CON DOS INCOGNITAS - INTERPRETACION
GEOMETRICA.

Si el sistema tiene dos ecuaciones y dos incdgnitas puede tener la si-

. ayx+a,y=b
guiente estructura:
ayx+a,y=>b,

Cada ecuacion representa graficamente, en este caso, una recta. Resol-
ver el sistema de ecuaciones significa encontrar el punto de interseccion
de las rectas.

Se presentan tres casos: que las rectas tengan un Unico punto de inter-
seccion, en cuyo caso el sistema de ecuaciones tiene solucidén unica
(SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO, S.C.D.), que sean coin-
cidentes, en cuso caso el sistema tiene infinitas soluciones (SISTEMA
COMPATIBLE INDETERMINADO, S.C.1.), o que sean rectas parale-
las no coincidentes, en cuyo caso el sistema no tiene solucién (SISTE-
MA INCOMPATIBLE).

Veamos los graficos correspondientes a cada caso.
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Sistemas de ecuaciones lineales

A A

Y y 1
r=1n Y ‘/
I
I
//
A o pd A
» X P X » X

Hay muchos métodos que habitualmente se ven en la escuela secundaria
para resolver este tipo de sistemas de dos ecuaciones lineales, por el
ejemplo el método de igualacion.
Despejamos la misma incdgnita en ambas ecuaciones € igualamos sus
expresiones. Se obtiene asi el valor de una incognita, luego reemplazan-
do en cualquiera de las ecuaciones se obtiene el valor de la otra incdgnita.

) {3x—y:1 {y=3x—1
Ejemplo =

-x+y=1 y=x+1

Igualamos las ecuaciones: 3x— 1 =x+1
2x =2 = x = 1, reemplazando obtenemos
y=2,de donde S = {(1;2)}. Las rectas se
cortan en el punto P = (1;2).

RESOLUCION DE UN SISTEMA
A) Regla de Cramer

Sea el sistema de ecuaciones lineales 4.X = B, y A un matriz cuadrada no
singular. Entonces el sistema tiene solucion tnica y cada incognita es igual
al cociente de dos determinantes. En el denominador, el determinante de la
matriz de los coeficientes A y en el numerador el determinante que resulta
del anterior al reemplazar la columna de los coeficientes de la incognita
considerada por la columna de los términos independientes Ax;.
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Ax, Ax, .
X, =—, X, = yeers X, = — siendo:
A A A
b, ay, a, a, b
b, a a a b
2 2 2 21 2
Ax, = "1, Ax, =
bn an2 ann anl bn
a4y 1
a a
21 2 p)
Ax, =
anl a2n bn
Demostracion

AX=B=A'AX=4"'B
IX=4"B
Adj A

X=A'"B= x="2"R
A

A Az Am b,

Air A An b
X:l(Ade.B):l. S | e
A A . ... ‘
Aln A2n s Ann bn
A,b +4,,b,+..+A4,b, Ax, X,
1 |A4,b +A4,b,+..+4,b, | 1|Ax, X,
A . A
A,b+A4,,b,+..+4, b, Ax, X,
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Sistemas de ecuaciones lineales
3x, +x, +x; =1
Ejemplo: <x, —x; =5

X, —Xx3=-5

31 1
A=l 0 -1=5#0 = sepuede aplicar la regla de Cramer

0 1 -1

I 1 1 3 1 1

5 0 -1 I 5 -1

-5 1 -1 16 0 -5 -1 34
TS TS S S

31 1

1 0 5

0 1

B) Método de Gauss- Jordan'

Por el método de Gauss — Jordan se calculan los rangos de las matrices
Ay A’, luego se aplica el teorema de Rouché — Frobenius para analizarlo
y luego se obtienen las soluciones.

X=Xy, +x,=4
. 2x, +x, —2x,=3 ) L
Ejemplos: a) m =4 ecuaciones. n = 3 incdgnitas
X +x,—x;=2

— X +2x, +x; =1

' [GAUSS, Kart Friedrich (1777-1855), aleman.
JORDAN, Camile (1838-1922)], francés.
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-1 1 4 1 0 3|9

2 1 =2 3 0 0 112

1 1 -1 2 00 @ 2
-1 2 1 1 01 215 ,

p(4)=p(4)=3=

-1 1 4 10 0]3 sistema compatible determinado
0 3 -—-4| -5 0 0 0|0 Ilasolucién esx;=3,x,=1 x3=2
0 2 -2[-2 00 1|2 S={3:1.2))

0 @ 2 5 01 01

1 0 3 9

0 0 -10)-20 dividiendo por -10

0 0 —6|—12 dividiendo por -6

0 1 2 5

3%, +2x, +x, =0 m = 3 ecuaciones
b) 1x +2x, +x;=1 n =4 incognitas

S5x;+6x, +2x, +x, =2

32 0 110
@ 2 1 0|1
5 6 2 1|2
0 -4 -3(1)-3
1 2 1 01
0 -4 -3 1|-3 pld)=2=p(4)<4=
0 -4 =3 1]|-=3 sistema compatible
1 9 L ool 1 indeterminado
0 0 0 0]0

El sistema tiene infinitas soluciones. Las variables que intervienen en
los vectores candnicos x; y x4 son las variables principales, las otras dos
son las variables no principales: x; y x;.
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Sistemas de ecuaciones lineales

x, =1-2x, —x,

.y Xy =X,

La solucion es:
X3 = X3

x, =—3+4x, +3x,

Para cada valor de x, y x3 se obtienen las infinitas soluciones.

S ={(1-2x, —x;; X, X3;7=3+4x, +3x;)/x, € R A x; € R}

X +x, =3x; =1 @ I 3]~ 1 0 0|0
2% +x,-2x,=1 2 1 =271 0 0 0@
¢)
X +x,+x;=3 11 17]3 0 0 1|1
X +2x,-3x;=1 1 2 =-3]1 01 02
. I 1 -3|-1 1 0 0]0

m =4 ecuaciones
n =3 incognitas 0 -1 413 0 0 0f1

0 0 4 0 0 110

0 @ 0|2 01 010

1 0 -3|-3

0 0 4|5 pld=3

0 0 @ 4 pld)=4=

0 1 0| 2 sistema incompatible

C) Inversion de matrices
Se parte de la expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

A.X = B. Si A es cuadrada no singular, existe 4. Premultiplicando por
A7 queda:

103



Alejandro E. Garcia Venturini

A AX=4"B
(4t a)x=a"B
IX=A4"B
X=4"B

2x, =%, +x;=6
Ejemplo: {3x,—2x; =8 |A|:_4¢0,
X, —3x, +5x,=6

-6 2 2
calculamos A==~ =17 9 7
-9 5 3

x, -6 2 2\(6 2

X=|x, :—%—17 9 7(/8]=|-3

X -9 5 3J{6) |-1

Este método solo sirve para sistemas compatibles determinados.
D) Método de Eliminacion Gaussiana

a) Consiste en reducir la matriz ampliada mediante operaciones
elementales de fila a una matriz escalonada por filas donde si
i > j, entonces a;; = 0. Si el sistema de ecuaciones es cuadrado,
entonces la matriz de los coeficientes se transforma en una ma-
triz triangular superior.

Ejemplos de matrices reducidas

-6 2 -2
1 0 8 5
1 2 -8
0 01 3
0



Sistemas de ecuaciones lineales

b) Una vez reducida la matriz ampliada a la forma escalonada por
fila se utiliza la sustitucidon hacia atrds para obtener el valor de
cada incognita siempre y cuando el sistema sea compatible.

La sustitucién hacia atrds consiste en obtener primero x,, luego
Xp-1, y por ultimo x;.

X, —2x, +3x; =11
Ejemplo: <4x, +x,—x;=4
2x,—x, +3x;, =10

1 -2 3 11
4 1 -1 4 F=F, +Fi(-4)
2 _1 3 10 F3:F3+F1(—2) 4
1 -2 3 |1 IHE=TyE A=
0 9 -131-40 9x, —13.1=-40 = 9x, =-27
0 3 -3|-12 p=F-13F, =x,=-3
1 -2 3 | 11 X —2(-3)+3.1=11=x =2
0 ~13 | -40 =5 ={2-31)}
4 4
0 _ —_—
3 3
X +2x,—2xy,=3
b) <2x,—5x, +4x;=6
—x; +16x, —14x;, =3
1 2 213
2 -5 4 6 F=F+F(2) Ox;=0=
-1 16 -14|-3 F=F+F sistema compatible
1 2 =213 indeterminado
0 -9 8 |0 8
_ Xy =—X3
0 18 —-16| 0 FR=FK12F 9
1 2 =213
0 -9 8 |0
0 0 0 ]O
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X =3—%x3 +2x, =3+§x3

. 8
La solucién es: <x, =—x;

X3 = X3

Para cada valor de x;3 se obtienen las infinitas soluciones.

2 8
S ={(3 +§x3;§x3;x3)/x3 € 9?}

) X +2x, —x; =4
v
3x, +4x, —=2x; =7

1 2 -1 4
1 2 -1/ 4
0 -2 1 |-5
p(4)=p(4)=2<3=S.CI.
5 1
2%, +tx;=-5=>x,=—+—Xx
2 3 2 2 2 3
X +5+x,—x;=4=x,=-1
S:{(—l;%+%x3;x3j/x3e9{}
SISTEMAS HOMOGENEOS

Si B es una matriz nula, el sistema de ecuaciones se denomina homogé-
neo. Podemos expresarlo como 4.X = 0.
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Sistemas de ecuaciones lineales

a;.x +ay.x, +..+a,.x,=0

Ay X, + Ay X5+t ay,.x, =0

Ay X, +a,,%, +..+a,,x, =0

ml mn*"n
El sistema homogéneo siempre admite al menos una solucidén que es la
0

0

matriz nula: X =

Esta solucion recibe el nombre de solucion trivial.

Un sistema homogéneo por lo tanto no puede ser incompatible. Si ade-
mas de la solucion trivial el sistema admite otras soluciones es compati-
ble determinado.

Nota: un sistema de ecuaciones lineales homogéneo es cuadrado, tiene
solucion unica y ésta es la solucion trivial si el determinante de la
matriz A es no nulo.

Propiedad

La solucion general de un sistema de ecuaciones lineales no homogéneo
compatible indeterminado se puede expresar como combinacion lineal
de la solucion general del sistema de ecuaciones homogéneo asociado y
una solucion particular del sistema de ecuaciones no homogéneo.
Ejemplo

Resolver el siguiente sistema, expresar la solucion como una combinacion

lineal de la solucion general del sistema homogéneo asociado y una solucion
particular del sistema no homogéneo.
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3x,—2x, +x; =1
X +x,—x,=0

X, —4x, +3x; =1

Resolvemos el sistema

3 2 O 1
1 1 -1]0
1 -4 3|1
3 —2 1|1 S ={(x;;~1+4x,;—-1+5x,)/ x, € R}
4 -1 0|1
8 @ o0]-2
-5 0 1 [-1
0 0 010
4 1 0 |-1

Si planteamos el sistema homogéneo asociado queda:

3%, —2x, +x;=0
X +x,—x,=0
x; —4x, +3x;=0

La solucién general es S, ={(x,;4x,;5x,)/x, € R}
La solucion S se puede expresar como S ={(x,;4x,,5x, )+ (0,~1,—1)}
que es una combinacion lineal de la solucion general del sistema homo-

géneo asociado y una solucion particular del sistema no homogéneo (la
que se obtiene de darle a x; valor 0).
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Aplicaciones econémicas

APLICACIONES A LA ECONOMIA
El funcionamiento del mercado. Equilibrio entre oferta y demanda

Una de las preocupaciones fundamentales de la Economia desde su na-
cimiento fue la de explicar el mecanismo de los precios de las mercanci-
as. La Economia Politica Clésica sostenia, por medio de sus mas desta-
cados representantes, Adam Smith y David Ricardo, que la fuente del
valor de las mercancias debia buscarse en el trabajo humano.

Para la escuela de pensamiento econdmico actualmente mas difundida,
la corriente neoclasica, los precios se fijan en el mercado a partir de la
interaccion entre los oferentes (vendedores — productores) y los deman-
dantes (compradores — consumidores).

La conducta de los consumidores en el mercado se representa mediante la
curva de demanda que indica la cantidad de producto que estan dispuestos
a adquirir a cada nivel de precios. Por su parte, el comportamiento de los
productores se encuentra implicito en la curva de oferta.

La curva de demanda tiene, en general, pendiente negativa. Esta afirma-
cién es aceptable incluso desde un punto de vista meramente intuitivo,
ya que lo nico que implica es que
ante un aumento en el precio de un P S
bien, la cantidad que los consumi- p
dores estan dispuestos a demandar p*
sera menor. La curva de oferta se 4 N D
representa, en cambio, con pen-
diente positiva, ya que los produc- ¢ 9 q q
tores estaran dispuestos a vender
cantidades mayores cuanto mayor sea el precio del producto.

La interseccion de la curva de oferta con la de demanda, determina simul-
taneamente el precio y la cantidad de equilibrio (¢*;p*). Si observamos
el grafico vemos que para todo nivel del precio, queda determinada una
cantidad ofrecida (sobre la curva de oferta) y una cantidad demandada.
Tomando un precio arbitrario, por ejemplo p', vemos que la cantidad
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ofrecida (¢°) es mayor que la demandada (¢%). De las infinitas combina-
ciones entre precio y cantidad, hay solo una en que la curva de oferta
coincide con la de demanda. La interseccidn entre ambas curvas se 1lama
punto de equilibrio. En el punto de equilibrio (¢*;p*) la cantidad ofrecida
es igual a la demandada. El ingreso en ese punto es / = p*.qg*.

(Qué hay por detrés de estas curvas? INDIVIDUOS AISLADOS que to-
man decisiones RACIONALES: Las curvas de oferta y de demanda no son
mas que la representacion matematica del comportamiento de los agentes
(productor y consumidor). Cada punto de estas curvas implica una conduc-
ta optimizadota, Productores y consumidores actian de modo racional (y
su racionalidad esta postulada) si “hacen lo mejor posible dado lo que
tienen”. Estas curvas reunen los planes éptimos de produccion y con-
sumo. Damos asi un nuevo significado al punto de equilibrio (¢*;p*): es
el tnico punto donde se cumplen simultaneamente los planes de oferen-
tes y demandantes, en el que sus decisiones son consistentes. A ese nivel
de precios todo el que quiere vender, lo hace en la cantidad que desea, y
todo el que quiere comprar, compra. Si todos los mercados se encuen-
tran en equilibrio, reina la armonia, ya que nadie es privado de la posi-
bilidad de hacer lo mejor posible.

La escuela neoclésica muestra que meT——p

este punto, desde esta perspectiva P oferta S
tan atractivo y deseable, es el p'

punto hacia el que el precio y la p*

canti.dad. marchar'lrinexora’bl.emen— p 550 b
te, sin intervencion explicita del demanda
hombre. En efecto, en el punto p' q q

que mencionaramos, el hecho de
que la cantidad ofrecida sea mayor a la demandada desencadena un pro-
ceso de ajuste hacia el equilibrio.

Cuando lo que se ofrece es mayor que lo que se demanda, el precio
tiende a bajar, ya que se registra exceso un exceso de oferta. Lo contra-
rio sucederia si el precio fuese menor al de equilibrio. El exceso de
demanda pondria en marcha un movimiento ascendente del precio. El
unico punto estable, en el que no hay incentivos para incrementar ni
disminuir el precio, en el que no hay exceso de oferta ni de demanda, es
el de equilibrio.
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Aplicaciones econémicas

Desde el punto de vista matematico, la determinacion del punto de equili-
brio puede plantearse como un sistema de dos ecuaciones lineales (bajo el

supuesto de que las curvas de oferta y demanda son lineales).

S:q=p+2
D:g=-3p+10

Resolviendo el sistema se obtie-
nen los valores para p y ¢g de
equilibrio.

p*=2

q*=4

A
I S
I
I
T D
=
q q

MATRIZ INSUMO PRODUCTO

El calculo de las cuentas nacionales con-
siste tradicionalmente en la mediacion
de las magnitudes agregadas al ingreso,
al producto y al gasto. Es decir, calculan
para un periodo de tiempo, la cantidad
de bienes y servicios producidos duran-
te el periodo. No se tienen en cuenta las
compras y ventas de insumos que se
realizan entre las empresas. Se logra asi
una magnitud del valor agregado en un
periodo determinado, libre de duplica-
ciones. Como los insumos utilizados por
una empresa son producidos por otra, si
los contabilizaramos ambas veces, la

LEONTIEF, Wassily W.
(1906-1999):

teamericano de
origen ruso que
gand el Premio
Nobel de Econo-
Mia en 1973 por
el desarrollo del p 3
analisis en entra- :

das y salidas pu- - A
blicado en Nueva Cork en 1966 en
su obra Input- Output Andlisis.

Fue profesor de Harvard y publico
su primer estudio sobre la econo-
mia norteamericana en 1941.

economista nor-

cifra final a la que llegariamos sumaria
dos veces a estos productos.

Por ende, las cuentas nacionales no reflejaban la interrelacion entre los
distintos sectores, de la economia ni del monto de bienes intermedios utili-
zados.
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Las investigaciones que emprendié el profesor Wassily Leontief desembo-
caron en lo que hoy se conoce como modelo o tabla de insumo producto
(en inglés input — output table).

A partir de entonces muchos paises comenzaron la tarea de compilacion de
informacion, a tal punto que hoy se considera al a matriz de insumo — pro-
ducto parte de las cuentas nacionales.

Caracteristicas basicas y forma de lectura

La tabla se presenta en forma de cuadro de doble entrada. Para facilitar la
exposicion trabajaremos con una economia cerrada (sin intercambio con el
sector externo) y con tres sectores. Cada uno de estos sectores elabora un
solo tipo de producto final. Los sectores estan relacionados ya que cada
sector debe utilizar como insumo productos de otros sectores. Por ejemplo,
parte de la produccion del sector industrial es utilizada como insumo por
los demas sectores, el resto se destina a la demanda final (consumo de las
familias mas inversion).

En las filas se registra el destino de las mercancias y servicios elaborados
por cada sector (produccion o output), en las columnas se puede observar
cdmo esos productos son adquiridos por los mismos sectores para la pro-
duccién (como insumos o input). En la cuarta columna se registra la parte
de la producciéon de cada sector que es destinada a la demanda final. La
parte de la produccién que un sector se vende a si mismo, se denomina
intrainsumo.

Tabla de Insumo — Producto (en $)

Compras | Agricultura Industria Servicios Demanda Valor Bruto

final = de la Pro-

Ventas consumo + | duccién
inversion

Agricultura 90 200 15 235 500

Industria 70 350 230 350 1000

Servicios 100 300 110 445 955

Valor agregado 280 150 600

Valor Bruto de 500 1000 955 2455

la Produccién
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Aplicaciones econémicas

En resumen, la lectura de la tabla por filas o columnas es la siguiente:

e cn las FILAS leemos a qué se destina la produccion de cada sector
(insumos de otros sectores y demanda final).

e en las COLUMNAS se refleja qué insumos utiliza cada sector para su
produccion.

Asi, para el caso de la industria, ésta vende (lectura de la fila 2) $70 al
sector agricola, se vende $350 a si mismo (ciertas industrias utilizan como
insumos productos de otras industrias) y vende $230 al sector servicios. El
resto de la produccion industrial ($305) es absorbido por la demanda final.
Por otro lado, compra (lectura de la columna 2) al sector agricola por
$200, al de servicios por $300 y a si mismo, se demanda $350.

Los $150 restantes, responden al pago a los factores de produccion (traba-
jo, tierra y capital). Las columnas nos brindan informacién sobre la estruc-
tura de costos de cada sector.

Esta tabla desagrega (es decir divide) a la economia en sélo tres sectores;
en la practica, la desagregacion puede ser todo lo grande que se desee o
que se requiera para el analisis encarado. De la misma forma, es posible
agregar a la tabla las transacciones con el sector externo (importaciones y
exportaciones).

Para utilizar la tabla debemos recurrir a dos supuestos basicos:

-Hipotesis de homogeneidad: cada sector elabora un solo producto con
una sola estructura de insumos.

-Hipétesis de proporcionalidad: los insumos de cada sector son funcion
lineal del producto de ese sector. Es decir, para aumentar el producto de un
sector, debe producirse un aumento proporcional de los insumos de ese
sector. Un aumento de un 10% en la produccion del sector Industria reque-
rird un aumento del 10% de todos sus insumos.
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La tabla expresada como sistema de ecuaciones

En primer lugar reemplazaremos los nimeros y sectores de nuestra tabla
por letras genéricas.

S S, ... Sa DF VBP
S X1 X12 Xin Y, X
S, X21 X2 Xon Y X,
Sh Xnl Xn2 Xon Yn Xa
VA VA, VA, VA,
VBP X; X, Xn DX

Donde x;; representa el valor del insumo 7 que utiliza el sector ;.

Si representamos la tabla como un sistema de ecuaciones tenemos:

X tx, o+ x, Y, =X,
Xpp +Xpy +atx,, +Y, =X,

Xy+X,+t.tx, +Y, =X,

Coeficientes técnicos o de utilizacion directa

Cada columna representa la estructura de costos de cada sector. Si se divi-
de cada insumo por el valor bruto de produccion, se obtienen los coeficien-
tes técnicos. Estos registran la necesidad de insumo de cada sector para
producir una unidad del producto que dicho sector produce.
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Aplicaciones econémicas

X..
a, = X—'j donde el subindice i es la industria vendedora y j la compradora.

La regla practica para obtener los coeficientes técnicos o directos con-

siste en dividir cada nimero por el total de esa columna.

COEFICIENTES TECNICOS

Agricultura Industria Servicios
Agricultura 0,11 0,20 0,02
Industria 0,15 0,35 0,24
Servicios 0,21 0,30 0,12
Xij

=a;.X ; , se puede reexpresar el sistema de ecua-

Como a; :X— =X

J
ciones:

a, X, ta, X, +.+a,X,+Y, =X,
ay. X, tap X, +.+ta,, X, +Y, =X,

a,. X +a,X,+.+a, X, +Y, =X,

Llamamos A4 a la matriz de coeficientes técnicos, Y al vector de las deman-
das finales y X al vector de productos de cada sector.

X e
all ai---din
X Y,
asi az2---d2n
A= X= Y=
Aml  Am2---Amn
Xy Yn
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El sistema de ecuaciones expresado en forma matricial es:
X=A4X+Y
Coeficientes directos e indirectos

Los coeficientes técnicos no tienen en cuenta la forma en que cada sector
esta relacionado con los demas. A través de la matriz insumo producto se
puede elaborar un modelo que permite calcular las necesidades de produc-
cién de cada sector ante un incremento de la demanda final.

Si para el sector Industrial se produce un aumento de la demanda final, éste
debe incrementar su produccion. Con los coeficientes directos podemos
averiguar en qué medida debera incrementar su demanda de insumos para
satisfacer el nuevo nivel de demanda final. Es decir, va a demandar mayor
cantidad de insumos de cada uno de los sectores (incluso de si mismo).
Asi, el sector agricola y el de servicios van a tener, a su vez, que aumentar
su produccion. Es decir, un aumento en la demanda final de un sector re-
percute directamente sobre la produccion de ese sector e indirectamente
sobre todos los sectores que proveen insumos a ese sector.

Para medir las repercusiones directas e indirectas que resultan del aumento
de una unidad de la demanda final recurrimos a la matriz de requerimien-
tos directos e indirectos. Llegamos a ella algebraicamente.

X=4X+Y => X-A4AX =Y
(I-4).X =Y = (premultiplicando por (/—4) "'
X=-4"Y

La matriz (I — A) es la llamada matriz de Leontieff. L.a matriz inversa de
esta matriz es la matriz de los coeficientes directos indirectos.

Teniendo en cuenta los supuestos ya estudiados, llegamos a un modelo a
través del cual, a partir de una variacion de la demanda final (¥*), po-
demos obtener un nuevo vector de produccion (X*) acorde con este
cambio. Utilizando los coeficientes técnicos es posible construir la nue-
va tabla.

X=U-A"Y
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Ejemplos

a) Dada la matriz insumo producto correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S; y S,  construir la del

10
afio para la cual la demanda final es: Y* =[ j

15
Si S, D.F. V.B.P.
S 4 4 4 12
S, 6 6 12 24
V.A. 2 14
V.B.P. 12 24 36

A partir de la tabla construimos la matriz de los coeficientes directos o
técnicos:

4 s 4 -5

ay === a) =75~ a;, = = ay = =

5k

Calculamos la matriz de Leontieff (/ — A):

I/ 1 2 1
s M AL
o\ u) -k
A partir de este matriz obtenemos la matriz de requerimientos direc-
tos e indirectos:

R
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10
El vector de demanda final Y* es, segtn el enunciado, Y* = (15] .

El nuevo vector de produccion X*, necesario para satisfacer el nuevo
nivel de demanda final, teniendo en cuenta los supuestos antes enuncia-

doses: (|- {? ?JGQ o)

A partir de la matriz de los coeficientes técnicos, podemos reconstruir la

X..
tabla de insumo producto ya que: a; = Xi =>x;=a;.X;.
J

1 1
x11=a11.X1—§.24:8 xu:alz.Xzzg.36:6

1 1
Xy =ay . X, ==.24=12 Xy =0y X, =—36=9

2 4

S S, D.F. V.B.P.

S 8 6 10 24
S, 12 9 15 36
V.A. 4 21
V.B.P. 24 36 60

b) Supongo una economia de un pais dividida en dos sectores S; y S; |
Dada la siguiente tabla de insumo producto, evaluar que impacto
tendria una expansién de la demanda final de un 100% para el sector
1y del 200% para el sector 2.

Si S, D.F. V.B.P.
S 4 10 6 20
S: 12 10 3 25
V.A. 4 5
V.B.P. 20 25 45
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A partir de la tabla construimos la matriz de los coeficientes directos o
técnicos:

4

3
a., = = Ay =— = — a
11 21 12
5

_10_2 _10
25 5 25 5

1
20 5 20
RE
% 75
Calculamos la matriz de Leontieff (/— A):
e F
o\ )\

A partir de este matriz obtenemos la matriz de requerimientos direc-
tos e indirectos:

El vector de demanda final Y varia segtn lo expresado en el enunciado,

6 12
obtenemos Y*. Y= 3 = Y*= 9

El nuevo vector de produccion X*, necesario para satisfacer el nuevo
nivel de demanda final, teniendo en cuenta los supuestos antes enuncia-

doses: X =[2J=(1 —A)Y” {% 1%2}{192}{23)
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A partir de la matriz de los coeficientes técnicos, podemos reconstruir la

X..
tabla de insumo producto ya que: a; = Xi =>x;=a;.X;.

J

1 2
x11=a11.X1:g.45:9 xlzzalz.X2:§.60:24

3 2
Xy =ay . X, =§.45=27 Xy =0y X, =g.60=24

S S, D.F. V.B.P.

S 9 24 12 45
S, 27 24 9 60
V.A. 9 12
V.B.P. 45 60 105
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Sistemas de ecuaciones lineales

INECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

Una ecuacion lineal con dos incognitas ya sabemos que representa una
recta, una inecuacioén lineal con dos incdgnitas representa un semiplano.
Veremos ahora como se determina graficamente este semiplano.

Ejemplo

Consideremos la inecuacion y > x + 2. Representamos graficamente la
igualdad, es decir y = x + 2. Sabemos que la representacion grafica de
esta igualdad es una recta. Esta recta divide al plano en tres sectores, dos
semiplanos y la recta borde. Si la desigualdad es de< o de 2, el conjun-
to solucion esta formado por uno de los semiplanos y la recta borde. De
lo contrario el conjunto solucion es uno de los semiplanos. Hay que de-
terminar cual de los dos semiplanos corresponde a la solucion.
AY . .
Elegimos el origen de coordenadas, el
o par (0;0) y vemos si verifica la inecua-
y=>x+2 20e° PN cion: Es ;0 > 0 + 2? La respuesta es
o no, por lo tanto el semiplano que co-
0 rresponde al conjunto solucién es el
o’ X otro, el que no contiene al par (0;0). El
. conjunto solucién corresponde al semi-
plano sombreado.

3
v

¢ y<x+2

S:{(x;y)e 9?2/y>x+2}.

En este caso la recta borde va punteada porque la inecuacion es de >, no in-
cluye la igualdad que corresponde al borde.

Sistemas de inecuaciones lineales con dos incégnitas

Vimos que el conjunto solucion de cada inecuacion es un semiplano. Si
tenemos dos o mas inecuaciones, tenemos dos o mas semiplanos y en
este caso el conjunto solucién es la parte comun a dichos semiplanos, es
decir la interseccion de los mismos.
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Veamos el siguiente ejemplo:

AY
> x40 ¢ En este caso las lineas
Y= ) van completas porque las
y<4-2x / inecuaciones son de =y
y<x+2 7 > > de<

El conjunto solucién estd formado por lo puntos pertenecientes al trian-
gulo sombreado.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Analizar y resolver si es posible aplicando el método de GAUSS-

g)

JORDAN

X, +2x, +3x;=2
X, —x, +x;,=0

X, +3x, —xy;=-2
3x, +4x, +3x; =0

X, —=2x, +4x; = 2x,=2
3x, +x, —2x; +4x, =4
1 1

—X, — X, —5x3 +x,=-3

2
2x, +3x, +x; +8x, =17

2x, +x, —11x; =-33
—x, +2x;=7

X, =X, +5x; =12
Tx, —2x, =-11

X, +2x, +10x; +x, —2x5 =1

4x, +x, —=5x; =10
b) 1x, —2x, +x; =1

S5x,—x, —4x; =3

—-x, +4x, =3x;,=0
2xy +3x, =2

d)
2x, +3x, +5x; =3
—-2x, +6x, —x;=8
X, —2x, +2x;=0
N 2x, +x, —2x,=0

3x, +4x, —6x, =0

3x, —1lx, +12x; =0

—x, —2x, —10x; —4x, —19x, :%

3x, +3x4 :%

5 1 7
5x, +10x, +50x, ——x, +—x, =——
‘ ? I A
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X, +x, = 2x; +x, +3x5 =1 X, +2x, =5x; +4x, =0
h) <2x, —x, +2x; +2x, +6x5=2 1) 32x, —=3x, +2x; +3x, =0
3x, +2x, —4x; —3x, —9x5 =3 4x, —Tx, +x3 —6x, =0

X, +x, +2x; +3x, =4
X, +2x, +x,=0
X tx, Xy —x,=6
i) k) 12x, +5x, +3x; =13
X, —2x, +x;+2x, =-1
X, +3x, +2x; =8
2x, —=3x, +3x; +5x, =3

X, +x, —x;=-1 x—y+z=4
2x, +x, —2x; =1 2x+y—-2z=3

) m)
X, +x, +x3=3 xX+y—z=2
x; +2x, =3x; =1 -x+2y+z=1
x+y=0 3x+2y+w=0

n) <2x+2y=0 0) yx+2y+z=1
4x+4y=0 5x+6y+2z4+w=2

4x, +x, —=2x5 +x, =3
x+2y-2z43w=2

p) 12x+4y—-3z+4w=>5 q)
S5x+10y—8z+11lw=12

X, —2x, —x3+2x, =2

2x, +5x, —x, =-1

3x, +3x, —xy —3x, =1




Sistemas de ecuaciones lineales

2) Analizar y resolver si es posible aplicando la regla de CRAMER

2x, +x, —2x5, =10 4x, +5x;,=6
a) 13x, +2x, +2x; =1 b) <x, —6x;=-2
5x, +4x, +3x; =4 3x, +4x; =3
2x, +3x, —x3 =5 xX+2y+3z=0
c) =X, +2x, +3x;=0 d) {2x+y+3z=0
4x, —x, +x;=-1 3x+2y+z=0

3) Analizar y resolver si es posible aplicando el método de INVERSION
DE MATRICES

2x, +x, =3x; =5 x+3y—-2z=0 x+2y-3z=-1
a) 13x; —2x, +2x3=5 b) {2x-3y+z=0 <¢){3x—-y+2z=7
5x, =3x, —x; =16 3x-2y+z=0 Sx+3y—4z=2

4) Analizar los siguientes sistemas para distintos valores de k

X, +x, thxy; =2

x+2y+kz=1
a) 13x; +4x, +2x;, =k
2x+ ky+8z=1
2x, +3x, —x; =1
x+y+z=1 kx+y+z=1
C) sx+ky+z=2 d) {x+ky+z=1
2x+y+hkz=k X+y+kz=1
kx+y=1 x+y+z=k 2x) =X, + x5 +x, =1
e) 13x+2y=0 f) ix+y+kz=1 g) X, +2x, —xy +4x, =2
x+hky=1 x+y+z=k* X, +7Tx, —4x; +11x, =k
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5) Hallar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que los siste-
mas tengan a) solucion unica, b) infinitas soluciones, c) ninguna so-
lucion.

x+2y-3z=a x—=2y+4z=a
a) 12x+6y—1lz=>H b) 2x+3y—z=b
x=2y+7z=c 3x+y+2z=c

X, +x, +hxy =2
6) Dado {3x, +4x, +2x, =k para qué valores de k: a) p(A)# p(A4’)
2x, +3x, —x; =1

b) existe 4™
3 -1 4
7 Dada A=|-2 0 3|, para qué valores de k AX=0 es un sistema
1 -1 %
que admite soluciones no triviales. Exprese la solucion.
X, -3 2 -1
8) Hallar X =|x, |, para que PX = K, si P=|-4 5 2 |y
X, 1 -3 -5
-4
K=|-8].
-6
[
X 2 2
9) Hallar X =| x, |, para que PX=X,s1 P= % é é
X3 1 4
550
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10) Determinar valores de t para los cuales el sistema admite soluciones no
x+y+tz=0
triviales. x+ty+z=0
tx+y+z=0

11) Si x, =3, x, =16, x3 =5, es una solucion particular de A.X = B, hallar la

2 1 11
-1 0 2
solucion general si: A=
1 -1 5
7 -2 0
X' A=X" .
12) Resolver: st:
c'.x=(1)
2 1 -1 X, 3
a) A=|-2 -1 2|, X=|x,|y C=|1
-1 1 X5 2
1y
2 2 X, 1
b)A—lll X=|x C=|1
4 4 2 2|y
[ e !
3 3 3
1 k1 2k X,
13) Dadas las matrices: A=| 1 1 k|, B=|0|y X=|x, |,
k+1 k 1 k X5

hallar los valores de k para los cuales el sistema A.X.=B admite:
a) solucion unica, b) infinitas soluciones, c) ninguna solucion.
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14) Resolver el sistema de ecuaciones homogéneo X' .(4-J) = 0, donde

Xe E){hlyA:[é ;ﬂ

15) Demostrar que si S; y S, son soluciones particulares del sistema
A.X =B, entonces a) S; — S, es solucion del sistema si B = 0,
b) S; — S, no es solucion del sistema si B # 0.

16) Una empresa tiene un salario constituido por un basico y una bonifi-
cacién por afio de antigiiedad. Si un empleado con 4 afios de anti-
giiedad gana $1.900 y uno con 20 afios de antigiiedad gana $3.500,
determinar cual es el sueldo basico y cual la bonificacion por afio.

17) (Cuantos billetes de 10 dithams y de 25 dirhams son necesarios para
reunir 1.900 dirhams con 100 billetes?

18) Se compran 3 tipos de alimentos. El alimento I tiene una unidad de
vitamina A, tres unidades de vitamina B y cuatro unidades de vita-
mina C. El alimento II tiene dos, tres y cinco respectivamente. El
alimento III tiene tres unidades de A, tres de la C y ninguna de la vi-
tamina B. Se necesitan 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B
y 20 de vitamina C. a) Hallar todas las cantidades posibles de los
tres alimentos que proporcionan esa cantidad de vitaminas, b) si el
alimento I cuesta $0,60 y los otros cuestan $0,1 cada uno, ;hay solu-
cion posible para un costo de 1 peso?

19) Una compaiiia elabora tres productos que se procesan en tres depar-
tamentos. En la tabla se resumen las horas requeridas por unidad de
cada producto en cada departamento. Ademas lasa capacidades se-
manales se expresan para cada departamento en términos de horas
de trabajo disponibles. Se desea determinar si hay combinaciones de
los tres grupos que aprovechen al maximo las capacidades semana-
les de los tres departamentos.
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Departamento 1 wg’ Horas disponibles
A 2 35 3 1.200
B 3 25 2 1.500
C 4 3 2 1.400

Aplicaciones econémicas
Oferta — Demanda - Matriz de insumo-producto

1) Determinar las cantidades intercambiadas y el precio de equilibrio pa-
ra los mercados en los cuales se verifican las siguientes leyes de ofer-
ta y demanda. Hallar el ingreso total en el punto de equilibrio.

) =-2p+30 [D=-10p +200 D+3p —630=0
a C
S=2p-10 S=6p—40 S—p+170=0

2) Dadas los siguientes pares de funciones determinar cual es la de ofer-
ta y cual la de demanda, hallar el precio de equilibrio y las cantidades
intercambiadas si p es el precio y ¢ la cantidad demandada u ofrecida.
Hallar el ingreso total en el punto de equilibrio.

p=10-2¢ p=6 2p+3¢=10
a) 3 b 9]
p=5q+3 q=3p-3 q—-4p=-6

3) Dada la matriz insumo producto correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S; y S,  construir la del

26
afio para la cual la demanda final es: Y* ={ j

39
S S, D.F. V.B.P.
S 5 3 12 20
S, 10 9 5 24
V.A. 5 12
V.B.P. 20 24
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4) Dada la matriz insumo producto correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S; y S construir la del

21
aflo para la cual la demanda final es: Y* =[ J

14
S S, D.F. V.B.P.
S 40 44 16 100
S, 40 0 15 55
V.A. 20 11
V.B.P. 100 55

5) Dada la matriz insumo producto correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S; y S,

a) completar la tabla si:

1) el sector 1 utiliza insumos del sector 2 por un valor de 26.

i1) el sector 2 tiene una demanda final de 10.

ii1) el sector 1 utiliza para si 13 unidades de su propia produc-
cion.

iv) el producto bruto total de la economia es 100.

S S, D.F. V.B.P.
S 18 21
S, 12
V.A. 13
V.B.P.

b) construir la del afio para la cual la demanda final es: Y* :[12J

6) Dada la matriz insumo producto correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S;y S, |
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a) completar la tabla si:

i) el sector 1 utiliza insumos del sector 2 por un valor de 16.

ii) el sector 2 tiene una demanda final de 19.

iii) el sector 1 utiliza para si 32 unidades de su propia produccion.
iv) el producto bruto total de la economia es 138.

Si S, D.F. V.B.P.
Si 28 36
S, 7
V.A. 48
V.B.P.

48
b) construir la del afio para la cual la demanda final es: Y* = (2()}

7) La matriz de coeficientes técnicos correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S; y S, es.

Completar la tabla si la demanda final es: Y' =(210,160).

Si S, D.F. V.B.P.

Si

V.A.

V.B.P.

8) La matriz de coeficientes técnicos correspondiente al afio base para la
economia de un pais dividida en dos sectores S; y S, es.
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Completar la tabla si la produccién total es: X' =(200,110).

S

Sz

D.F.

V.B.P.

S

V.A.

V.B.P.
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RESPUESTAS

a) S={(-1,0,1)},S.CD. b)SL ¢)S= {1,-3,—2,- %}} ,S.CD
d)SIL e S —{(— 7+2x,;~19+7x;, %, )/ x; € R}, S.C.L.

2 x3,x3 /x369?} S.C.L.

g)S:{ 2x, — 10x3,xz,x3,§;—1J/xzeEK/\x3eiK},S.C.I
={(1;2x;, x3,-3%5, x5 )/ x; € R A x5€ R}, S.C.L
D=2 2x4; x4)/x4 € 9?}, S.C.L

1)5_{—?% 117 33
{—5,-0,-2;—1)}, SCD k)SI DS
3°73°°3
={(3,1;2)},S.C.D n) S={~y;,y)/yeR} S.CLL
(1 2y —z; y,z;4y+32-3)/ yeRaze R} S.CLL
4-2y+w; y;1+2w;w)/ ye Rawe R} S.CL.

1 2 8 9
q) S = xl:'_g_gxlf_g+§xl;0)/xl € ER} ’ S.C.L

h)

U)

r—'H
—_

2)a) S={(1,2, 3} S.CD. b)S={9,-38,-6)},S.C.D.

¢) S = { e } S.C.D. d) S ={(0;0,0)},S.C.D.

3)a) S ={(1,-3,-2)},S.C.D.  b) §={(0,0,0)},S.CD. ¢)SL
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4)a) k=3 S.C.D. b) k=4 S.C.L k=1, k=2 S.C.D.
k=3S.C.L k=4 S.I. k=1, k=2 S.I.
d) k=1, k#-2 S.CD.e)k#1S.1. ) k=1, k#0 S.L
k=1S.C.L k=1S.CL k=1, k=0S.C.L
k=-2S.1
g) k#5 S.L.
k=5 S.CIL.
5)a)Sa+2b+c#0S.1 b) siempre tiene solucidn tnica

—Sa+2b+c¢=0S.C.L
. 3 17
6)a)noexistek, b)k#37. k=7, S= §x3;?x3;x3 /x;€R

_50

A X1

8) X=|-0871 9. X=|x,| 10.1=1,1=-2
6

X3

11) S ={(-7+2x;,;~19+7x;,x;)/ x; € R}, S.C.I.
12)a) S={(2/7,1/7,0)} b) S={4/11;4/11,3/11)}
13)a)k#+1,k#0, b) k=—1,k#0, c) k=1

a
14) X = [é a} 16) $1.500 y $100  17) 40 y 60 respectivamente
2

18)a) S={(-5+2k;=3k +8;k)/ke R} b)xi=1,5=2,x=2

19) x; =200, x,= 100, x;= 150
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Aplicaciones econémicas

Da)yp=10, ¢g=D=5=10./=100 b)p=15,g=D=85=50, I=750
c)p=200, g=D=S5=30, 1=6.000

2) a)S:p=%q+3,D:p=1072q, p=6,q=D=8=2,1=12

b)S:q=3p-6, D: p=6, p=6, g=D=S5 =15, I=90
0)S:q—4p=-6,D:2p+3¢=10, p=2, q=D=85=2, [=4

3)

S S; D.F. V.B.P.
S 13 13 26 52
S, 26 39 39 104
V.A. 13 52
V.B.P. 52 104 156
4)

S S: D.F. V.B.P.
St 46 48 21 115
S, 46 0 14 60
V.A. 23 12
V.B.P. 115 60 175
5) a)

S S: D.F. V.B.P.
Si 13 18 21 52
S, 26 12 10 48
V.A. 13 18
V.B.P. 52 48 100
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b)

Si S, D.F. V.B.P.
Si 15 21 24 60
S, 30 14 12 56
V.A. 15 21
V.B.P. 60 56 116
6)a)

Si S, D.F. V.B.P.
Si 32 28 36 96
S, 16 7 19 42
V.A. 48 7
V.B.P. 96 42 138

b)

Si S, D.F. V.B.P.
Si 40 32 48 120
S, 20 8 20 48
V.A. 60 8
V.B.P. 120 48 168
7)

Si S, D.F. V.B.P.
Si 150 240 210 600
S, 100 120 160 480
V.A. 350 120
V.B.P. 600 480 1080
8)

Si S, D.F. V.B.P.
Si 80 88 32 200
S, 80 0 30 110
V.A. 40 22
B.P. 200 110 310
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Capitulo 3

Estructuras Algebraicas

Leyes de composicion internas y externas.
Definiciones, gjemplos.

Estructuras algebraicas: grnupo conmutativo,
anillo y cuerpo. Propiedades

El cuerpo de los nameros reales.







LEYES DE COMPOSICION
LEY DE COMPOSICION INTERNA
Una ley de composicién interna en un conjunto no vacio 4 consiste en
una operacion que asigna a cada par ordenado de elementos de 4 un
unico elemento de 4 como resultado de la operacién. La ley interna va
deAxA > A.
Es decir que: Vae A, Vbe A=>a*b=c / ce A
Ejemplos

a) la suma, resta, multiplicacion de niimeros reales

Si sumamos, restamos o multiplicamos un par de numeros reales, ob-
tenemos como resultado de otro niimero real:

Al par de numeros reales (3;5) la ley interna + le asigna como resulta-
do el numero real 8.

Al par de nimeros reales (3;5) la ley interna — le asigna como resulta-
do el numero real —2.

Al par de niimeros reales (3;5) la ley interna e le asigna como resulta-
do el numero real 15.

b) la suma, resta de matrices del mismo orden.

Si sumamos, restamos matrices del mismo orden, obtenemos como re-
sultado otra matriz del mismo orden.

No son leyes internas:
a) laresta y cociente de niimeros naturales.

Si restamos o dividimos un par de nimeros naturales, no siempre ob-
tenemos como resultado otro niimero natural.
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Al par de nimeros naturales (3;5) la ley — le asigna como resultado el
nimero —2 que no es natural.
Al par de numeros naturales (3;5) la ley : le asigna como resultado el
numero 3/5 que no es natural.

Propiedades y elementos distinguidos de una ley de composicion
interna

1. Propiedad asociativa

Una ley interna en un conjunto A es asociativa <

Vae A, Vbe A, Vce A:(a*b)*c = a*(b*c)

Ejemplos

La suma y multiplicacion de numeros reales son leyes asociativas, no
asi la resta y la division.

atb+c)=@tb)+c ae(bec)y=(aeb)ec
a-(b-c)#(a-b)—c a:(b:c)#(a:b):c
Otros ejemplos

a) analicemos la ley * definida en R de la siguiente manera:
a*b=a+b+2

(@*b)*c=(a+b+2)*c=a+b+2+c+2=a+b+c+4 ©
a*(b*c)=a*(b+c+2)=a+tb+c+2 +2=ag+b+c+4 @

O=0 — *cgasociativa

b) analicemos la ley * definida en R de la siguiente manera:
a*b=2.(a+b)
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(a*b)*c = [2.(atb)]*c = 2 [2.(a+b)+c]=2.2a +2b +c) = 4at+4b+2c O
a*(b*c) = a*[2.(b+c)] = 2[a +2.(b+c)]=2.(at2b+2c) = 2a+4btdc @B

0+0 = * 1o es asociativa

2. Propiedad conmutativa

Una ley interna en un conjunto 4 es conmutativa <

Yaec A, VYbe A:a*b=b*a

La suma y multiplicacién de niimeros reales son leyes conmutativas,
no asi la resta y la division.

atb=b+a aeb=beg

a-b#b-a a:b#b:a

3. Existencia de elemento neutro

Se llama asi a un elemento e que compuesto a izquierda y derecha con
cualquier otro no lo altere.
e€A es elemento neutro para la ley * < Jdee A,Vac A/ a*e=e*a=a

Ejemplos: a) el 0 para la suma en Z. at0=0+a=a

b) el vector nulo para la suma de vectores.
v+0=0+v=v
¢) el 1 para la multiplicacion en Z. la=al=a

Nota: el neutro debe pertenecer al conjunto A4, es tnico y debe serlo a

izquierda y derecha.
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Demostracion de la unicidad

Suponemos que hay dos neutros, e y e'
Sieesneutro:e' ¥*e=e¢*e'=¢'
: e
Sie’esneutro:e*e'=e'*e=¢e
4. Existencia de elemento simétrico en una ley con neutro

Dado un elemento a € A4 se llama simétrico de a 'y se lo denomina o' a
un elemento que compuesto a izquierda y derecha con a de el neutro.
a’e A es elemento simétrico de a para la ley *.

at(—a)=(-a)+a=0

Ejemplos: a) el opuesto (—a) paralasumaenZ. a+ (—a)=(—a)+a=0.
b) el vector opuesto para la suma de vectores.
V4 (=v)=(-¥)+v=0
¢) el inverso (a™') para la multiplicaciéon en Q —{0}.
ala=aa'=Va#0
d) La matriz opuesta (—4) para la suma de matrices
A+ (-A)=(A)+4=N

Propiedad: para cada elemento, el simétrico, si existe, es unico. Para
cada matriz, existe una unica matriz opuesta, para cada niimero real
existe un unica inverso multiplicativo o un nico opuesto, etc.

5. Existencia de elementos regulares

Que un elemento sea regular quiere decir que es simplificable

Si * es una ley de composicion interna en 4, el elemento a€ 4 es regu-
laraizquierda = a*b=a*c = b=c.
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De la misma manera decimos que el elemento ac 4 es regular a dere-
chahesb*a=c*a = b=c

En ambos casos decimos que hemos simplificado 1a a.

Un elemento es regular si lo es a izquierda y a derecha.

Ejemplos

Para la suma de niimeros reales todos los elementos son regulares:
atb=a+c = b=c,lomismosi b+ta=c+ta = b=c

En cambio eso no sierre se verifica para la multiplicacion de numeros
reales:

0.a=0b A a#b

El cero no es un elemento regular para la multiplicacion de reales. Si
lo son los demas numero reales.

Vae R—{0}:aeb=aec=b=c
6.- Propiedad cancelativa

Una ley * es cancelativa en un conjunto A4 si todos sus elementos del
conjunto 4 son regulares.

Ejemplos

Son cancelativas la suma y la resta en el conjunto de los niimeros re-
ales. La multiplicacion es en R —{0}.

Veamos otro ejemplo:

Dada la ley * definidaen R/ a * b =2 (a + b), veremos si es cancela-
tiva. a*b=a*c = b=c
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2(a+b)=2.(at0)
atb=a+c cancelando el 2
b=c cancelando la a
7. Propiedad distributiva

Dadas dos leyes de composicion interna * y 4:

¢ cs distributiva a izquierda respecto de * < a# (b*c) = (a#b) * (a#c)
¢ cs distributiva a derecha respecto de * < (b*c)ea = (bea) * (cea)

Se dice que una ley es distributiva si lo es a izquierda y a derecha.
Ejemplos

a) La multiplicacién de numeros reales (o) respecto de la suma de
numeros reales (+).

a e (b+c) = (b+c) e a= (aeb) + (aec)
b) La interseccion de conjuntos respecto de la unién de conjuntos
AN(BUC) = (BUC)NA = (ANB) LU (ANC)

Nota: silaley es conmutativa ¢ alcanza con verificar la distributivi-
dad solo a izquierda o a derecha.

Ejemplo de ley distributiva solo a derecha

La division respecto de la suma es un ejemplo de ley que es distributi-
va s6lo a derecha.

@tbyic=aic+bie, SFL_a.b L)
C C C

a:(b+o)#a:b+ta:c,
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LEY DE COMPOSICION EXTERNA

En este caso se opera con elementos de dos conjuntos, de tal manera
que el resultado sea un elemento de uno de ellos.

Dados dos conjuntos no vacios A y V, una ley de composicion externa
es una operacion que vade A x V = V.

Es decir que: Vae 4, VveV:av=w/wel .

A los elementos del conjunto 4 se los denomina habitualmente escala-
res, y a los del conjunto V' se los denomina vectores.

Ejemplos

a) el producto de un escalar por una matriz: o.4 =B
o es un escalar, 4 y B son matrices.

b) el producto de un escalar por un par ordenado:
a.(a;b) = (o.a;0.b).

c) el producto de un escalar por un polinomio de otro polinomio.

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Una estructura algebraica es un objeto matematico que consiste de un
conjunto no vacio y leyes de composicion interna o externa. Segun
sean las propiedades que satisfagan dichas leyes de composicion, se
obtienen los distintos tipos de estructuras algebraicas.

En este capitulo veremos la estructura de grupo, anillo y cuerpo y mas
adelante la de espacio vectorial.
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ESTRUCTURA DE GRUPO

El par (4,*) tiene estructura de

grupo si y solo si:

a) * es ley interna
b) * es asociativa
¢) * admite neutro
d) * admite simétrico

Grupo abeliano

Si ademas la ley * es conmutativa,
el grupo se denomina Abeliano.

Ejemplos

a) (R;+), los niumeros reales
con la suma ordinaria de nu-
meros reales.

Vemos que cumple con las
cinco condiciones: es ley in-
terna ya que la suma de nu-
meros reales es otro nimero
real; ya vimos que la suma
de numeros es asociativa;
tiene elemento neutro que es
el 0 (e = 0); simétrico que es

GALOIS, Evariste (18011-1832)
Matematico francés,

nacido en Bourg-la-

Reine. A pesar de sus

habilidades matematicas

no pudo ingresar a la

Escuela Politécnica de

Paris e ingresd a la Escuela Normal
Superior en 1829, de donde fue ex-
pulsado en 1830 por sus simpatias
republicanas. Esto lo involucré en
agitaciones politicas por lo que estu-
vo preso dos veces. A los 21 aflos
muere en un duelo por una mujer. A
él se deben el concepto y el nombre

ABEL, Niels Henrik (1802-1829):
fue un matematico noruego

que con Galois inicia el nuevo

enfoque del Algebra. Tuvo u-

na vida corta pero fructifera.

Muri6 de tuberculosis a los 27

afios y tuvo que hacerse car-

go de una familia numerosa

al morir su padre. Sus aportes se refieren a la
teoria de series, integrales, etc. En 1824 de-
mostrd que las ecuaciones de grado mayor a 4
son irresolubles por formulas radicales. Este
descubrimiento ya lo habia apuntado Gauss
en 1799. Dijo las series divergentes son un
invento del diablo.

el opuesto (@' = — a) y también sabemos que la suma de nimeros es

conmutativo.

b) (R—{0};e), los nimeros reales, exceptuando el cero con la mul-
tiplicacion ordinaria de numeros reales.

Vemos que cumple con las cinco condiciones: es ley interna ya que el
producto de numeros reales es otro numero real; ya vimos que la mul-
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tiplicacién de nimeros es asociativa; tiene elemento neutro que es el 1
(e = 1); simétrico que es el inverso multiplicativo (¢' = a ', que existe
para todos para todos los niimeros reales excepto el 0) y también sa-
bemos que la multiplicacion de nlimeros es conmutativo.

c) (V+), los segmentos orientados del plano con la suma de seg-
mentos orientados.

Vemos que cumple con las cinco condiciones: es ley interna ya que
como vimos en el capitulo introductorio la suma de segmentos orien-
tados en el plano da otro segmento orientado; la suma de segmentos
orientados es asociativa; tiene elemento neutro que es el segmento nu-
lo (e =6); simétrico que es el segmento opuesto (¢' = —V ) y también
sabemos que la suma de segmentos orientados es conmutativa.

2 ,
d) (R;+), los pares ordenados de nimeros reales con la suma de pa-
res ordenados que definimos de la siguiente manera:

(a;b) + (c;d) = (at+c;b+d)

Vemos que cumple con las cinco condiciones: es ley interna ya que la
suma de pares ordenados de nimeros reales da otro par ordenado de
numeros reales; es facil comprobar que es asociativa, tiene elemento
neutro que es el par (0;0); simétrico que es el par opuesto (a' = (—a; —b))
y también es facil verificar que la suma de pares ordenados es conmu-
tativa.

e) (R™%+), el conjunto de las matrices del mismo orden con la suma
de matrices

Vemos que cumple con las cinco condiciones: es ley interna ya que la
suma de matrices del mismo orden da otra matriz del mismo orden; ya
hemos visto que la suma de matrices es asociativa; tiene elemento
neutro que par ordenado de numeros reales; es facil comprobar que es
asociativa, tiene elemento neutro que es la matriz nula (e = N); simé-
trico que es la matriz opuesta (a' = — A) y también vimos que la suma
de matrices es conmutativa.
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Analicemos un ejemplo donde la operacidén no es una operacion cono-
cida: (Z;*),dondea * b=a+b-5.

Debemos ver si el conjunto de los niimeros enteros con la operacion *
tiene estructura de grupo abeliano.

a) Ley interna

Debemos asegurar que el compuesto de todo par de numeros enteros a
través de * da otro nimero entero. Esto se debe a que la suma y resta
de niimeros enteros da siempre un numero entero.

b) Asociatividad: NVae Z, Vbe Z, Vce Z:(a*b)*c=a*(b*c)

(a*b)y*c=(@+b-5*c=a+b-5+c-5=a+b+c-10 (1)
a*(b*c)y=a*(b+c-5=a+b+c-5-5=a+b+c—-10 (2)

De (1) y (2) surge que la ley * es asociativa
¢) Conmutatividad: VYae Z, Vbe Z :a*b=b*a

a*b=a+b-5=b+a—-5=0>b% a, esto es valido porque la suma en
Z es conmutativa (a + b= b + a).

d) Existencia de neutro de€ Z,Nae 7./ a*e=e*a=a

Por haber verificado la conmutatividad buscamos neutro y simétrico
solo a derecha.

a*e=a=a+e—-5=a= e=15 (vemos que el neutro es tnico y €Z).
e) Existencia de simétrico Yae Z, da’e Z/a*ad' =d' *a=5
atd=5=a+ta'-5=5=4d'=10-a

vemos que cada nimero entero tiene su simétrico que también es ente-

ro: 3'=7 8=2 23'=-13
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Por lo tanto (Z;*) tiene estructura de grupo abeliano.
Propiedades de los grupos

Ademas de la unicidad del neutro y del simétrico ya mencionadas po-
demos agregar las siguientes propiedades que se verifican si (4,*) tie-
ne estructura de grupo.

a) El simétrico del simétrico es el mismo elemento: (a')' = a.
b) El simétrico del compuesto de dos elementos es el compuesto de
los simétricos en orden cambiado: (a * b)' = (b' * a").

¢) Todos los elementos de un grupo son regulares para la ley que los
define: a*x=b*x = a=byx*a=x*b=a=h.

d) La ecuacion a * x = b siempre tiene solucion tnica.
Demostracion
Componiendo a ambos miembros de la igualdad con &', queda:
a*(a*x)y=a*b
@*a)*x=ad*b= x=d*b

Estas propiedades se verifican independientemente del significado de
los elementos y de la operacion involucrada. Eso quiere decir que
cualquier conjunto que con respecto a una operacion tenga estructura
de grupo verifica estas propiedades.

Esta es la importancia de trabajar con estructuras. Algunas de estas
propiedades las vimos en el capitulo 1 para las matrices, ahora vemos
que no so6lo valen para las matrices sino para cualquier grupo. Sélo
basta con demostrar que con un conjunto dado con una operacidon
cualquiera tiene estructura de grupo para que se verifiquen estas pro-
piedades.

De esta manera se hace una sola demostracidon para la estructura en
lugar de hacerlo para cada conjunto.
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Estructura de semigrupo

El par (4;*) es semigrupo < * es ley interna en 4 y es asociativa.
OPERACIONES DEFINIDAS POR TABLAS

A veces, si el conjunto 4 es finito, se puede definir la operacion a tra-
vés de una tabla de manera tal que el resultado de operar dos elemen-
tos a y b con la operacidn * se coloca en la interseccion de la fila de a

con la columna de 5.

Ejemplo: Dado el conjunto 4 = {a, b, c}

*la | b | c
al c a b
b| a b c
cl b c a

De esta tabla surge, por ejemplo, que a * b=a, b * ¢ =c, etc.

Para que se verifique la ley interna, los elementos que aparecen en la
tabla deben pertenecer al conjunto, cosa que se verifica en este caso.
La ley es conmutativa si los elementos simétricos respecto de la di-
agonal son iguales, cosa que también se verifica.

Hay elemento neutro si hay una columna y una fila en la cual se repite
el conjunto 4 y ambas estan encabezadas por el mismo elemento. En
este caso en la columna y en la fila correspondientes al elemento b se
repiten el conjunto 4. Por lo tanto el elemento b es el neutro.
Habiendo neutro, debemos encontrar los simétricos. Debemos buscar
en las casillas donde figura el neutro. Asi vemos que el simétrico de ¢
es ay el de aes ¢, ademas el simétrico de b es b.

Lo mas dificil de verificar es el cumplimiento de la propiedad asocia-
tiva. Como no hay una ley general, hay que verificar cada caso, lo cual
es un poco engorroso. Por eso es que en algunos casos se informa que
la ley es asociativa.

Por ejemplo, debemos verificar que:
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a*(b*b)y=(@*b)*b a*(c*a)=(a*c)*a,ectc.
a*(b*b)y=a*b=a a*(c*a)y=a*b=a
(a*b)y*b=a*b=a (a*c)*a=b*a=a

Y asi deberiamos verificar con todas las ternas posibles, haya o no ele-
mentos repetidos. En este caso se verifica que la ley es asociativa. Por lo
tanto en esta tabla aparece representada una estructura de grupo.
ESTRUCTURA DE ANILLO
Sean un conjunto no vacio 4 y dos leyes: * y .
Definicion
La terna (4;*;e) es un anillo <: a) (4;*) es grupo abeliano.

b) (4;e) es semigrupo.

c) e es distributiva respecto de *.
Anillo conmutativo

Si ademas e es conmutativa el anillo es conmutativo.

Ejemplo: (Z;+;e) el conjunto de los numeros enteros con la sumay la
multiplicacion.

Anillo con unidad

Si ademas e admite elemento neutro entonces el anillo es un anillo con
unidad.
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ESTRUCTURA DE CUERPO
La terna (K;+;e) es un cuerpo si y sélo si:
a) (K;+) es grupo abeliano.
b) (K—{0};e) es grupo abeliano.
c) e es distributiva respecto de +.

Nota: 0 es el neutro en (K;+).

Ejemplos: (Q;+;9) y (R;+;e) son algunos ejemplos de estructuras de
cuerpo.

Vamos a analizar en particular la estructura de cuerpo de los numeros
reales, que es la que mas utilizaremos en este texto.

El cuerpo de los niimeros Reales (R;+;e)

Veremos ahora que el conjunto de los nimeros reales con las opera-
ciones suma y multiplicacion, tiene estructura de cuerpo.

a) (R;+), como ya vimos, es grupo abeliano.
b) (R—{0};e), como también ya vimos, es un grupo abeliano.
¢) La multiplicacién de numeros reales es distributiva respecto de la

suma de numero reales.

Por lo tanto (R;+;e) es un cuerpo.

UNA APLICACION DE LAS ESTRUCTURAS

Las estructuras algebraicas permiten justificar, algunas propiedades
conocidas, entre ellas la regla de los signos.
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a)a*0=0

Dem: 0+ a* 0=a*0 (porser el 0 neutro en +)
0+a*0=a*(0+0)(porser el 0 neutro en +)
0+a*0=a*0+a*0 (por propiedad distributiva)

a * 0 =0 (por propiedad cancelativa)

b) (-1).a=-a

Dem: a—1.a=1.a— l.a(por ser 1 el neutro)
a—l.a=a.(1 -1) (por propiedad distributiva)
a—l.a=a.0 =0 (por neutro)

-1.a=-a

c)—(-a)=a

Dem: at(-a)=0
a+t(a)—(-a)=0-(-a)
a+[(-a)— (—a)] =—(-a) (por asociatividad)
a + 0 =—(—a) (por propiedad del inverso aditivo)
a =—(—a) (por ser 0 el neutro)

La regla de los signos

a) (—a).(-b)=a.b

Dem:

(-a).(-b) = (-l.a). (-1.b) = [(-1). (=1)].a.b = — (-1).a.b (por asociati-
vidad)

(—a).-b)=1l.ab=ab

b) (—a).b = b.(—a) =—(a.b)

Dem: (—a).b = (—1.a).b =-1.(a.b) (por asociatividad)
(-a).b=—(a.b)
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1) Analizar qué propiedades cumplen los siguientes pares
a) No; 1), b) MN3+), ¢) (ZiH), d) (Zi-), e) (Z;e), ) (R;), g) (R—{0};e)

2) Analizar si las siguientes tablas correspondientes a leyes asociativas
tienen estructura de grupo abeliano:

a)|A|lplq]lr b[* |0 |1 *|la|b|c|d
pPlplqlr 0 |01 ala|b|c|d
qlqlr|p 1 (112 b|b|c|d]a
r [r|plgq ¢c |[c|d]|a]|b
d|dj|a|b]|c
d* |O|A
(0) O|A
A|O|A
A 0]

3) Completar la siguiente tabla si P son los numeros pares ¢ [ p[ |

I son los numeros impares. Analizar si tiene estructura de | p

grupo abeliano. Indicar el elemento neutro y los elemen- | |

tos SImétricos.

4) Sabiendo que (C;*) tiene estructura de grupo, que [=[,[p

C = {a;b} y que b es el neutro, a) completar la tabla, |,

b) ;es grupo abeliano? b

. . .. . 2 2
5) Verificar si * es asociativa si: a) x ¥ y=x"+)", en N,

b) a*b=a+%,enQn

6) Probar que la adicién y la multiplicacion son leyes de composicion
interna en el conjunto de los niimeros pares.
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7) Determinar si (Z;*) tiene estructura de grupo abeliano. Indicar los
elementos si:

a) a*b=a+b-5 b)a*b=2(a+b) c)a*b=ab+l1
d)a*b=a*-b’ e)a*b=a+b+ab

8) Dados los siguientes pares, analizar las propiedades, indicar sus
elementos y dar la estructura

a) (4;7+), A={x/x=3k ke Z}, + es la suma ordinaria de niumeros
enteros.

b) (B;e), B= {x/ x=2k+lke Z}, e ¢s el producto ordinario de
numeros enteros.

c) (Va+), V, =segmentos orientados del plano, + es la suma de

segmentos orientados.
d) (Mz;+), M, =matrices cuadradas de orden 2, + es la suma de

matrices.
e) (B;e), B= {x/ x=2ke Z}, e ¢s el producto ordinario de nu-

meros reales.
) (4;%), 4={1,2,48}, a* b=m.c.m. (a;b).

9) En (R%:*), (R*son los pares ordenados de numeros reales), se define:
a) (a;b)*(dib)=(a+b;b+a)
b) (a;b)*(a';b") = (a.a'; b.a'+ b")
¢) (a;b)*(a';b")=(a.a'; b.b")

10) En Z se toma la ley de composicion interna x * y = — y. Probar que
(Z,*) no es grupo.
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11) Dadas las siguientes funciones definidas de R—{0} — R—{0}
1 1
fi=x LE=x  fE=— fX)=-—

Analizar si (4:0) es grupo si A= { fi (x); /> (x); f5 (x); fa (X)} y 0 es
la composicion de funciones.

12) Dadas: a*b=2.(a+b)
aAb=a+b+abd
aOb=5.(a-b)
a b=d+¥p

Analizar distributividades de:  a) O respecto de * por izquierda
b) A respecto de  por derecha

13) Verificar si (Z>,®,®) son anillos y clasificarlos. Z son los pares
ordenados de numeros enteros y se define:

(a;b) ® (') = (a +d; b+ b)) y:

a) (a;b) © (a'b) = (a.a0) b) (a;b) © (ab") = (a.d; a.b' + b.a)

14) Dada la estructura (4;A; ), se sabe que [T 3 112
A = {1;2} y que las operaciones: A y 11112 1111
estan definidas por las siguientes tablas: 221 2 [ 112

a) verificar que (4;A; ) es un anillo
b) determinar si es anillo unitario

15) (4:A;*), es un cuerpo y se sabe [AIPLg[r|s *|plqlris
que p es el elemento neutro en |2 P
* Ademass *p=rys*r=gq. |1 sp 4
Completar las tablas y calcular: : :

) P*q)A(sAp) b)(r*q ) A=) *p)]
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RESPUESTAS

1) a) (Np;+), li, asoc., e = 0, no tiene simétrico, conm. (semigrupo

conmutativo con unidad).

b) (N;+), li, asoc., sin neutro, conm., (semigrupo conmutativo)

¢) (Z;+), grupo abeliano, e =0, a' = —a.

d) (Z;-), li, (monoide).

e) (Z;9), li, asoc., e = 1, no tiene simétrico, conm. (semigrupo con-
mutativo con unidad).

f) (R;+), grupo abeliano, e = 0, a' =—a.

. 1
g) (R—{0};e), grupo abeliano, e=1,a'=—.
a

2)a)si,e=p, p'=p, ¢'=r,r=¢q, b)no,noesli.,
c)si,e=a, ad=a b'=d, c'=c,d=b

d)si,e=A, O'= , '=0, A'=A
3) grupo abeliano, e=P,P'=P,I'= +| P
P/ P|I
4)b)si,e=b,a'=a, b'=b * al b AR
albla
blal|b

5) a) no es asociativa, b) no es asociativa

7)a)si,e=5,a =10 - a, b) no, es li., no asoc., sin neutro, es conm.,
¢) no es li., no es asoc., sin neutro, es conmut., d) no, es li., no es
asoc., sin neutro, no es conmut., €) no, es li., es asoc., e = 0, no tiene
simétrico, es conmut.

8) a) grupo abeliano, e =0, a' = -3k,
b) li., asoc., e = 1, no tiene simétrico, es conm.
¢) grupo abeliano, e= 0,a'=—v,
d) grupo abeliano, e=N, a'=— 4
e) grupo abeliano, e=1=2° ¢’ =27*
f) no es grupo, no tiene simétrico
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9) a) li., no asoc., no conmut., no tiene neutro
b) li., asoc., e = (1;0), sin simétrico, solamente lo tienen los pares

#(0;b), no conmut.
¢) li., asoc., e = (1;1), sin simétrico, conm.
11) es grupo abeliano, e =x, x'=x, —x'=—x, I/x'=1/x,-1/x'=-1/x
12) a) no se verifica, b) no se verifica
13) (Z%+) es grupo abeliano, e = (0;0), a' = (-a; —b)
a) (Z2,®,0) es anillo conmutativo sin unidad

b) (Z2,®,0) es anillo conmutativo con unidad, e = (1;0)

14) es anillo unitario, e =2, 15)a)p, b)r
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Espacios Vectoriales

Definicion de Espacio Vectorial.

Ejemplos y propiedades. Subespacios.
Dependencia e independencia lineal de vectores.
Sistema de generadores.

Base y dimension de un espacio vectorial.
Coordenadas de un vector.

Cambio de base.

Interpretacion vectorial de fenémenos econdémicos:
vector de precios,

ecuaciones presupuestarias,

recta y plano de balance.







ESPACIOS VECTORIALES

La cuaterna (V;®;K;®) es un espacio vectorial si se cumplen las si-
guientes propiedades:

1) (V; @) es un grupo abeliano, donde @ es la ley interna en V.

2) (K;+;e) es un cuerpo, donde +y @ son las leyes internas en K.

3) © es una ley externa de KxV — V, que cumple las siguientes pro-
piedades:

a) Vve V: 10v =vsiendo 1 el neutro para (K,e)
b) Distributividad respecto de la suma de escalares:
VaeK, VBeK, Vve V: (a+B)Ov = (0Ov) ® (BOV)
¢) Distributividad respecto de la suma de vectores:
Yve V,VweV, VaeK: aO(v®w) = (a®v) @ (aOw)
d) Asociatividad mixta
VaeK, VBeK, Vve I: aO(POv) = (a e B)Ov

Los elementos del conjunto V reciben el nombre de vectores y los de
K el nombre de escalares.

Ejemplo: (R*;®;R;®) donde R son los pares ordenados de niimeros
reales.

(R%;@®) es un grupo abeliano, donde @ es la suma de pares ordenados,
(R;+;9) es un cuerpo donde + y e son respectivamente la suma y el
producto de niimeros reales, © es la ley externa, producto de un esca-
lar por un par ordenado. Ademas:

1) 1©O(a;b) = (1ea;1eb) = (a;b)
2) (a+B)O(a;b) = [(atB)ea;(atP)eb] = (aeatPea;aeb+Peb) =
= (aea;aeb) @ (Bea;Beb) = [aO(a;b)] @ [FO(a;h)]
3) aO[(a;b) @ (c;d)] = 0O (atc;b+d) = [ae(a+tc);ae(b+d)] =
(0ea +aec;aebt+aed) = (aea;aeb) @ (aec;aed) = [aO(a;b)] @ [0O(c;d)]
4) aO[BO(a;b)] = aO(Bea;Beb) = (aefea;aefed) = [(aep)ea;(aeB)ed]
= (0oB)O(a;b)
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Otros ejemplos: (V,;®@;R;®), donde V, son los segmentos orientados
del plano y @ la suma de segmentos orientados, ©
es la ley externa producto de un escalar por un seg-
mento orientado.

(C;®;R;©) donde C son los nimeros complejos.
R™"®;R;®), donde R™" son las matrices reales,
@ es la suma de matrices, © es la ley externa producto
de un escalar por una matriz.

Propiedades

1) Vve V: 00v =0 (0 es el neutro en (K;+), Oes el neutro en (V;®)
(vector nulo).
dem.: Vve V: a®v = (a+0)Ov = (a®v) @ 0 = (a®v) ® (00v) =
0=00v

2) VaeK: a® 0=0 0 es el neutro en (V; @)
dem.: VoeK: a®Ov=0a0(1®0) = (aOv) ®0 = (0Ov) ® (0@ 0)
0 =000

3)Sia®v=0 = a=0vv=0
dem.: sio =0 ya estd demostrado,
siaz0 = Ja'/a' O (aOv)=a'®0
(' e a)Ov =0
10v=0 = v=10

4)yVaeKAVvel: (—a)Ov=06 (aOv)
dem.: [(—0)OV] ® (0®Ov) = (—a + a)Ov=00v=0
[(~0)OV] ® a®v) = 0
[(~)Ov] @ (aOv) © (a®v) = 0 © (aOv)
(—a)Ov =B (a®v)

SUBESPACIO VECTORIAL
Dado el espacio vectorial (V;®;K;®) y el conjunto no vacio WcV,

(W;®;K;©) es un subespacio vectorial de (V;®;K;0) si (W;®;K;O) es
a su vez un espacio vectorial.

162



Espacios vectoriales

Teorema

Todo subespacio no vacio W de un espacio vectorial V contiene a
0eW.

Dem.: Nxe W: 0@x e W (por ser W espacio vectorial), y 00x =0, por
propiedad 1, por lo tanto 0 € W.

Condiciones suficientes

El cumplimiento de estas cuatro condiciones asegura que W es un sub-
espacio de V.

1) wcv

2) W# @ que es equivalente a 0 W El neutro en Ve W
I)VxeWANyeW: x®@yeW W es cerrado para la suma
HYoaeKAVxeW. 0O xeW W es cerrado para el producto

por escalares

Si se verifican estas 4 condiciones, se puede asegurar que
(W;®;K;©) es un subespacio vectorial de (V;®;K;®). Veamos ahora
la demostracion.

Demostracion

Debemos probar los axiomas de E.V. para poder justificar que con las
hipotesis dadas (W;®@;K;©) es un subespacio vectorial. Las leyes de
cierre se cumplen por hipétesis 3 y 4. Como los vectores de W tam-
bién estan en V, las leyes de asociatividad, conmutatividad, distribu-
tividad e identidad multiplicativa (1.x = x) también se cumplen (por
herencia).

Ademas 0 € W por hipétesis 2. También se verifica, por hipdtesis 4,
que (-1).xe W, Vxe W, por propiedad 4 de los espacios vectoriales
—x = (=1).x € W, con lo cual queda demostrado que para justificar que
un subconjunto de 7 es un subespacio de éste, alcanza con que se veri-
fiquen estas cuatro condiciones.
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Ejemplo
Determinar si W= {(x1,x,) € R?/x =2x,} es un subespacio de R?

Debemos verificar las 4 condiciones:

a) W < R? por definicién, porque es un conjunto formado por pares or-
denados.

b) (0;0)e W porque 0 = 2.0.

c) six = (x;;3x)e Wey=(yi;y2) € Wdebemos probar que x +y € W.
x+y=(xpx)+ () = (@tysxty,), debemos probar que x;+y;
=2 (xphn), pero x; = 2x, € y; = 2y, por ser x ¢ y elementos de W,
sumando miembro a miembro: x;+y; =2 x,+ 2y, =2 (x,1),), con
lo que queda demostrado.

d) six=(x;; x)e W, debemos probar que a.(x;; x,)€ W.
o.(x13x0)=(0l.x1;0.X2), debemos probar o.x; =2a.x;, pero como x; = 2x,
multiplicando a ambos miembros por o, queda que o.x;=0.2x,= 20.x,,
con lo que queda demostrado que ¥ es un subespacio de R,

Subespacios triviales

Dado un espacio vectorial (V;®;K;©), son subespacios vectoriales
triviales los siguientes:

a) (V;®;K;0), es decir el mismo espacio vectorial

b) ({0 };®;K;0), es decir el subespacio cuyo tnico elemento es el
vector nulo.

dem.: se verifica que 0+0=0 y a. 0=0 = ({6 1;,®;K;©) es subespa-
ciode V.

Subespacios propios
Son todos aquellos que no son los subespacios triviales.

Ejemplos: de R’ 1o son toda recta que pasa por el origen, de R’ lo son
toda recta o plano que pase por el origen. Deben pasar por
el origen porque en el conjunto debe estar el vector nulo.
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OPERACIONES CON SUBESPACIOS
Union

Si S; y S, son dos subespacios de (V;®;K;®) entonces S; U S, no da
necesariamente otro subespacio vectorial de (V; @;K;©).

Ejemplo: si en (R*;®;R;0) consideramos Y
dos rectas que pasan por el ori-
gen (cada una de ellas constitu-
ye un subespacio de R’) la u-
nién de los subespacios es el
par de rectas. Vemos que si to-
mamos un vector de cada recta
y los sumamos da un vector que
no pertenece a la unién. Por lo tanto no cumple la condicién
de un subespacio que debe ser cerrado para la suma.

Interseccion

La interseccién S = S;NS, de dos subespacios de un espacio vectorial
(V;®;K;©) da otro subespacio vectorial de (V;®;K;0O).

Demostracion

a) SclV SicVAS,cV =S nS,cV =>SclV
b) 0eS 0e€S;A0€eS, = 0€ SNS, = 0€eS
c) S es cerrado para la suma: xe S A yeS = x€S; A x€S,, yeS| A
VES, > xty eS| A xtyeS,; = xtye SiINS; = (x+ty) €S
d) S es cerrado para el producto por escalares
0ceK A xS = 0eK A xeS|NS; = 0€eK A x€S; A x€§S), =
axeS AoxeS;, = ax e (S;NSy) = a.xeS
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Suma
Primero definimos la suma de dos subespacios S; y S, de (V;®;K;0©)

S=S5,+8S,={xeV/x=x1tx A x1€S A X,€S} 0 sea que:
S={xeV/3Ax1eS; A€ Sy A x=x11x2}

El conjunto suma estd formado por todos los vectores que se puedan
obtener como suma de algun vector de S; y algtin vector de S,.

Propiedad: La suma de dos subespacios de } es un subespacio de V'

a) SCV VxeS:x=x1tx/x1€S1 2> xi1€VAXRES, > eV
xitnpelV=SclV
b) 0eS 0e€S;A0€S, = 0+0=0 = 0€S
c) S es cerrado para la suma:
X=Xt A XI1ES] AXES,, ¥y =112 AVIES] AES,,
X+y = x1+x; + y1Hy,, pero x1+y; €S A Xt €Sy = xt+ye S
d) S es cerrado para el producto de escalares:
X=Xx11X AXIES| AXES,, OL.X = OLX1TOLXy A OLX1E S| A OLX2E S,
= oxes

COMBINACION LINEAL DE VECTORES

Si A={uy,us,....,un} < V'y3ay, dy...,0, € K/ dado cualquier ue V éste

n

se puede expresar como: u = 0o.u; + O.Uyt... 0. Uy :Zai'“i = se
i=1

dice que u« es una combinacion lineal del conjunto A.

Ejemplo: dado A= {(1;2), (2;-3)}, u = 2.(1;2) +3.(2;-3) = (8;-5) es
una combinacion lineal del conjunto A.

Combinacion lineal convexa
n

Sila Z ai=1 A Vi:a;>0 la combinacion lineal es convexa.
i=1
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Ejemplo: dado A= {(1;2), (2;-3)},
(1;2) +§ (2;-3)= [g%} es una combinacion line-

1
u:_
3

al convexa del conjunto A porque %+§ =ly % >0, §> 0.

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE UN
CONJUNTO DE VECTORES

El vector nulo se puede expresar como combinacion lineal de cual-
quier conjunto de vectores.

0= 0.y + 0.u +..+ O.u,. Si todos los escalares son nulos la com-
binacidn lineal se llama trivial.

Un conjunto de vectores A={u1;uy;...;u,} CV es linealmente indepen-
diente (L.1.) si la tnica forma de expresar el vector nulo como com-
binacion lineal de ellos es a través de la combinacion lineal trivial.

A = {u;us;...;un } CV es linealmente independiente si: 0= o1y + Ot
+ ot oy Jiie=0

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si y solo si al
plantear la combinacion lineal de los vectores o.u; + op.up+...F00p.u, €
igualarla al vector nulo existe algiin escalar de dicha combinacién no
nulo, es decir que existe o; #0. Esto quiere decir que uno de ellos se
puede expresar como combinacion lineal de los demas.

Ejemplos: analizar la dependencia lineal de: a) ;= (1;2) y u,= (-1;3)

se forma la combinacion lineal y se calculan los o;:
01.(1;2) + ap.(-1;3) = (0;0)
) ) o, —0,=0
queda un sistema de ecuaciones: = ou=0=0= que
204 +30,, =0

los vectores u; y u, son linealmente independientes.
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b) uy=(1;2) y u= (2;4), a1.(1;2) + 02.(2;4) = (0;0)

. . o +2a,=0
queda un sistema de ecuaciones: = o = 20,. Por lo
200 +40, =0

tanto existen valores de o #0 que satisfacen el sistema, por lo tanto los
vectores u; y u, son linealmente dependientes. Un vector se puede
expresar en funcidn del otro, por ejemplo: u, = 2u;.

Propiedades

a)A={v}es:LL & v20y LD. & v=0
b) A={vi,»} es: LIL. o vi#kw,yL.D. v, =k,

n
¢) Si B={v;,vs,....,v,} es L.I. y ”:Z o;.v; entonces B={v|,v,,...,vp,u}
i=1
es L.D.
d) Si un conjunto de vectores contiene como elemento al vector nulo,

entonces es L.D. A = {vl,vz,...,vn,f) }es L.D.
SISTEMA DE GENERADORES

Un conjunto no vacio de vectores A = {uy;us;...;u,} de un espacio vec-
torial (V;®;K;®) es un sistema de generadores de V si VveV, v se
puede expresar como combinacidon lineal de A = {uiup;...;u,} =

YveV:.v :iai.ui .

i=1
Ejemplo: A = {(1;1), (2;3)} es un sistema de generadores de R
debemos ver si cualquier vector de R? se puede expresar como combi-
nacidn lineal de A.

(x13%2) = ap(1;1) + 02.(2;3)

para eso debemos poder expresar los a; en funcidén de x; y x,. Si esto
se puede hacer, quiere decir que cualquier (x;;x;) se puede expresar
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como combinacion lineal de (1;1) y (2;3).
{ o +20, =X
200 +3a, =x,
= o = 3x1-X2, 02 = XX = (x15%2) = (Bx1—2x2). (1;1) + (x2—x1).(2;3)
Por ejemplo: (5;1)=13.(1;1) — 4.(2;3)
BASE

A c V es una base de V'si A es sistema de generadores y linealmente
independiente

Ejemplo: A={(1;1), (2;3)} es una base de R>. Ya vimos que es un
sistema de generadores, veremos ahora que es linealmente

independiente.

ar.(1;1) + a,.(2;3) =(0;0)

o +20,=0 —o=0,=0 = quelosvectores (1;1)y (2:3) son
o, +30,=0 linealmente independientes

Base candnica: si los vectores que la forman son los vectores canonicos.

Ejemplos: B = {(1;0),(0;1)} es la base canonica de R*.
B = {(1;0;0),(0;1;0),(0;0;1)} es la base canénica de R”.

1 0)(O0O I1)Y(O O)Y(O O )
B= K K K es la base canodni-
0 0)Jlo 0)\1 0o){0 1
ca de R**?,
DIMENSION

Un espacio vectorial es de dimension # si existe una base que consta
de exactamente n vectores.
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Propiedades: si la dimension de un espacio es n:

a) B = {u;up;...;u,} es base siy solo si B es L.I. 0 S.G.

b) A = {uy;uy;...;unitn b €8 L.D. y por lo tanto no es base de V.

c) Todas las bases de un espacio vectorial tienen exactamente n vec-
tores.

d)Si V= {6}, no tiene base y la dim V= 0.

Ejemplos: vimos que B={(1;1), (2;3)} es una base de R?, por lo tanto
la dimension de R* es 2 por existir una base que tiene dos
vectores. Cualquier base de R” tiene dos vectores. En ge-
neral, la dimension de R" es n.

Nota: Una base contiene la menor cantidad de vectores necesarios pa-
ra generar un espacio vectorial V. Si el conjunto es L.I. pero no S.G.,
no genera a todos los vectores de V. Si es S.G. pero no L.I. genera a
todos pero el conjunto tiene vectores de mas, sobran vectores. En este
caso se pueden suprimir vectores y el conjunto sigue siendo S.G. Ej.:
A = {(1;2), (2;4), (1;3)}. Si se suprime el (2;4), queda B = {(1;2),
(1;3)} que sigue siendo S.G.

ESPACIO O SUBESPACIO GENERADO POR UN CONJUNTO
DE VECTORES

Dado un conjunto de vectores A = {uy;us;...;un} C V se denomina espa-

cio o subespacio generado por A y se designa como A, al conjunto
formado por todos los vectores que se pueden expresar como combi-
nacion lineal del conjunto A.

Ejemplo: determinar el espacio o subespacio generado por
A={(1;2), 4R

o, 20, = x

(x1x2) = a1.(1;2) + 0.(2;4) = { = el sistema tiene

2o, t4a, = x,

solucion si x, = 2x;.
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Vemos que el conjunto A genera el subespacio de R / x, = 2x;, es de-
cir pares ordenados de la forma (x;;2x). A ={(x1,x,)e R’/ x;=2x,}.

Si los vectores de A hubiesen sido L.I. hubiesen generado al espacio
vectorial R* y no a un subespacio de éste, como en este caso.

Tres vectores de R’ generan a R’ < son L., de lo contrario generan a
un subespacio de éste y en general n vectores de R" generan a R" <
son L.I. y por lo tanto constituyen una base del mismo; de lo contrario
generan a un subespacio de éste.

COORDENADAS DE UN VECTOR

Si B={vi,v,,...,vs} es una base de (V;®;K;®) entonces cada vector v
puede expresarse de modo tnico como combinacién lineal de la base.

24

n
v=ovto,v,t. . ta,v,= Z 0.V, = V=
i=1

L™ n 1[B]

Los escalares o; se denominan coordenadas del vector v respecto de
la base dada.

Demostracion

Por ser B una base, genera a V, por lo tanto hay por lo menos un con-
junto de escalares (a;).

Supongamos que existe otro conjunto de escalares (3;), entonces queda:
v=aintar vt tanv,= Bt Byttt By,
Restando queda: (¢, — B+ (o, = By)va +...+ (e, = B,)v, =0, pero
como los v; son L.I., o;— B; = 0 = o; = B; (Vi), por lo tanto la combi-

nacion lineal es tnica.
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Ejemplo

Determinar las coordenadas de v = (-2;3) perteneciente a (R*;®;R;®)
respecto de la base B={(1;1);(1;0)}. o;.(1;1) + ap.(1;0) = (-2;3)

{0{1 +a, =2

3
=>o=3a=-5 =>v =
05123 1 2 [B] |:_5:|

(8]
Las coordenadas de v respecto de la base B son 3 y -5.

Propiedad: si la base es canonica las coordenadas del vector son
sus propios componentes.

Ejemplo: B = {(1;0), (0;1)} yv=(4;3),v=4.(1;0) + 3. (0;1)

4
AR (3]
B

REEMPLAZO DE UN VECTOR EN UNA BASE - CAMBIO
DE BASE

Dada una base de un espacio vectorial se trata de elegir otro vector del
espacio que no pertenezca a la base y sustituir uno de los vectores de
la base por éste de tal forma que el nuevo conjunto de vectores siga
siendo una base. Hay que determinar qué vector puede salir. Este tema
es de suma utilidad, por ejemplo en el método Simplex, ya que el mé-
todo se basa justamente en partir de una base, e ir sustituyendo un vec-
tor a la vez y obtener asi nuevas bases.

Para asegurar que el nuevo vector constituye con los que quedaron
una nueva base se deben cumplir las siguientes condiciones:

1) Se escribe el vector que se va a introducir como combinacién lineal
de la base.

2) Se determinan los coeficientes de la combinacion lineal y se obtienen
asi las coordenadas del nuevo vector respecto de la base original.

3) Se determinan las posibles bases que se pueden formar teniendo en
cuenta que puede sustituirse cualquier vector cuyo coeficiente en la
combinacion lineal sea distinto de 0.
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Ejemplo

Tenemos la base B = {(1;2;0), (4;3;1), (2;1;5)}, queremos introducir el
vector x = (1;5;-5). Debemos ver qué vector puede salir de la base para
que los vectores que quedan con el que entra sigan constituyendo una
base. Para eso expresamos a x como combinacion lineal de la base:
x=01.(1;2;0) + ,.(4;3;1) + 03.(2;1;5) =

o, H4a, +20, =1
200 +30, +0o, =5 = o =3,a,=0,0;,=-1
o, +50, =5

Como a, = 0, no puede salir (4;3;1). Por lo tanto pueden constituirse
dos posibles nuevas bases: B={(1;5;-5), (4:;3;1), (2;1;5)} vy
By = {(1;2;0), (4;3;1), (1;5:-5)}.

MATRIZ DE CAMBIO DE BASE

De acuerdo con lo visto sabemos que en un espacio vectorial existen
diferentes bases y que en general, las coordenadas de un vector varian
cuando se cambia una base por otra.

Veremos ahora como se determinan las coordenadas de un vector
cuando se produce un cambio de base. Lo haremos mediante una ma-
triz que denominamos matriz de cambio de base.

Sean A={u;uy;...;u,} y B={vi,vs,...,v,} dos bases cualesquiera de un
espacio vectorial V' de dimension n.

Como todo vector de V' se puede expresar como combinacion lineal de
una base de V, en particular cada vector de la base B se puede expresar
como combinacidn lineal de los vectores de la base A.

_ _ oy
v = ot o uy oy, =

a3
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Cada coeficiente tiene dos subindices. El primero, asociado a cada
vector de la base A y el segundo en correspondencia con el vector de
la base B.

Por ejemplo el ay; es el coeficiente del 1° vector de A (i) correspon-
diente al transformado del 2° vector de B (1,).

La matriz formada por las coordenadas de los vectores v; respecto de
la base A se llama matriz de cambio de base de la base B a la base A
y se expresa como Pag. Las coordenadas de cada vector constituyen
una columna de la matriz de pasaje. Asi la matriz de pasaje es:

o, o, .. o,

@ Oy a,,
Pap=

a., 05"2 .. a,,

Propiedad: si P es una matriz de cambio de base en un espacio vecto-
rial V' de dimensidn n, entonces P es una matriz cuadrada
de orden » no singular.

Veremos ahora como conocido el vector de coordenadas X respecto
de la base B es posible hallar, utilizando la matriz de cambio de base

Pag el vector de coordenadas X respecto de la base A:

Xia1= Pa-Xp)
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Ejemplo: sean A = {(0;1) y (-1;1)} y B = {(1;2) y (-1;0)} dos bases
de R?. La matriz de cambio de la base B a la base A es Pag
y se obtiene hallando las coordenadas de los vectores de la
base B respecto de la base A.

(1;2) = 0.11.(0;1) + 021, (=15 1) :(1;2):( 31j
V4]

-1;0) = 0.2.(0;1) + a.n(-1;1) = (-1;0) =(_1J =  Pap

Ul
(3 -1
-1 1

. 1
Ahora, si un vector de coordenadas X respecto de la base B es ( J
2

(8]

el vector de coordenadas X respecto de la base A es: X[a; = Pag-Xp)
3 1) (1 1

== Tl
U\ Wi

El problema inverso

Si conociéramos el vector de coordenadas X respecto de la Base A y
quisiéramos hallar el vector de coordenadas X respecto de la base B,
utilizando la matriz de cambio de base de la matriz A a la matriz B
podriamos proceder de forma similar a la anterior y obtendriamos la
CXpI'CSiéIlI X[B] = PBA.X[A].

Propiedad: 1a matriz Pg, es la matriz inversa de la matriz Pag.

Py = (PAB )_l
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EJEMPLO INTEGRADOR

Si W ={(x1;x2:x3)€ R, / x1=x, y x3=2x;} demostrar que W es un subes-
pacio de R’, hallar una base y su dimension.

Debemos verificar las 4 condiciones de subespacio, luego hallar una
base y su dimension.

a) WeR’ por definicion, porque es un conjunto formado por ternas or-
denadas.

b) (0;0;0)e W porque 0 =0y 0=2.0.
c) six = (x13x25x3)e We y = (y1;2:3)€ W debemos probar que x+y € W.

xty = (x13x05x3) + (V13253) = (xityxatyasxstys), debemos probar que
X1ty =Xy, y que x3ty; = 2(x1+y). Pero x; = x;; y1 =y porserx ey
elementos de W, sumando miembro a miembro queda x;+y; = x,+y, y
ademas, por la misma razon, x; = 2x; € y; = 2y, también sumando
miembro a miembro queda x; + y; = 2x; + 2y, = 2(x;1)4), con lo que
queda demostrado.

d) si x = (x1;x2;x3)€ W, debemos probar que a. (x1;x2;x3)€ W.

o.(x13x2:x3) = (oLxp;0Lx0;00x3), debemos probar o.x; = da.x, y que
o.x3 = 20.X].

Pero como x;=x, y x3=2x;, multiplicando por a queda que o.x; = a.x,,
y o.x3 = o.2x; = 20.x; con lo que queda demostrado que W es un sub-
espacio de R’.

Buscamos ahora una base, para lo cual debemos encontrar un conjunto
de vectores que sea sistema de generadores de W'y L.I.

Para eso debemos expresar un elemento genérico de W en funcién de
la menor cantidad posible de incognitas: (x;x2:x3) = (x13x1;2x1) que se
puede expresar como x;.(1;1;2). Es decir que todo vector que pertene-
ce a W se puede expresar en funcion de una sola incégnita, por ejem-
plo de x; y éste a su vez se puede expresar como combinacion lineal
del (1;1;2). Es decir que el vector (1;1;2) genera a W'y es por lo tanto
un S.G. Ademds, por ser un elemento unico no nulo, es linealmente
independiente, por lo tanto B={(1;1;2)} es una base de W'y la dimen-
sion del subespacio es 1.
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LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
HOMOGENEOS Y LOS ESPACIOS VECTORIALES

Teorema

El conjuntos de vectores solucion de un sistema de ecuaciones linea-
les homogéneo es un subespacio de R, donde n es el nimero de in-
cognitas del sistema.

Dem.: Debemos demostrar que si sumamos dos vectores del conjunto
solucion se obtiene otro vector que también es solucion del sistema y
que si multiplicamos un vector solucidon por un escalar se obtiene otro
vector que también es solucion del sistema.

Sean x y x” dos vectores del conjunto solucion = Ax=0y Ax'=0.
Debemos probar que x+x” también es solucion:

AXx+x)=Ax+Ax =0+0=0.

Ahora debemos probar que o.x también es solucion:
A.(a.x)=0o.(Ax)=0.0=0.

El subespacio W se denomina espacio solucion del sistema A.X = 0.
Ejemplo

Resolver el siguiente sistema, encontrar una base y la dimension del
subespacio vectorial que constituye el conjunto solucion.

3%, +2x, +x;,=0 3 -2 @ 0
b) X +x—x; =0 1 1 -1/0
X, —4x, +3x;,=0 1 -4 310
3 -2 110
4 -1 010
pld)=2=p(4)<3=
-8 (2D 0]0
sistema compatible -5 0 10
0 0 010
-4 1 010
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El sistema tiene infinitas soluciones. Las variables que intervienen en
los vectores canonicos x, y x3 son las variables principales, la otra es
la variable no principal: x;.

S = {(x;;4x;5x))/ x, € R} R’

S es un subespacio de R’, (x;;4x;5x1) = x1.(1;4;5) = B = {(1;4;5)}, dim
S=1.

LOS POLINOMIOS Y LOS ESPACIOS VECTORIALES

Se llama polinomio a una expresion algebraica racional entera de la
forma: p (x)=a,x"+a, . x""'+. . +a.x+a, con a,#0.

El polinomio es de grado #n, a, es el coeficiente principal.
Los polinomios y las n-uplas

Un polinomio de grado » se puede asociar a una »n-upla de n+1 com-
ponentes.

pax)=(a,;a,;..;a;a)

Ejemplo:  p,(x)=3x* —2x+1=(3,0,-2,1)

Se puede demostrar asi que el conjunto de los polinomios de grado
menor o igual que # con el polinomio nulo con el cuerpo de los niime-
ros reales tiene estructura de espacio vectorial.

(Pa(x);®;R;©), @ es la ley interna en P,(x) y es la suma de polinomios
que equivale a sumar z-uplas. La ley externa © es el producto de un
numero real por un polinomio, equivalente a multiplicar un escalar por
una n-upla.

(a,;a, ;..;a,;a))® (b, b, :..;bby)=
(a,+b,;a, +b, ;.. a+b a,+b,)
o® (an; A, i a; ao) = (OL.an;0L.ay_1;...;00.a,)
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UNA INTERPRETACION DISTINTA DE LA ESTRUCTURA
DE ESPACIO VECTORIAL

Veremos ahora algunas interpretaciones domésticas de la estructura de
Espacio Vectorial. Algunos de los conceptos que veremos aqui apa-
recen muy vinculados a la estructura de espacio vectorial, por ejem-
plo: combinacién lineal, dependencia e independencia lineal, sistema
de generadores, base y dimension.

La combinacion lineal

Podemos pensar en elementos que se obtengan a partir de la participa-
cion de otros, y asi acercarnos al concepto de combinacion lineal. Po-
demos pensar al dulce de leche como una combinacion lineal de la
leche y el azicar, a la mayonesa como una combinacion lineal del
aceite y los huevos; en general, a cualquier elemento como una combi-
nacion lineal de las partes que lo componen. En este caso los coefi-
cientes son las cantidades con que intervienen. En general podemos
decir que cualquier plato de comida es una combinacion lineal de sus
ingredientes.

Dependencia e independencia lineal

Un conjunto de elementos es linealmente independiente si ninguno de
ellos se puede obtener a partir de los demas. Por el contrario, si algiin
elemento del conjunto se puede obtener a partir de los otros, ese con-
junto de elementos es linealmente dependiente.

Por ejemplo: A={azlcar, leche} es LI., pero B={aztcar, leche, dulce
de leche} es L D., ya que el dulce de leche se puede obtener a partir
del aztcar y de la leche. Lo mismo ocurre con este caso: A={huevos,
aceite} es LI., pero B={ huevos, aceite, mayonesa} es L D.

Sistema de generadores

Un conjunto de elementos A constituye un sistema de generadores de
otro conjunto V si cualquier elemento de V' se puede expresar como
combinacion lineal de los elementos de A.
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Asi podemos pensar que el conjunto (A) de ingredientes que un ama
de casa tiene en su hogar es un sistema de generadores del conjunto
de platos de comida (V) que pueda ofrecer a su familia.

Este concepto podemos trasladarlo a un restaurante. Asi el conjunto de
ingredientes con que trabaja el cocinero constituye un sistema de ge-
neradores del ment que ofrece el restaurante.

Si al llegar a un restaurante y pedir un plato éste no estuviese disponi-
ble, quiere decir que el conjunto de ingredientes con el que se esta tra-
bajando no es un sistema de generadores.

Base

Este es otro concepto muy importante vinculado a la estructura de los
espacios vectoriales. Decimos que un conjunto es una base si es lineal-
mente independiente y sistema de generadores. Podemos decir que para
que un conjunto de ingredientes sea una base debe permitir generar to-
dos los platos de comidas (es decir ser sistema de generadores), pero
ademas no debe haber elementos que se puedan obtener a partir de otros.
Si un restaurante trabaja con aceite, huevo y mayonesa, no esta traba-
jando con una base, aunque si sea un sistema de generadores.

Si un conjunto de elementos es S.G., pero no es base, quiere decir que
hay elementos que sobran, como la mayonesa en el ejemplo anterior.
Si es L.I., pero no es base, quiere decir que ese conjunto de elementos
no alcanza para generar todos los elementos del conjunto.

Cuando un restaurante trabaja con una base, puede generar todos los
platos del menu, pero no repite elementos. Es decir que trabaja con la
cantidad minima de ingredientes necesarios para cumplir con el ment.

Cambio de base
Cambiar la base en un restaurante significa cambiar los ingredientes,

pero cumpliendo las condiciones antedichas, poder generar todo el
menu sin repetir elementos.
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Dimension

La dimension evidentemente es la cantidad de ingredientes con los
que trabaja el restaurante cuando lo hace con una base.

Otro ejemplo

Estas son simplemente algunas ideas para desestructurar un poco la
estructura de Espacio Vectorial y algunos conceptos vinculados a ella.
Pero podemos pensar en otros ejemplos.

Si una empresa trabaja con un conjunto de empleados que es una base,
quiere decir que trabaja con la cantidad minima necesaria para poder
generar el conjunto de tareas que realiza la empresa. Si el conjunto de
empleados es un S.G. pero no L.I., es decir que no es una base, quiere
decir que hay tareas que se superponen, sobra gente. (es muy facil en-
contrar estos ejemplos en algunas empresas publicas). Si el conjunto
de empleados es L.I., pero no S.G., hay tareas que los empleados no
alcanzan a realizar.

Si pensamos en las areas de un gobierno ocurre lo mismo, cuando el
conjunto de 4reas o funcionarios no es L.I., hay areas que se superpo-
nen, por ejemplo el area de Accidon Social, que a veces depende de
muchos ministerios o secretarias a la vez. Esta superposicion de fun-
ciones hace que se pierda eficiencia en el rol que cumplen.

Y asi podriamos seguir pensando en otros ejemplos de aplicaciones de

estos conceptos a la vida diaria, obviamente con ciertas licencias y sin
exigirle a estos ejemplos que cumplan rigurosamente los axiomas vistos.
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EJERCICIOS GENERALES RESUELTOS

b

a

-2
1) Sea W={Ae<ﬁzxz/A:( 3ba}conae92/\be%}

a) verificar si (W; ®;K;®) es un subespacio de (R™*; ®;K;®)
b) en caso afirmativo hallar una base de /'y su dimension.

1 -4
¢) lamatriz 4= (2 3 J es un elemento de W?

d) en caso afirmativo dar sus coordenadas en la base
1 0)(0 -2
B= ,
0 3){1 O
a) i) W < R*? por definicién de W.
0 0
i) (0 OJ e Wporque 0 =-2.0=0y 3.0=0.

. b] - 2a1 b2 - 2a2
i) Si X = eWeY= € W debemos probar
a,  3b a, 3b,
b+b, —2a,-2
| T 0 a azJ cw

que X+7Y=
a,+a, 3b +-3b,

debemos probar que a1—2a,=-2.(a;+a,), y que 3b,+3b,=3.(b;+b,).
Sacando factor comun -2 y 3 respectivamente es facil ver que
ambas relaciones se verifican.

ab ol- 2a)J o

b
iv) SiX=
ao.a o.3b

a

baJ , debemos probar que a.X =[
debemos probar que a.(—2a)=—20.a, y que a.3b = 3a.b.

Aplicando la propiedad asociativa y conmutativa de la multiplica-
cioén de numeros reales se verifican facilmente las igualdades.

X b =2a)_(b 0) (0 -2a)_ 0 -2) (10
)a 3 )10 3) la 0 ) M1 o 1o 3
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1 0)(0 -2
= que BZ{O 3],(1 0 j}, es un sistema de generadores de

W, por tener 2 elementos no proporcionales es L.I. y por lo tanto
constituye una base de . La dim de W= 2.

¢) Si, se puede expresar como combinacion lineal de B,
1 0 0 -2
A=1. +2.
0 3 1 0

1
d) Las coordenadas son A= (J

2) Dado el conjunto A = {(3;0;-2), (2;-1;-5)} c R’
a) (A genera R’?, b) si no, ;qué subespacio genera? Hallar una base
y su dimension.

3 . .y
Debemos ver que ternas de R” se pueden expresar como combinacion
lineal de A.

30, + 20, = x,
(x1;%25%3) = 001.(3;0;,-2) +0,.(2;-1;-5) = 0 =X
=204 =50, = x5

Resolvemos el sistema

3 2 X,
0 @i X
-2 -5 X,
301 xy+2x,
0 1| —x,
@__Q_L____i%_:_s_xz____
0 0 ixl—”zxz+32x3
o 1 - X,
0 i %xz— 5%
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Para que el sistema tenga solucion se debe verificar que:

xl—l%x2+%x3=0:> X, :1%)62—%)63

Por lo tanto Z:{(l%xz—%x3,‘x2,'x3)/xze%A)@E%}, A es un

subespacio de R’.

11235 =m0+ L 01
x4 1:0)4 x, & y;o;l) = B= {(1% 10) FA 0:1))

es un sistema de generadores de A, ademas, por ser un conjunto for-
mado por dos vectores no proporcionales es L.I., por lo tanto es una

base. Dim A =2.

3) Dado el conjunto A = {(1;2;2), (2;1;1), (3;3;k)} c R,
a) calcular los valores de k para que el subespacio generado por A
sea de dimension 2.
b) indicar una base del mismo.

a) para que el subespacio generado por A sea de dimension 2 se debe

1 2 2
verificarque: 2 1 1|=k+124+8-6-3-4k=0 = k=3.
3 3 &k

A=1{(1;2:2), (2;151), (3:3;3)}

b) buscamos una base del subespacio generado por A, para lo cual ne-
cesitamos ver que vectores genera A.

(erxox3) = 0. (15252) + . (2:151) + . (3;3;3)=

o, +20, +30; = x,
200+, +30;=x,
20, o, +305= x5
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2 3 X

2 1 3 X,

2 1 3 X,

12 3 X,

0 &) -3, X, —2x,

O 23 23 mTIn

1 0 o0 —3x,—x, +4x,

-3

0 1 | X, —2x,
E -3

0o 0 0 —3x; +6x,+3x, —6x,
: -3

= el sistema tiene solucion si —3x; +6x, +3x, —6x, =0

x3—x2=0:> X3=Xp.

Vemos que el conjunto A genera el subespacio de R’ / x3 = x,, es decir
ternas ordenadas de la forma (x;;x2;x,). A={(x1;x2.x3)€ R/ x3=x,}.

(x13%25%2) = (x15050) + (05223x2) = x1.(1;0;0) + x2.(0;151)

= B ={(1;0;0), (0;1;1)}
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APLICACIONES ECONOMICAS
Vector de precios — Ecuacion presupuestaria — Plano de balance

Dado un conjunto de bienes Xj, X;,...,X;, cuyos precios son respecti-
vamente p1, pa,...,Pn, €l Vector precios, como ya vimos, es aquel en el
cual aparecen expresados los precios de los distintos bienes:
p=(pi;paripy).

La ecuacién de presupuesto es, dado un cierto ingreso I, que supone-
mos se gasta en su totalidad, x\.p; + x,.p» +...+ x.py = I, donde x, x,,
...,X, son respectivamente las cantidades de los bienes X, X,....X,,
que pueden adquirirse con ese ingreso.

Esta ecuacion indica las distintas combinaciones de las cantidades de
los bienes que se pueden obtener con un ingreso fijo conocidos sus
precios y suponiendo que se utiliza todo el ingreso.

En el caso de dos bienes y dos precios tenemos 2
la ecuacion de una recta, que recibe el nombre de /P2
recta de balance o linea de posibilidades de con-
sumo: x1.p1+x2.p2 = 1I.

Vemos que el ingreso, conocidos los precios de 0 7Py %4
los articulos, se puede expresar como combina-
cion lineal de las cantidades de los bienes consumidos.

Si son tres los bienes, tenemos una ecuacion pre-
supuestaria que es:

x1.p1 + x2.pa +x3.p3 = I, cuya representacion gra-
fica es un plano que recibe el nombre de plano
de balance, que en su forma segmentaria es

xl x2 x3 Ii
—L+-%=+2=1, donde —- representa la
Lo Lo L P

P Py P

cantidad del bien X; que se puede obtener si todo el ingreso se utilizara
para comprar unicamente ese bien. Geométricamente representa el
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punto de interseccion del plano de balance (o recta) con cada eje coor-
denado.

Propiedad

El vector de precios es perpendicular al plano de balance. Esto surge
de la ecuacion del plano vista en el apéndice ya que los precios son los
coeficientes de la ecuacion.

Ejemplos

1) Un consumidor tiene un ingreso / = 3.000 que quiere destinarlo a la
compra de dos bienes cuyos precios son respectivamente p;=100 y
p>=300. Vamos a obtener: a) el vector de precios, b) las posibles
combinaciones de las cantidades de bienes si / > 0, c) la recta de
balance o linea de posibilidades de consumo, d) el vector posicion
de cualquiera de sus puntos como combinacion lineal de los vecto-

res (LOJ y (Ol—zj
P )

a) p=(100,300)

b) los puntos se encuentran sobre el semiplano:
100.x; + 300.x, < 3.000. En ese caso no hay
porque utilizar todo el ingreso.

X

22
10

X
¢) 100.x; + 300.x; = 3.000 = —L+

30
d) Recordemos que una combinacion lineal es
convexa si sus coeficientes son no negativos y la
suma de los mismos da 1.

Primero debemos obtener esos vectores que son:
(30;0) y (0;10)

g

N . . x =300, '3
(x13x2) = 1.(30;0) + 2.(0;10) = o

x, =10, X,

o, ="2

10

187



Axel Kicillof

= (x;x)= ;—6.(30;0) +f—(2) .(0;10), que corresponde a una combina-
cion lineal convexa ya que, por la ecuacién segmentaria de la recta

sabemos que Syt
10

2) El plano de balance que contiene todos los presupuestos para un
gasto de 50.000 correspondiente a tres bienes, en su forma segmen-

. X, X X,
tarraes —+ ——+——
50 100 250

=1, vamos a:

b) Para obtener la ecuacion presupuestaria debemos primero obtener

los precios: 20.000 50 = p,=1.000
P
50-000 100 = p, =500 50.000 250 = py;=200
P> P

La ecuacioén presupuestaria es 1.000x; + 500x, +200x; = 50.000
¢) p=(1.000,500,200)

3) Un cierto consumidor pretende gastar en el mercado de los produc-
tos A, By C, la cantidad de 1.000 euros. Los precios de los pro-
ductos en el mercado son: py =5, pg= 2, pc = 4. Hallar: a) la ecua-
cion del plano de balance y graficarlo, b) decir si pertenece al pla-
no de balance la combinacion: (200;0;0), ¢) ;cual es el significado
econdmico de esta combinacidon?, d) hallar el vector de precios.
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A B C
F—t

a)54+2B+4C=1.000 = =
200 500 250

b) El punto (200;0;0) pertenece al plano de balance.

¢) Significa que gasta todo su dinero en consumir el bien 4.

d) p=(5:2:4).

4) Si el vector de precios es un multiplo de (6:9;4), una de las posibi-
lidades de consumo es (x;;x2;x;) = (20;10;15) y el ingreso es $3.240,

calcular la ecuacidn presupuestaria.

El vector de precios es p = (p1 ;Do p3) = k.(6:9;4). Por lo tanto:
6k.20 + 9%.10 + 4k.15=3.240 = 270 k=3.240 .. k=12

p=(p1p2ipsy) = (72;108;48).

La ecuacién presupuestaria es 72x; + 108x, +48x;=3.240
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar si los siguientes conjuntos constituyen, con las opera-
ciones indicadas, espacios vectoriales

a) R%:®;R;0) si:
1) (x13x2) © (1392) = (rtyixatys) A aO(x13x2) = (0.X1501.X2)
ii)(xl;x2)®(y|;y2) :(X1+y1+3;)(?2+y2) A (l@()ﬁ;XQ) = ((l.xl—l;(‘ﬁ‘(l.)(?z)
b) (R*;®;R;0) si:
(X13x25%3) @ (Vi3p2593) = by tya;x3+ys)
aO(x1;%25X3) = (01X 1301X25X3)
¢) (A;B;R;0) / A={(x1;x25x3)€ R® / x+xytxs = 0} si®y © sonla
suma habitual de ternas y el producto habitual de un escalar por
una terna respectivamente.

Dados los siguientes subconjuntos W de R’, determinar si (W;®;R;O)
es subespacio de R%BR;0) y representar en el plano

a) Wy ={(x;;x2)eR*/ x,= 0} b) Wo= {(x;;x2)eR? / x;—x,= 0}
¢) Wa={(x1:)e R? /x1tx—1=0}d) Wy= {(x1:x2)e R? / x*+x," = 0}
e) Ws={(x1;2)eR*/ x,50} ) Ws= {(xi;30)e R/ x1.0,= 1}
g) W7=1{(0;0)}

Dados los siguientes subconjuntos W de R’ o R', determinar si
(W;®;R;®) es subespacio de (R’;®;R;®) o (R*;®;R;O) respectiva-
mente.

a) W= {(x1;x25x3)€ R}/ x = X3 AXy=x1+ X3}

b) sz {(X]QXQ;)Q)E R3 / 2X1 + Xp— X3= 0}

) Wa= {(x1:x2:3)e R’ / x3= 0}

d) W= {(xi;x2553)€ R’/ X1 + %= 2x3}

e) Ws= {(x;;x2:3)eR> / x1 + 3x,— 1 = 0}

ﬂ W6: {(X];X2;X3)€ R3 /X]""3X2: 0A X3 = X2}

g) W7 = {(xl;ngx3;x4)e R4 / X1t Xo =X3 AX4= 2X1 — XQ}
h) We= {(x1;x2:%3;%4)E R/ 3x1+x0—x3= 202+ x3= 0}
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4) Dados los siguientes subconjuntos W de R*?, determinar si
(W;®;R;©) es subespacio de (R*%®:R;®)

b
a) WF{AI[G Je%zxz/a-i-b:O/\c:d}
c d

{A—(” bjei)tm/mro}
c d
a b 2x2
c) Wy=44= eR/a=3brc=d=0

A :(“ bJe R22/4 = A’}
c d

5) Si pi(x) = x+1, pa(x) = x*+1, p3(x) =7 son polinomios pertenecientes
a P,(x), escribir p(x) como combinacién lineal de los vectores p;(x),
DP2(x) ¥ p3(x) si p(x) = 2x*+3x+33.

6) Hallar los valores de keRR para los cuales el vector u es combi-
nacion lineal del conjunto A.

a)u=(kk) A={(1;-1),(-1;1)}
b) u=(1;2;0) A={(2;1;-1), (2;1+k;k), (2;2;1)}
o) u=(k-2;k) A={(1:2;3), (3;2;1)}

oo 4w )

7) Determinar si los siguientes conjuntos son linealmente indepen-
dientes o dependientes

i) V=R?
a) A={(=2;1), 3;-2)} b) A={(3;2);
¢) A=1(0;0)} d) A={(3;-5); (-3:5)}

e) A={(-2;1),(2:3),(5;:-1)}
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i) V=R’
a) A={(1;2;4), (3;4;-16),(3;5;:-2)} b) A={(1;3;5),(-2;1;4)}
©) A={(1;0;0), (0;2;0), (0;0;3)} d) A={(2;1;-3)}
e) A={(-2;1;-3),(1;2;1),(2;2;2),(-1;1;1)}

iii) V' =Py(x)
a) A = {X'+3x;30.2+4x}  b) A = {x+3;2x+5x°+1}
) A = {x—2x"x"—4x;—Tx+8x%}

iv) V=R

o0 629 90
o (]

8) Indicar en cada caso si el vector u se puede expresar como combi-
nacion lineal del conjunto A. Si fuese posible estudiar la unicidad
de los coeficientes e indicar la combinacidn lineal.

a)u=(1,2) A={(1;1),(-2:3)} D) u=(1;2)  A={(1;1),(2;2)}

o) u=(5;10) A={(1;2),(2;4)} d) u = (1;2;-3) A={(1;1;3), (2;2;-1)}
e) u=(1;2;-3) A={(1;1;3), (2;2;-1), (0;-1;2)}

D u=(92,7) A={(1;2;-1), (6;4;2)}

1 -3 1 -3 1 -3)(1 3

g U= A= , ,
2 0 -2 0/\-3 0/\2 0
-3 2 8 -1 0 4 0 1 -2

h) U= A= ,
-1 9 3 1 1 5/\-2 3 -6

9) Determinar valores de k para los cuales los siguientes vectores son
linealmente independientes
a) {(L;k), (2;3)} c R b) {(1+k;1-k), (1-k;1+k)} < R

¢) {(1;2;2), (2;1;1), (3;3;k)} <R’
d) {(1;1;1), (k:k;0), (1;0:6)} <R’
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10) Indicar para qué valores de a el siguiente sistema de generadores
es base de R’

A = {(2;:a+2;0), (3;1;a+3), (a-1;0,0)}c R
11) Si W=gen {(1;2), 3;-1)}

a) encontrar un vector de W diferente de (1;2) o (3;—1)

b) (cuantos vectores hay en W?

¢) (cuantos vectores hay en {(1;2), (3;-1)}?

d) describir geométricamente a W

e) (pertenece (5;—4)a W?

f) expresar cualquier vector de W como combinacion lineal de

{(1;2), 3:-1)}
12) Si W=gen {(1;2), (3;6)}

a) encontrar un vector de W diferente de (1;2) o (3;6)

b) (cuantos vectores hay en W?

¢) (cudntos vectores hay en {(1;2), (3;6)}?

d) describir geométricamente a W

e) ¢pertenece (5;—4)a W?

f) expresar cualquier vector de W como combinacion lineal de

{(1;2)}

13) Demostrar que los vectores u;=(0;1;0) y #,=(0;0;1) generan el
espacio W={(0;a;b) / acR A beR}.

14) De los conjuntos indicados en los ejercicios 2, 3 y 4 que sean sub-
espacios de los mismos indicar una base y su dimension.

15) Hallar espacio generado por A en cada caso, indicar una base y su
dimension.

a) A={(2;-3)}c R’ b) A={(1;1;1), (-1;2;3), (0;3;4)}c R’
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il )G g

d) A = {(1;2;0;3), (3;2;0;1), (1;1;0;1)} < R*
16) Sea W ={(x;;x2x3)e R’ / 2x1—x; +x3 = 0 A 3x—x,+2x3 = 0}. Probar

que (W;®;R;®) es subespacio de (R';®;R;®). Hallar una base de
W'y su dimension.

17) Dado (R*';®;R;®), hallar las coordenadas de A = (

{0}

18) Sea S = {4eR™/ A=[

3
j en la base
4

ba\/E
a 3b

j ,con aeR, be R}

a) verificar que (S;®;R;®) es un subespacio de Gszz;(-B;R;Q)
b) hallar una base de S y su dimensién

¢) Jla matriz A = [; 2 ;/EJ es un elemento de S?

d) en caso afirmativo dar sus coordenadas en la base
(4 0 J 3 6
0 12 ’ ﬁ 1

19) (Es S = {4e R™ / 4 es antisimétrica A aj, + 2ay; — 4ax = 0} subes-

pacio de (R™;®;R;©)? Si lo es hallar una base y su dimension.

I 3 -2 1 1
20)Dada A={0 -1 k —1],a)hallar k paraque B=|1]| sea
2 2 0 =2 1

combinacion lineal de las columnas de A, b) para los valores de k ha-
llados en a), ;como resulta 4. X=B?
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21) Dado el conjunto A = {(3;0;-2),(2;—1;-5)}. a) (A genera a R*?,

b) si no, ;qué subespacio de R® genera?

22) Determinar si los siguientes subconjuntos de R*** son subespacios
de (R™;@®;R;®). En caso de serlo, indicar una base y su dimen-

sion.
a) Matrices simétricas b) Matrices antisimétricas
¢) Matrices diagonales d) Matrices triangulares inferiores

e) Matrices triangulares superiores

23) Demostrar que:

a) {vi;kv} es L.D.

b) si {vi;»,} es L.I. entonces {v;+v,;»,} es L.1

¢c) {vijesLL. v #0 yesL.D.v=0

d) si {vi;v;v3} es L.I. entonces {vi;vyta.vs;vst+b.a,} es LI si a.b#1

24) Dados lo siguientes sistemas de ecuaciones lineales hallar el con-
junto solucion, determinar si los mismos son un subespacio de
(R3 ;®;R;©), indicar una base y su dimension.

X +x,+3x,=0 3x,—2x,+x,=0
a) 13x,+4x,+2x;,=0 b) {x,+x,—x;=0
2x,+3x,—x;,=0 x,—4x,+3x;,=0

25) Hallar los valores de & para los que el conjunto generado por 4 tiene

) ) 2 —1\(-2 =-3)(6 1
dimension 3. 4= ( J( j( ]
4 1 1 k) \7 -5

26) Dado el conjunto 4 = {ax2 —ax+4—x*+x—a;x* —x+a }, a) cal-
cular los valores de a para que el subespacio de p,[x] generado por
este conjunto sea de dimension 1, b) hallar uno de dichos
subespacios e indicar una base del mismo, c) indicar si existen
valores de a para que el subespacio sea de dimension 2.

195



Alejandro E. Garcia Venturini

27) Dada la base B= {(1;0;1),(2;—1;4),(0;0;2)} de R, determinar cua-
les son las posibles nuevas bases que se pueden formar si se cam-
bia la base introduciendo el vector x = (2;—1;8) en la base B.

28) Dada las bases A= {(0;1),(-1;1)} y B = {(0;1),(-1;1)} de R?,
a) obtenga la matriz de cambio de base P,p, b) determine los coor-

1
denadas del vector X, = (2] en la base B.

. -1 £Y(0 1 2 -1
29) Dado el conjunto 4= ! , , hallar los va-
k 0)\1 3)\-1 4

. . 2x2
lores de k para que A sea una base de las matrices simétricas de R™.

30) Un consumidor tiene un ingreso $3.000 y lo destina a la compra
de dos bienes, cuyo vector de precios es p = (150;200). Hallar y

representar: a) la recta de balance de consumo y obtener el vector
posicién de cualquiera de sus puntos como combinacién lineal

P P>

ingreso, b) el semiplano de posibilidades si no consume todo su
ingreso.

I I
convexa de los vectores (—;ij(o;—j si consume todo el

31) El plano balance que contiene todos los presupuestos con un gasto
de $45.000 para la adquisicion de tres bienes en su forma segmen-

. X, X, X3 .
taria es: ?+—+— =1. a) representarlo, b) escribir la ecua-

10 20

cién presupuestaria, c) hallar el vector de precios.

32) El plano balance que contiene todos los presupuestos con un gasto
de $600 para la adquisicion de tres bienes en su forma segmentaria

es: L4245 o a) hallar & para si una posibilidades consumo
25 40 =z
es (5;22;3), b) escribir la ecuacidén presupuestaria que resuelta en

la forma implicita.
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RESPUESTAS

1) a) i) si, ii) no, no cumple con que el 1 es neutro
b) no, no cumple con la distributividad respecto de la suma de esca-
lares, c) si
2) a) si, b) si, c) no, d) si, ) no, f) no, g) si
3)a)si, b) si, c)si, d)si, e)no, f) si, g) si, h) si,
4) a) si, b) no, ¢) si, d) si
5) 2x°+ 3x +33 =3.(x+1) + 2.(x* +1) + 4.7
6) )k=0,k=-1,b)k#l,c)k=-2,d) k=1
7y 1)a)L.I,b)L.I,c)L.D.,,d)L.D.,e)L.D.
i)a) L.D.,b)L.I,c)L.I,d)L.I,e)L.D.
iii)a) L.D.,b) L.I, ¢) L.D.
iv)a) L.I,b) L.L
8) a)(1;2)=I1.(1;1)++.(-2;3) b)no se puede,
¢) (5;10) = (5-2k).(1;2) + k.(2;4), ke R, la combinacion lineal no es
unica.
d) no se puede
e) (1;2;-3) =—%.(1;1;3)+§.(2;2;—1)—1.(0;—1;2)
1) (9;2;7) =-3.(1;2;—1) + 2.(6;4;2)

1 -3 1 -3 1 -3 1 3
2) =5. —4. +0.
2 0 -2 0 -3 0 20
-3 2 8 -1 0 4 01 -2
h) =3. +2.
-1 9 3 1 15 -2 3 -6
9) a)k# 2, b)k#0, c)k#3, ) k20 10)a#l,a#-2,a#-3

11) a) cualquier vector de R*>  b) infinitos c¢) 2
d) todo el plano (x;;x,) e) si
X, +3x,

0 (rix) = (1:2) + 2052 (51-1)
12) a) cualquier vector de R* de la forma x, = 2x, b) infinitos
c)2 d)larectax,=2x, e) no ) (x15x2) = x1.(1;2)

13) (0;a;b) = a.(0;1;0) + 5.(0;0;1)
14) 2) a) B={(1;0)}, dim W;=1, b) B= {(1;1)}, dim W,=1,
d) = g) no tiene base, dim =0
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3) a)B={(152;1)},dim W, =1,
b) B = {(1;0;2), (0;1;1)}, dim W, =2,
¢) B={(1;0;0), (0;1;0)}, dim ;=2
d) B = {(1;-1;0), (0;2;1)}, dim W, =2,
f) B={(-3;1;1)}, dim Ws=1
g) B = {(1;0;1;2), (0;1;1;-1)}, dim 7= 2,
h) B = {(1;-1;2;0), (0;0;0;1)}, dim Wg=2

4)a)B={[1 'lj;(o 0]},dile=2

0 0 1 1

c)B={(3 1)},dimW3=1
00

d)B={(l 0];(0 lj;[(’ OJ},dimW4=3
00 10 0 1

15) a) A={()eR n=-3x }={x-3x)/ xR},
B=(1;-2),dim A=1
b) A= {(xi000)eR’/ x1 = 4xy-3x3} =
= {(4xr-3x3;005x3) / xa€ R A x3€R}
B = {(4;1,0); (-3;0;1)}, dim A =2

c) A= /aeRAbeR ,B=( J[
b 0 00

dim A=2
d) A= {(xiusx)e R/ xy = —x +2x A x; = 0}
= {(r1;%2;0;—x112x7) / x1€R A e R}
B = {(1;0;0;-1), (0;1;0;2)}, dim A =2

16) B = {(1;0;—1)}, dim W =1
17 L3
) 25
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1 0
18)b) B= {( J j},dims=2,c)si,paraa=2,b=1.
0 3

23

3
d
)92\/5
36

19) Si, es subespacio, B=</-4 0 1| 2 0 O0]|;,dimS=2

20) k # 1, el sistema es compatible indeterminado.

21) No, K={(x1;x2;x3)e R/ x, Z%xz —%X3

= {(%xz —%x3,'x2,'x3J/x2 eRAx;e 9?}

1 0 0Y(0 1 0Y(0 0 1)(0 0 0)(0 0 0)(0 0 0
22)a)B=llg o ol/1 0 ollo o oljo 1 oljo o 1llo 0 0
000{000100 00 o0/lo 1 0loo
dim Mg=6
0 1 0Y(0 0 1Y(0 0 0
b)B=1J_1 0 0|/ 0 0 olfo o 1] -dimMas=3
0 0 0)l-1 0 0Jl0 10
10 00 0 0)(0 0
B=40 0 oljo 1 o}jo 0 off-dimMp=3
00 0/lo oojloo
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1 0 0Y(0 0 0Y(0 0 0Y(0 0 0)(0 0 0)(0 0 0

d)B=llo 0 o|/1 0 oljo 1 ollo o ollo 0 o 0
00 0)lo oojlooo)lt oolo1 o/loo
dim M =6

(=]
—_ O

”\—/
N "o o o
o —
o o o
o o
o o
=)
o o
o - o
o o
o o
o o
o o
o o
o o
=)

24) a) S ={(-10xy;7x1;5x1)/ x, € R}, B={(-10;7;1)},dim S =1
b) S = {(x;4x;5x1)/ x, € R}, B={(1;4;5)},dimS=1 25)k=#7

26) a) a =+ 2, b) S={p,[x]=0..(2x*2x+4)}, dim S=1, B={(2x*2x+4)}
c) ac R—{2;-2}.

27) B = {(1;0;1),(2;-1;8),(0;0;2)} By = {(1;0;1),(2;-1;4),(2;-1;8)}
%

2
2

2

29) k # 7/6.
30) a) 150x,+ 200x;, =3.000 0 L +22 =1,
20 15

3 -1

R

jb) XB:

(%, )= ;—6.(20,~0)+f—§.(o,-15)

b) 150x; + 200x, < 3.000

31) b) 9.000x; + 4.500x; +2.250 x3=45.000  a)
¢) p=(9.000,4.500,2.250)

32) a) k= 12, b) 24x; + 15x; + 50x; = 600 3
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Capitulo 5

Transformaciones Lineales

Definicién de transformacion lineal. Propiedades y ejemplos.
Nicleo e imagen.

Clasificacion: isomorfismos, epimorfismos, endomorfismos,
autormnorfismos.

Composicion de transformaciones lineales.

Transformacion lineal inversa.

Teorema fundamental de las transformaciones lineales.
Matriz asociada a una transformacion lineal.

Espacio vectorial de las transformaciones lineales.
Aplicaciones econdmicas: transformacion del vector de
produccién en un vector de insumos,







TRANSFORMACIONES LINEALES
Definicion

Sean (V,®,K,0) y (W®,K,®) dos es-
pacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K, una funcion T: V — W es
una fransformacion lineal si cumple
con las siguientes condiciones:

a) T(xty)=Tx) + T(y) VxeV, VyelV
b) T(a.x) = a.T(x) VxeV,VaeK, Tx)eWyTOy)eWw

V es el espacio dominio o de partida y W es el espacio de llegada.
Ejemplos

1) Sean (R’,®,R.®)y (R%L®,R, ®), vemos si las siguientes funcio-
nes son T.L.

a) T(x1;3x25%3) = (01—2x25X0X3)
1) T[(x15x25x3) + (V132503)] = Tty sxatysxstys) =
= (X2t yrxa—ys) = (0—X2X0—x3) + (Vi—2yys) =
= T(x13x2x3) + T(ri3y2:3)

vemos que se verifica la 1° condicion

ii) T(o.x) = T[on.(x15x2:x3)] = T(oLx1;00x0;00.X3) =
= ((x.xl—a.xz;a.xz—a.x3) = a.(xl—xz;xz—x3) =a.T (xl;X2;)C3)

vemos que también se verifica la 2° condicion por lo tanto T es una
T.L.
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b) T (x15x2;%3) = (x1—2x33x0-2x3+1)

1) T[(xr5x25x3) + (Visy2v3)] = Tty tysxstys) =
= (xrty=x-y3xtyrxs-ystl) (1)

i) T(xi;x25x3) + T(ri3y2:03) = (0—=x3500x311) + (Vi35035 +1) =
= (023t x—xtyst2) (2)

(1)#(2)=TnoesT.L.
2) Transformacion cero (o nula)

T: V— W/ T(v) = 0, (elemento neutro en W), para todo ve V' es
una T.L.

a) T(V1+V2) = OW = 0W + Ow = T(Vl) + T(VZ)
b) T(a.v) = 0y = 0.0y, = a.T(v)

3) Transformacion identidad
T: V— V/ T(v) = v es una transformacion lineal
a) T(vi+vy) = v + v, = T(vy) + T(v2) b) T(a.v) = a.v =a.T(v)

4) Transformacion de rotacion %

X
Siv =[ Jrota en el plano xy un angulo
y

x i |

a, se obtiene v’ =[ ,J X ‘ X X
Y

x=r.cos 3 y=r.sen

x'=r.cos (a+B) =r.cos a.cos B —r.sen a.sen B = x.cos o — y.sen a
V' =r.sen (o+B) = r.sen a.cos B + r.sen B.cos o = x.sen o+ y.cos a
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Transformaciones lineales

Se obtiene asi la transformacion lineal que caracteriza a una rota-
cion. Se puede expresar en forma matricial.

T x| x _(cos(x —sen(lj X
Y y' sen o cos o ' y
La transformacion queda entonces: T(v) = A,.v, donde A, es la ma-

triz de rotacion de dngulo a. Se puede demostrar que corresponde a
una transformacion lineal.

5) Operador de transposicion

T: R™" — R™" / T(4) = A" es otro ejemplo de T.L.
T se denomina operador de transposicion.

a) T(A+B) = (A4+B)' = A'+B' = T(4) + T(B)
b) T(a.4) = (a.4)' = a.4"' = a.T(A), por propiedades vistas en el ca-
pitulo de matrices.

6) Transformacion de reflexion respecto del eje y

X
Sea T: R* ->R? definida por T ( j=( J , se puede demostrar fa-
y

y
cilmente que es una transformacion lineal.
A cada vector de R* le hace corresponder
como imagen otro vector de R? que es el y
reflejado (o simétrico) respecto del eje y.

®

y

»

Propiedades y *x

Sea T: V' — W una transformacion lineal, entonces se verifica que:
1) T(0,) =0y, el transformado del neutro en V es el neutro en W.
Dem.: T(0,)=T(0.v)=0.T(v)=0.w=0y
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2) T(—v) = =T(v) el transformado del opuesto es el opuesto del
transformado

Dem.: T(—v)=T(-1.v)=-1.T(v)=-T()
3) Yue V,Vve V: T(u—v)=T(u)—T(v)

Dem.: T(u—v)=T [ut(—v)] =T) + T(—v) =T(u) — T(v)
(por prop. 2)

4) Si {vi,va,..,Wn} € V'y {ay,00,...,0,} C K=
T ((l].V] + oy, .t (ln.Vn) = G,].T(V]) + (lz.T(Vz) +...+ (Xn.T(Vn)

Esta propiedad se demuestra por el principio de induccién comple-
ta (ver capitulo introductorio)

n=2 T ((11.\/1 + (12.\/2) =T (al.vl) +T ((12.\/2) = al.T(vl) + (XQ.T(VQ)
se verifica

n=h
T (0,1.\/'1 + [0 5%} + ...t ah.vh) = (ll.T(Vl) + (Xz.T(Vz) + ...+ (Xh.T(Vh)
n=h+1

T((l].V] + o vy .oy T ah+].Vh+]) =
= Q].T(V]) + (lz.T(Vz) + ...+ (lh.T(Vh)+(lh+|.T(Vh+|)

Dem.:
T((‘Ll.V1+(‘L2.V2+...+(1h.Vh+(1h+1.Vh+1) =

= T(al.v1+a2.v2+...+ah.vh) +T ((1.h+1.Vh+1)
= (l].T(V]) + az.T(Vz) +..+ (X.h.T(Vh) + ah+1.T(Vh+1)

206



Transformaciones lineales

NUCLEO DE UNA TRANSFORMACION LINEAL
Definicion

Consideramos una T.L. T: V' — W, se
denomina nucleo de la T.L. al con-
junto de vectores de V' cuyas image-
nes son el vector nulo en W (0y).

& N(T) = Ker (T)" = {veV/T(v) =0,}

Propiedad

El ntcleo de toda transformacion lineal entre dos espacios vectoria-
les, de ' — W, es un subespacio de V.

Hipotesis: T:V — WesunaT.L.
Tesis: (N(T);®;K;©) es un subespacio de (V;®;K;0)

Demostracion

a) N(T) < V por definicion de N(T)
b) N(T) # ¢ ya que 0, € N(T) pues T(0,) = 0y
¢) xe N(T) AyeN(T) = T(x) = 0, A T(y) = 0y, = T(x) +T(y) = 0y
= Tx+H) =0, . (x+y)eN(T)
d) ae K AxeN(T) = 0e K A T(x) = 0y = o.T(x) = 0.0, = 0y,
= T(a.x) =0, .. (a.x)eN(T)

La denominacion Ker se debe al término aleman Kern (médula o nicleo).
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IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

\"

Se denomina imagen de una T.L. T:
V' — W al conjunto de vectores de W
que son imagen de algun vector de V.

Im(T)={we W /3veV AT(v)=w}

Propiedad

La imagen de toda transformacion lineal entre dos espacios vecto-
riales, de V— W, es un subespacio de W.

Hipotesis T:V — WesunaT.L.
Tesis (Im(T); @;K;®) es un subespacio de (W;®;K;©)

Demostracion

a) Im(T) < W por definicion de Im(T)

b) Im(T) #¢ ya que 0y, € Im(T) pues T(0y) = 0y,

ue Im(MNaveIm(T)=IxAdye V/IT@)=uArT@p)=v=
Tx)+T)=u+v=>Tx+y)=ut+tva@xtyelV=
(utv)e Im(T)

d)oeKArue Im(T) = aeKATXx)=uArxeV =
o.T(x)=ou = T(ax)=auAaxeV=auec Im(T)

Nulidad y rango de una transformacion lineal

nulidad (T) = n(T) = dim N(T)
rango de (T) = 1(T) = dim Im(T)
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Transformaciones lineales

Teorema de la dimension

Dada T: VV — W, la suma de las dimensiones del nicleo y de la
imagen de T es igual a la dimensién de V' (siempre que éste sea un
espacio vectorial de dimension finita).

& dim N(T)+ dim Im (T )= dimV

Determinacion del nicleo, la imagen, la nulidad y el rango

Ejemplos: hallar N(T), Im(T), la base y la dimension de los res-
pectivos subespacios si T:

0
) TLR2 R/ T (xl,'x2)=(x' NG ]

0 x| +x,

B

0

| N 0 00
Si (x:x,) € N(T) = T(x;x,) = (XI ox2 Xp +x jz(O 0] -
1 2

X1+ x=0=x=-x, = N(D)={(x;,—~x1) / x;,eR}

Im (T) = {4eR** / T(x;;x2) = A}

A:(“ Zje Im(T) = 3(x;3x,)e R*/T(x;x,)=4
C

X +x, 0 a b
- =
0 X +x, c d

=Sxton=asnxi;tn=darc=b=0=a=d=x;+tx,Ac=b=0

= Im(T) ={“ Oj /ae s)t}
0 a

209



Alejandro E. Garcia Venturini

Base de N(T)

(x1;=x1) = x1.(1;-1) = B = {(1;-1)} es un sistema de generadores,
ademas es L.I. por estar formado por un unico vector no nulo, por
lo tanto es una base, dim N(T) =1 = n(T) = 1.

Base de Im(T)

a 0 10 1 0 ,
[ ]= a.[ J = B= ( J es un sistema de generado-
0 a 0 1 0 1

res, ademas es L.I. por estar formado por un unico vector no nulo,
por lo tanto es una base, dim Im(T)=1=1r(T) =1

n(T)+r(T)=1+1=2=dimR?
(se verifica el teorema de la dimension)

b) T es la transformacion identidad, T: V— V/T (v) =v, Vve V

N(T) = {0,}, no tiene base, dim N(T) =0 = n(T) =0
Im(T) = V, base de Im(T)={vy,v,, ...,vp}, dim Im(T) =n = 1(T) =n.

n(T) + r(T) =0+ n=n=dim V. Mas ejemplos resueltos al final del
capitulo.

CLASIFICACION DE LAS TRANSFORMACIONES
LINEALES

SiTesunaT.L.de VV— W, T es una funcién que puede ser:
inyectiva & T es una monomorfismo

sobreyectiva < T es un epimorfismo

biyectiva < T es un isomorfismo

SiT: V— V, (esuna T.L. de un espacio vectorial en si mismo)

entonces se denomina endomorfismo y cuando éste es biyectivo,
tenemos un automorfismo.
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Transformaciones lineales

T es inyectiva & Vxe V, Vye V: T(x) =T() = x=y.
T es sobreyectiva < Vwe W, dxe V: T(v)=w = Im (T) = W.

Ejemplo:

Sea T: R*— R*/ T (x,;x,,x;) = (x,,—x,,x; ), probar que es un auto-
morfismo.

1. Debemos verificar que es una T.L.

a) T0rty) = T[(x, x,35)+ (17 3,533)] =
T[(x1 T VX Yy X+ s )] = (xz V=X =V X "')’3) =
= (xzr'_xlfxs)+(J’2"_J’1IJ’3) = T(xlfxzfxs)"'T(J’l")be/s) =
=Tx) +T()

b) T(ax) = T[Oe.(x1 S Xy, Xy )] = T[(Ot.x1 JOLX, ) OLXy )] =(a.x,~0ux,; oxy)
= a.x,—x; X, J=a. T(x,;x,; x3) =0o.T(x)

2. Debemos verificar que es biyectiva.
a) inyectiva

Vxe R, VyeR’: T(x) =T(y) = T(xl ,'xz;x3)= T(J’l fyzfy3)
= (%y,=x,:%3)= (=21 05) = X =y AX =3 A Xy =
= (xlfxzf)%):(J’p')’zf)’s) =x=y

b) sobreyectiva

VweR?, IR / Tx)=w = T (x,;x,,x;5) = (x,,-x,,%;) =
= (Wrwywy) = X, =W AX =W, AXy =Wy

=V (w,wyrw)e R (xx,,x5)eR = (—wy, wrwy)/

T (x2:%) = T (= wyrwiwy) = (wyswy, wy).

Con lo que queda demostrado que T es un automorfismo de R>.
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Propiedades
a) Del nucleo de un monomorfismo
T: V— Wes una T.L. inyectiva < el unico elemento del niicleo es
el vector nulo de V.
Es decir que T: V— W es una T.L. inyectiva < N(T)={0,}

Primero demostramos que si T es inyectiva entonces N(T)={0,}

H) T: V' — W es inyectiva (es un monomorfismo)
T) N(T)= {0,}

Dem.: para demostrar la tesis debemos probar que: a) {0,} < N(T)
ADb)N(T) c {0,}

a) T{0,} =0, = 0, € N(T), por lo tanto {0,}c N(T)
b) Sixe N(T) = T(x) = 0y, T(x) = T(0y) = x = 0, (por ser T in-
yectiva), por lo que x € {0,} = N(T) < {0,}.

Ahora falta demostrar que si N(T)= {0,}, entonces T es inyectiva.

H)T: V— WesunaT.L. A N(T) = {0,}
T) T es inyectiva (VxeV, VyeV: T(x)=T() =x=y)

Dem.: T(x) =T(y) = T(x) - T(y) = 0y = T(x — y) = Oy.
Por lo tanto (x —y)e N(T) ={0,} =>x—py=0, .. x=y.

Con lo cual queda demostrado que T es un monomorfismo si y
solo si N(T) = {0,}.

Nota: esta propiedad permite investigar la inyectividad con sélo
analizar el nucleo.
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Transformaciones lineales

b) De la imagen de un conjunto de vectores linealmente inde-
pendiente

SiT: V— Wesuna T.L. y {v;; vs;...; v,} es un conjunto de vec-

tores de V linealmente dependiente, entonces su imagen es un con-
Jjunto de vectores linealmente dependiente en W.

T) {T(n); T(vs); ... T(va)}C Wes L.D.
es decir, (0. T(vi) + 0. T(vy) +...+ 0,,. T(vy) = 0y, A Fi / 0; 2 0)

Dem.:

{(vi;va, .wmtesLD = oy + oy oA 0, =0, AJdi/ o #0
aplicando T queda: T(ou.v; + 0p.va +...+ Ovy) = T(0y) = 0y,

por ser una T.L. queda: ;. T(vy) + 0. T(v2) + ...+ 0. T(vy) = 0y,
llamando T(v;) = wy, T(v,) = ws, ..., T(vy) = wy, queda:

oWy + 0wy + ...+ Opw, =0, conoy #0

por lo que {T(vy), T(vp),...,T(vy)} es L.D.

¢) De los vectores cuyas imdgenes son un conjunto linealmente
independiente

SiT: V— Wesuna T.Ly {v; v ...; v,} es un conjunto de vectores
de V tales que sus imdgenes constituyen un conjunto de vectores li-
nealmente independiente en W, entonces {v;; vy, ...; vy} es L1 en V.

H)T: V— WesT.L., {T(v1), T(v),...,T(vn)} € Wes L.L

T) {vi; va;...; v} € Ves L.L
= 0.V T 0V T+ 0y = OV AVi/ o; = 0
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Dem.: consideramos una combinacion lineal con escalares a deter-
minar de los {vi; v;...; vy} que sea igual al vector nulo de V.
oV 0 vy + . OV, = OV

Si demostramos que los o; son todos 0, habremos demostrado la
propiedad.

Aplicando T queda: T(ot.vy + 0z.vp +...+ Ovy) = T(0y) = 0y,
Por ser T una T.L. queda: 0. T(v;) + 0. T(v2) +...+ 0. T(vy) = Oy,

como los vectores {T(v;), T(v2),...,T(vy)} son L.I. en W, entonces
Vi: o; = 0. Por lo tanto el conjunto de vectores {vi; v;...; v,} es L.I.

d) De la imagen de un conjunto linealmente independiente de
una T.L. inyectiva

Si T: V— Wes una T.L. inyectiva y {v;; v ...; v,} es un conjunto
de vectores de V linealmente independiente en V, entonces su imagen
es un conjunto de vectores L.1. en W.

H) T: V' — Wes una T.L. inyectiva, {vi; vs;...; va} < Ves L.L.
T) {T(Vl), T(Vz),...,T(Vn)} cWesLIl = OCl.T(Vl) + Gz.T(Vz) + ...+
+ 0. T(vy) =0y AVIi/ ;=0

Dem.: consideramos una combinacion lineal con escalares a deter-
minar de los {T(v,), T(»),...,T(va)} que sea igual al vector
nulo de W.

OC].T(V]) + (Xz.T(Vz) +...+ + (Xn.T(Vn)

Si demostramos que los o; son todos 0, habremos demostrado la
propiedad.

Por ser T una T.L. queda: T(ot.vi + 0p.va +...F 0 vy) = Oy
por definiciéon de nicleo o.v) + 0.v; + ...+ a.v, € N(T)

por ser T inyectiva, N(T) = {0,} = oy.vi + 0.va +...F 0 v, = 0y
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pero como {vy; vy;...; v} es LI, Vi/ a; = 0, por lo tanto
{T(w), T(n),...,T(vy)} es L. L.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS
TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean (V,@,K,0) y (W@, K,©) dos espacios vectoriales y
B = {vi; va;...; va} una base de V. Si {wy; wy;...; wa} Son n vectores
de W tales que T(v;) = w;, entonces existe una unica transformacion
lineal T: V — Wtal que Tw)=w;, Vi=1, 2, 3, ..., n.

H) (V,®,K,0) y (W.®,K,®) son espacios vectoriales y
B={vi;vs...; v} unabase de V'y {wy; wy;...; wat < W/T(v;) = wy;
Vi=1,2,3,...,n.

T)Juna T.L. T: V' — W que es unica tal que 7(v;) = w;,
Vi=1,2,3,...,n

Dem.: Vxe V, existen y son unicos los o; /
X = 01.W; + 0. Wy + ...+ O, Wy

Definimos T: V' — W/ T(x) = c1.vi + 0.vp +...F Oy
Probaremos que la funcion T es una T.L. unica.

1) Tes T.L.

)T @ty) =T x)+T ()

VxeV,VyeV: x=04.vi + 0a.va ...+ 0.vy €
y= BI-V] + Bz.Vz +...+ Bn.vn

T (X+y) =T ((X].V] + 0y F. Oy T B].V] + Bz~V2 +...+ Bn‘vn)
= T[(GI+B1).V1 + (O(Q"‘Bz).Vz R (O(fn—’_Bn)-Vn] =
(o B1).wy + (0 +HB2).wa +.. .+ (0 HBn). Wy
= (OC].Wl + oL wyt+...+ Otn.Wn) + (BI-WI + Bz.Wz +...F Bn.Wn)

=T@+TO)
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b) T(ow.x) = 0. T(x)

T(ox) =T [o.(0.v) + 0. vy ...+ O Vn)]

=T (0.oy.vy + 0.0 V2 + ...+ OLOG.Vy)

= 0.0 Wy T 00 Wy ...+ OLOGL. Wy
oL.(04. Wy + 0wy + ..+ Owy) = AL T(x)

de a) y b) surge que T es una T.L.
2)Sii=1,2,3,...,n=>T(v)=w

vi=0v+0v +...+ 0+ 1y +... + 0y,
Tw;))=0w; + 0wy +...+ 0w+ L +... + 0wy = Lw=w;

3) Ahora debemos probar la unicidad, es decir que si T(v;) = w;
entonces T es Unica.

Seah: V— WunaT.L./h(v))=w; Vi=1,2,3,...,n

h (X) =h (061.\/1 + 0y, ...+ OCn.Vn) =

OCl.h(Vl) + OCz.h(Vz) +...+ OCn.h(Vn) =0 w; T 0wy + ...+ O Wy

= (X].T(V]) + OCz.T(Vz) +...+ (Xn.T(Vn) =T (OC].V] + 0y ..+ O(,n.Vn)
=T (x) = T (x) =h (x). Por lo tanto T es unica.

Conclusion: este teorema asegura que toda transformacion lineal
entre dos espacios vectoriales que da univocamente
determinada por las imagenes de cualquier base del
primero. Es decir que conociendo las imagenes de
una base de /' podemos determinar la imagen de cual-
quier vector de V.

Ejemplo

Sea T: R* =R’ y si T(1;1;1) = (1;2); T(1;1;0) = (1;2); T(1;0;0) = (~1;1)
hallar 1a T.L.

Como {(1;1;1); (1;1;0); (1;0;0)} es una base de R’ y conocemos los
transformados e la base, por el teorema la T.L. existe y es Unica.
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Por lo tanto cualquier vector (x;;x.x3) € R® se puede inscribir como
combinacién lineal de los mismos.

(x13x2:x3) = 0u.(1;1;1) + 0. (15150) + 03.(1;0;0)

X =0+, o,
X, =0+, = 1= X3, 0=X3— X3, 03=X]— X

X, =0
Entonces: (x1;x2.x3) = x3.(1;1;1) + (2 —x3). (1;1;0) + () — x2).(1;0;0)

T(x1;x0x3) = Tls.(1;1;1) + (2 —x3). (1;1;0) + (x1— x2).(1;0;0)]
T(xi3x2.x3) = x3 T(1;1;1) + (2 —x3). T(1;1;0) + (x; — x2).T(1;0;0)
T(xisx2:63) = x3.(1;2 + (02— x3).(1;2) + (1 — x2). (=1;1)
T(x152x3) =(x3;2x3) + (X2 — X352x0 —2x3) + (=x1H025%1 — X2)
T(x15x2:63) = (2x2—2x1; X1 + x2)

Hemos encontrado la funcidén que por el teorema sabemos que es
una T.L. nica.

COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean T: V—>Uy Ty: U-W dos T.L.
La funcion compuesta T,0T,: V—W se define como T,[T;(x)].
. . T Tp

Propiedad: la composicion de T.L. —~
es otra T.L. -

Dem.: a) T,oT(xt+y) = T,[Ti(x+y)]
=T, [Ti(x) + T1(»)]
= T2 [Tl(x)] + T2 [Tl(y)] T2° T1 (X)

= TzOT](X) + TzOT](y)
b) TzOTl(G.X) = Tz[Tl(OC.)C)] = Tz[(X.Tl(X)] = (X.Tz[Tl(X)] = OC.T20T1(X)

De a) y b) surge que la composicion de transformaciones lineales
es otra transformacion lineal.
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Ejemplo
Sean T;: R3 >R AT R — R? dos T.L. definidas por
T, (xl s Xp fxs): X —x, +x; y To(y) = (1;,0).

TyoT, (xl 5 Xo ) X3 ) =T, [Tl (xl 5 Xy, X3 )] =T, (xl — X, + X3 ) = (xl — X X3 ;0)

TRANSFORMACION LINEAL NO SINGULAR
T: V—W es una T.L. no singular < 3T / T'oT =1,y T'oT =1,

Propiedad

La inversa de una transformacion lineal no

singular es una transformacion lineal @qa
P———
==

H) T: V- W es T.L. no singular
T)T": W—Vesuna T.L.

Dem.: Consideramos w; y w, en W. Por ser T biyectiva, son nicos
x1yx/ T) =wi ATOR) =wy Ax;= T'l(wl) AXy= T'l(wz)

a) T'(witw,) = T[T )+T(x2)] = T'[T(x+x)] = T'oT(x+x,)
=x1tx, = T (W) + T (wy)
b) T (oew) =T [(o.T(x)] = T [T(ox;)] = T oT(0Lx)) = OLx; =
= (X.T-I(W1)

Ejemplo: hemos probado que T: R* >R’/
Ty (x, %, %,) = (x,,=x,7 x5 ) es un automorfismo (ver pagi-

na 210).

(w,; wy;w,)es la imagen de (x,;x,,x,) a través de T, por lo tanto

(x,7x,,x;) eslaimagen (w;; w,,w;) através de T
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T, (xl y Xp X3 ) = (xz 5T X X3 ): (Wl s Wy, Ws ) =0T W, X1 = W, X35 W3,

para obtener T debemos despejar x, X, y x3 en funcion de wy, w, y wy:

X1 =—Wy; X, =W, Y X3 = w; = la expresion de la transformacion lineal in-
(o oy v v )= -

versaes T (wl, Wy, w3) = (xl, Xy, x3) = (wz, Wy, w3) .

Propiedad

Si T: V=V es suficiente que T sea inyectiva o sobreyectiva para
ser no singular.

Ejemplo: Sea T: R* —R? / T(x130) = (x2;2x1-x2)

Probaremos que es no singular simplemente probando que es inyectiva.
Para eso calculamos el nicleo de T: N (T) = {(0;0)} = T es inyectiva,
por lo tanto T es no singular = 3 T

TCe16) = (x2:2x172) = (WisW2) = X= Wi A 2X1—=6= W

X :%sz =w = T_I(Wp'Wz):(Wl-;WZ ;lez(xl’.XZ)

ESPACIO VECTORIAL DE TRANSFORMACIONES
LINEALES

Si llamamos L(V;W) al conjunto de todas las transformaciones lineales
entre los espacios vectoriales V'y W sobre el cuerpo K:

LV;W)y={T:V—-W/TesunaT.L.}

En L(V;W) definimos la suma de funciones y el producto de escalares
por funciones de la siguiente manera:

a) (T + Ty)(x) = Ti(x) + Ta(x) b) (o T)(x) = o[ T(x)]

Demostraremos que {L(V;W); ®,K,©} es un espacio vectorial sobre
el cuerpo K.
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1. Lasuma de dos T.L. de V=W esuna T.L. de V—=W.

La) (T; + To)(xty) =T, (cty) + Ta (xty) = Ti(x) +T1(y) +Ta(x) +Ta(y)
= (T + TY)x) + (T + o))

Lb) (T; + T)( otx) = (Ty)(oex) = (T)(0ex) = o [(T1)(x)] + 0. [(T2)(x)]
= o[(T)(x) + (T2)()] = o [(T) + To)(x)]

2. El producto de cualquier escalar por cualquier T.L. de V—W es una
T.L.de VW,

2.2) (. T)(xH) = o[ TGcH)] = o[ T(x) + T()] = 0. T(x) + 0. T()
= (@.T)¥) + (. T)()

2.b) (. T)(Bx) = o [T(B-x)] = o [B.T(x)] = (o.B). [T(x)] = (B.00).[T(x)]
=B.(.T)(x)

Ademas las definiciones a) y b) permiten comprobar que L(V; W) es un
espacio vectorial sobre K.

El vector nulo de L(V;W) es la transformaciéon cero (ver pagina
204).

MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL

Sean T: de V—=W'y V'y W dos espacios vectoriales de dimensiones
finitas n y m respectivamente.

Si tenemos una base de cada espacio B, y By, entonces queda
determinada una matriz 4 de orden mxn que caracteriza a la
transformacion lineal T: V—W.

Dicha matriz A se llama matriz asociada a la T.L. respecto del par
de bases dadas.

Sean B, = {vi; v;...; v,} una base de V'y By = {w; wa;...; wy} una
base de W. A cada v; € B, le corresponde a través de la T.L. como
imagen un vector T(v;) = y;€ W que por pertenecer a /¥ se puede ex-
presar como combinacion lineal de By,.

220



Transformaciones lineales

T(vl)zyl =a, W tay, w,+..+a,.w

ml" 'm

T(v2)= Vo =AW tay w,+.t+a,, w,

T(vn)=yn =a,w+a,,w,+...+a,,w,

Asignamos a cada escalar a; (coeficientes de la combinacion lineal) un
doble subindice. El primero, asociado a cada vector de la base By, y
el segundo en correspondencia con el vector de la base B,. Por
ejemplo el ay; es el coeficiente del 2° vector By, (w») correspondien-
te al transformado del 3° vector de B, (v3). Los mxn escalares (a;; )
que figuran en las combinaciones lineales de los vectores que son
imagenes de los elementos de la base de V' constituyen una matriz,
cuya matriz transpuesta es la matriz 4 € R™" que caracteriza a la
transformacion lineal T respecto de las bases B,y By,.

an aiz---Ain

azi ay---dn

A:

Aml  Am2--Amn

Por lo tanto, para hallar la matriz que caracteriza a una T.L.:
R" — R™ se determinan las imagenes de los vectores de B, y se
expresan cada una de estas imagenes en la base B,,. Luego la matriz
transpuesta de la matriz de los coeficientes de las combinaciones linea-
les es la matriz 4e R™".

Ejemplo: sea T .: R} > R*/ TCrp3x0503) = (X1+x33%0-x3)

B, = {(1;1;1), (1;1;0), (1;0;0)}, By, = {(2;0), (0;1)}
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T(1;1;1) = (2;0) = 1. (2;0) + 0.(0;1)

T(1;1;0) = (1;1) = % (2:0) + 1.(0;1)

1/ 1
T(1;0;0)=(1;0)=%.(2;0)+0.(0;1):>A:((1) 12 OzJ

Propiedad

Si A es la matriz asociada a la transformacién lineal T: V—W res-
pecto de las bases B, y By, y Xgy es la matriz columna cuyos ele-
mentos son las coordenadas de x respecto de B,, entonces la ima-
gen de x a través de T expresada en funcion de los elementos de la
base de W (By,) se obtiene multiplicando la matriz 4 por la matriz
XBVI T(X)BW = A,XBV.

Nota: Si la bases B, y By son las bases canodnicas entonces se
cumple que T(x) = 4A.X, donde X es la matriz columna cuyos ele-
mentos son las componentes del vector x.

Ejemplo: sea T.: R*— R*/ T(x;:x25x3) = (2x1+x2Hx3,6,-3x3)

B, = {(1;0;1), (I;1;0), (1;1;1)}, By = {(1;-1), (2;3)}, hallar 4 y
T(1;1;2).

T(1:0;1) = (3;-3) = 3. (1 —1) + 0.(2:3)

T(310) = (i) = (1) + $.23)

7/ 16
T(1;1;1)=(4;2)= % ;-1 + %.(2;3) = 4 ={3 44 24}
0 % %
Para hallar T(1;1;2) es necesario determinar las coordenadas de x
respecto de las base de B,.
(1;1;2) = 01.(1;0;1) + 0.(1;1;0) + 03.(1;1;1)
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=04 +o, +oy
=0, + = ou=0,0p=-1yo;=2
2=04+ 0o,

0

0
Xg =|-1| = T(x)Bv=A.XBV=[ 44 ZA] -1 =[ ]
2 0 A A Bw
= T(1;1;2) = 5.(1; -1) + 0.(2;3) = (5;-5)
Verificacion: si aplicamos a x = (1;1;2) la transformacién lineal T

se obtiene: T(x) = T(1;1;2) = (5;-5) que expresado en
funcién de los elementos de B,,

5
(5;-5)=5.(1;-1) + 0.(2;3) = wg, =( j
0 Bw
Otra forma de definir una T.L.
Otra forma es a través de las matrices. Como ya vimos, toda matriz

AeR™" define una T.L.: R" - R™/ T(x) = 4.X, respecto de las ba-
ses canonicas.

2 -1

Ejemplo: A=|1 —2|definealaT:R*—>R’/
2 1

2 -1 2x, —x,

T = | 1 —2{)‘1} X - 2%,

2 1)V 2x 4y,

esdecirlaT: RZ > R*/ T(rr3x2) = (2x1—x2361—2x2;2x1Hx32)

Propiedad: el rango de una T.L. es igual al rango de la matriz aso-
ciada a la misma.
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MATRIZ ASOCIADA A LA COMPOSICION DE
TRANSFORMACIONES LINEALES

Sean T;: V—> Uy Ty U — W dos T.L., B, = {vi; v;...; v},
Bu= {uius;.. 5up} y By ={wi;wz;...;wn} las bases de V, U'y W res-
pectivamente. Si las transformaciones T; y T, quedan caracteriza-
das por las matrices 4eR™ y BeR™" respecto de las bases dadas
en cada espacio entonces la transformacion lineal compuesta
T,0T;: V=W estd asociada a la matriz C = B.4 / CeR™".

Ejemplo

Sea T1: R 5 R/ T(x1360:x3) = x1+t0-x3 A To: R R? / T(x) = (x;2x)
Debemos seleccionar una base para cada espacio, por ejemplo:
B, = {(150;1), (0;1;0), (0;0;1)} en R, By= {1} enR y

B, = {(2;0), (0:2)} en .

Debemos determinar las matrices asociadas a Ty y T,
T(1;0;,0)=1=1.1

T(0;1;0)=1=1.1 = A=(1 1 -1)
T(0;0;1)=—1=(-1). 1

! b
To(1)=(1;2) =5 (2;0)+ 1.(0;2) = B= 12
1 1 L/ _1
C=BA= 4.0 1 -1)= A 2 2
1 1 1 -1
Debemos definir ahora T,oT;: R*— R?

TL0T; (xisx25x3) = T [Ty (x15x23x3)] = T (1 Fx0x3) =
= (X1+XZ—X3;2X1+2)62—2.X3)

Buscamos la matriz asociada y verificaremos que coincide con C.
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T,0T, (1;0;0) = (1;2) =% (2;0) + 1.(0;2)

1 v _1
T,oT, (0;1;0) = (1;2)=% (2;0)+1.(0;2) =C =[ 12 12 12}

T,0T, (0:0;1) = (-15-2) = —% (2:0) + (1).0:2)

MATRIZ ASOCIADA A LA TRANSFORMACION
LINEAL INVERSA

Sea T: V->Wuna T.L., By= {vi; vp;...; va} Y By = {wi;wa;...5w,} las
bases de V'y W respectivamente. Si la transformacion T esta aso-
ciada a la matriz Ae R™" no singular, entonces la transformacion li-
neal inversa esta asociada a la matriz 4™

T W=V/T'(X)p,= 4" X,

La imagen de w a través de T"' expresada en funcién de los ele-
mentos de la base de V' (B,) se obtiene multiplicando la matriz 4™
por la matriz Xpy.

RELACION ENTRE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES Y LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Dada una T.L. T: V—W es posible hallar la matriz asociada respecto
de un par de bases. Si 4 es la matriz asociada respecto de las bases ca-
ndnicas, entonces se cumple que T(X) = AX. Por lo tanto, resolver el
sistema de ecuaciones lineales A.X = B equivale a encontrar el sub-
conjunto de todos los vectores de V' cuya imagen a través de la T.L.
asociada a la matriz 4, sea el vector B de W'y resolver un sistema de
ecuaciones lineales homogéneo 4.X = 0, equivale a encontrar el ni-
cleo de la transformacion lineal asociada a la matriz A.
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EJERCICIOS GENERALES RESUELTOS

1) Sean V'y W dos espacios vectoriales. Dar bases del Nucleo e Imagen
de las siguientes transformaciones lineales y verificar la relacion de
las dimensiones:

a) T: R R/ T(x135533%8) = (61 HrX3—X0 X450~ H03-x4)

Primero buscamos el ntcleo, T(x;;x2:5x35x4) = (0;0;0)
X Txy-x3-x,=0
(b —Xxa0 X0 tg—xg) = (050,0) = ox. =0
1 4

X1 =Xy +.X3'.X4 =0

1 0 0 -1 0
1 -1 1 -11]0
- T T T X=Xy = X=X
1 1 -1 -1 | {—x2+x3—0 {xz— 5

(=]
1
—_
(=]
) [ (=

(CFENENE WEIERENENEN

1 0 0 -1 10
0 -1 1 010
0 0 0 0 |0

= N(T) = {x = (aom0)e R = {(00:0:0) + (44:0:05x5)} =
= {x2.(0;1;1;0) + x4.(1;0;0;1)}

B = {(0;1;1;0);(1;0;0;1)}, verificamos que B es S.G., debemos verificar

que es L.I: 0,.(0;1;1;0) + 0,.(1;0;0;1) = (0;0;0;,0) > o, =a,=0 = B es
L.I. por lo tanto B es base de N(T) y Dim N(T) =2.
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Buscamos la Imagen:
T(x) = Trrsx25633%) = (003X X430 X0 Hx3X4) = (V13)2:)3) =

X EX, =X =X, =Y
X =X4 =y

X=Xy T X3 =X, = s

@ I -1 -1 | Y

1 0 0 -1 | ¥,
1 -1 1 -1 | Vs
1 1 -1 -1 | ¥,
0 -1 (D) o0 | Yo
0 -2 2 0 | V30
1 0 0 -1 | ¥,
0 -1 1 0 | ¥,

0 0 0 0 | y+y,-2y,

Para que existan las imagenes el sistema debe tener solucion, debe cum-
plirse que: yi+y3-2y,=0 = Im (T) ={y = 2y>y32p3) €R’}

Buscamos ahora una base y la dimension de Im (T)

(2yry3302:93) = (202502;0) + (—33;033) = 12.(2;150) + y3.(-1;0;1) =
B = {(1;0;1);(2;1;0)}
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Ya demostramos que B es sistema de generadores, debemos demostrar
que es L.I. para asegurar que es una base.

-o+a,=0
01.(-1;0;1) + 02.(2;1;0) = (0;0;0) = o, =0
o,=0

= o= ap=0 = los vectores de B son L.I. = B es una Base de Im (T).

Dim Im (T) =2.

n(T)+r(T)=2+2=4=dim V

NOTA: Vemos que para buscar el niicleo debemos resolver el sistema
de ecuaciones homogéneo asociado al sistema de ecuaciones
que se resuelve al buscar la imagen.
Por lo tanto si comenzamos buscando la imagen, tendremos

que resolver un solo sistema de ecuaciones. Veamos el si-
guiente ejemplo:

3
b) T:R°— R4 / T(X1 ;XZ;X3) = (x1+x2—x3;x2+x3—x1 ;X1—2X3+X2;X1+2X2—X3)
Primero buscamos la imagen
Ter5x05%3) = (00332001 X3—X1 502003100 +2X0X3) = (V13V25)3304)
Xp Xy -x3 =
- Xt Xy TX3 =),

X txy -2x3 =5

X +H2x) -x3 =y

228



Transformaciones lineales

O1 -1 | »
11 1 | Y,
11 -2 | Vs
2 -1 V4
1 1 -1 | v,
02 0 | y, 4
00 -1 | V=¥
0D o | Y4,
I 0 -1 | 2y,-y,
00 0 | 3y-2y,+y,
00 @ | Y=
01 0 | Vi Vi
10 0 | 3y-y-y,
00 0 | 3y-2y,+y,
00 1 | Yi- Vs
01 0 | ViV

Para que existan las imagenes el sistema debe tener solucion, debe cum-
plirse que: 3y1-2ysty,= 0 = Im (T) ={y = 1:2vs-3ys)e R}
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Buscamos ahora una base y la dimension de Im (T)

1:2v4-3y15358) = (715-3913050) + (0;0:3;0) + (0;24,05p4) =
=»1.(1;-3;0;0) + 4.(0;2;0;1) + 3.(0;0;1;0)
= B = {(1;-3;0;0);(0;2;0;1);(0;0;1;0)}

Ya demostramos que B es sistema de generadores, debemos demostrar
que es L.I. para asegurar que es una base.

0,.(1;-3;0;0) + 0,.(0;2;0;1) + 03.(0;0;1;0) = (0;0;0;0) =

o,=0
=304 +20;3 = 0 = ¢,= 0= ;= 0 = los vectores de B son L.I.
o, =0
B = {(1;-3;0;0);(0;2;0;1);(0;0;1;0)} es una base de Im (T). Dim Im (T) =3.
Para determinar el nucleo planteamos: T(x;;x2;x3) = (0;0;0;0)

(1 Fx0x3500 + 2032015023 + X05x1 H2x0-x3) = (0;0;0;0)

X, +tx,-x3=0
- X +x2 +X3 =0
X, Tx,-2x3=0

X, +2x,-x3=0

Para calcularlo analizamos la ultima tabla del sistema de ecuaciones
ya resuelto, teniendo en cuenta que trabajamos con el sistema
homogéneo asociado.
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10010
00010

= (x1;x25x3) = (0;0;0) = N(T) = {(0;0;0)}
00110
01010

Dim N(T) = 0, No tiene base.

n(T)+1(T)=0+3=3=dim V

¢) T: R? = R*/ T(x13x2) = (x1Fx2;2x1+22x2)
Nuevamente buscamos primero la imagen

_ ) — . — (.- X tx, =y
T(x) = T(x15%) = (x1Hx2;2x142x0) = (Vi3)0) = =
20 +2x, =y,

@ 1| N
2 2 | Va2
- - - - =) € Im(T) © 122y =0 < =2y,

11 | N
0 0 | y,-2y

= Tm (T) = {y = (m:2)e R2}={1.(1:2)} = B={(1:2)}. Dim Im (T)=1

Para determinar el nucleo planteamos:

X +x,=0

T(risx) = (x1tx2;2x112x7) = (0;0) =
(x13%2) = (01725 2x1+2x72) = (0;0) {2x1+2x2=0
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Para calcularlo analizamos la tltima tabla del sistema de ecuaciones
ya resuelto, teniendo en cuenta que trabajamos con el sistema
homogéneo asociado.

1110
0010

x2=—x; = N(T) = {x = (x;=x) e R7}={x1.(1;=1)} = B = {(1;-1)}
DImMN(T)=1.n(T) +(T) =1 +1=2=dim V

X5

dT: R™ SR/ T(x)= T[ J = (2132213110231 1 HX21 TX02)

X1 X2

Empezamos por la imagen:

X1 X
Tx)=T [ = (2r—=x20x 110X 01 TX0) = (V13V2Va)s) =
X1 Xy
X0 =N"
—Xn =)

Xt Xy = s

X T Xyt Xy =y,
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00 (o
00 -10
10 01
10 11
00 10
00 00
(Do o1
10 01
00 10
00 00
10 01
00 00

Para que haya imagen el sistema debe tener solucion, por lo tanto:

{ y2+)/1:0
y4_y1_y3:0

Vo= ™)
Ya=Yity;
=M
V3= V3

=Im (M) ={y=0vytn) € R4}

Transformaciones lineales

N
V2
V3
Y4

N
Y2ty
DE
Ya—h
N
yatn
Vs

Vo= =3

11 00 | 0
- -10-11 |0

233



Alejandro Garcia Venturini

Buscamos una base y la dimension de Im (T)

ipsitys) = 5001 + (050,3;3) = y1.(1:-1;0;1) + »5.(0,0;151)
= B = {(1;-1;0;1) + (0;0;1;1)}

Verificamos que B es L.I.

a:.(1;-1;0;1) + 0,.(0;0;1;1) = (0;0;0;0) = a,=0 A a,= 0 = B es una
base de Im (T)

Dim Im (T) = 2.

Ahora buscamos el ntcleo, tomamos la ultima tabla del sistema de
ecuaciones ya resuelto:

001010
0000710
100 110
0000710

X M 22
= x11= %22 X21= 0= N(T) = {x= eR
0 —x,
X X X 0 0 x, (1 ()] (0 1]
= + =.. +xp,. =
0 -x, 0 -x,) Lo o 0 -1 00
B= {(1 0}(0 lj} = Dim N(T) =2.
0 -1)\0 O

2) Construir una T: R*™ 5 R?/ {(1;2)} sea base de N (T) y {(-1;1)}
sea base de Im (T).

Hay infinitas T.L. que cumplen con las condiciones establecidas, bus-

camos una de ellas.
2
Buscamos una base de R”.
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Si {(1;2)} es base de N (T) = (1;2) € N (T) = T(1;2) = (0;0).
Si {(~1;1)} es base de Im (T) = Jve R?/ T(v) = (-1;1).

Para obtener la T.L. necesitamos una base del espacio de salida (Rz).
Elegimos como v un elemento que sea L.I. con (1;2), para que ambos
puedan constituir una base de R?. Tomamos, por ejemplo, v = (0;1)
(porque (1;2) y (0;1) son L.I.) = T(0;1) = (-1;1).

Para obtener una base del espacio de salida a la base del nticleo se le
agregan tantos vectores como sea necesario siempre que sean L.I. con
la base del nucleo.

Una base de R? es B = {(1;2),(0;1)}.

Buscamos ahorala T.L.:

Para eso primero expresamos un elemento cualquiera (X;X;) del
espacio de salida en funcion de la base.

(x1;x2) = 0..(1;2) + B.(0;1), debemos expresar oy B en funcién de x; y x».

a=x
LS amn y BEx2x = (i) = x0(152) + (a2x).(0;1)
20+ B=x,

LaT.L.es T(x;;x) =T [x1.(1;2) + (—2x1+x2).(0;1)] =
=x1.T(1;2) + (2x1+xy).

T(O,l) = X1(0,0) + (-2)C|+XQ).(—1;1) = (2X1—XQ;—2X1+)C2)
= T:R2—>R?/ T(x13x0) = (2x1—x2;—2x11x7)

3) Construir una T: R*— R* / {(1;1;0;0):(0;0:1;1)} sea base de N (T)
y {(2;-1;1); (0;—1;1)} sea base de Im (T).

Sabemos que hay infinitas T.L. que cumplen con las condiciones esta-
blecidas, buscamos una de ellas.

4
Buscamos una base de R”.
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Si {(1;1;0;0);(0;0;1;1)} es base de N (T) = (1;1;0;0) A (0;0;1;1)e N (T)
T(1;1;0;0) = T(0;0;1;1) = (0;0;0)

Si {(2;-1;1);(0;=1;1)} es base de Im (T) = Iv; A I e R/
T(v1) = (2;=1;1) A T(v2) = (05-151)

Para obtener la T.L. necesitamos una base del espacio de salida (R”).
Elegimos como v; y v, a elementos que sean L.I. con (1;1;0;0) A
(0;0;1;1), para que los cuatro puedan constituir una base de R”.
Tomamos, por ejemplo, v; = (0;0;1;0) y v, = (1;0;0;0) (porque (1;1;0;0),
(0;0;1;1), (0;0;1;0) y (1;0;0;0) son L.I.) =

T(0;0;1;0) = (2;-1;1) A T(1;0;0;0) = (0;—1;1).

Para obtener una base del espacio de salida a la base del nucleo se le
agregan tantos vectores como sea necesario siempre que sean L.I. con
la base del nucleo.

Una base de R* entonces es B = {(1;1;0;0);(0;0;1;1);(0;0;1;0);(1;0;0;0) }
Buscamos ahora la T.L.:

Para eso primero expresamos un elemento cualquiera (x;x,;x3;x4) del
espacio de salida en funcion de la base.

(13x25x33%2) = 04.(1;1;0;0) + 02.(0;0;1:1) + 5.(0;0;1;0) + 04.(1;0;0;0),
debemos expresar a;, 0y, 03 ¥ 04 en funcidn de xy, x;, X3, Xa.

o; to, =X,
o) =X,
= 0T X, =X, 3= X3— X4 AUQ=X1— Xy =
0.2 +U.3 :X3

Oy =Xy

(13x25x33%4) = X2.(151;0;0) + x4.(0;0;1;1) + (x3—x4).(0;0;1;0) +
+ (X1 — x2).(1;0;0;0).

LaT.L.es:
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T(r13x05x35%4) = x2.T(1;1;0;0) + x4.T(0;0;1;1) + (x3— x4).T(0;0;1;0) +
+ (x1— x2).T(1;0;0;0) = x,.(0;0;0) + x4.(0;0;0) + (x3—x4).(2;-1;1) +
(1= x2).(0;=151) = (2063 200451262 — X3 F Xg3X =X Hx34)

T: R* = R*/ T(ry o) = (2003 —2x45-x1H50 — X3 + X430 —X0Hx3-x4)
4) Dada T: R*— P,/ T (xi300503) = (2x143x3) X +H(20— x3).x Hxha—x3),
hallar N(T) e Im(T). Clasificarla y si es posible hallar T, T 'oT y

ToT ™, trabajando con la matriz asociada a la transformacién lineal.

Para facilitar el trabajo podemos asociar el polinomio a la n—upla:
(2X1+3X3;2X2 *X3;X1+XQ*X3).

Planteamos la matriz asociada a la T.L. respecto de las bases candni-
cas: By= By = {(1;0;0);(0;1;0);(0;0;1)}

T(1;0;0) = (2;0;1) = 2.(1;0;0) + 0.(0;1;0) + 1.(0;0;1)
T(0;1;0) = (0;2;1) = 0.(1;0;0) + 2.(0;1;0) + 1.(0;0;1)

2 0 3
T(0;0;1)=(3;-1;-1)=3.(1;0;0) — 1.(0;1;0) - 1.(0;0;1) = 4= |0 2 -1
1 1 -1

Buscamos la imagen utilizando la matriz asociada a la transformacion
lineal:

X a
Im(T) = {y= X+ arx +tag = (aza;a0) € Py / Ixe R>: A. X |=la, |}
X3 as

2 0 3)\(x a 2x,+3x;=a,
0 2 =1|{x,|=|a,|=7 2x,—-x=q

I 1T —1){x a, X +x,—x; =a,
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0 -2 5 | a, —2a,
0 2 @ | a,
11 -1 | a,
0 ®) 0 | 5a, +a, —2a,
0 -2 1 | —aq
1 -1 0 | a, —q,
0 1 0 \ gal-l—;az %ao
0 0 1 ‘ %al-i-%az—%ao
1 0 0 ‘ %ao 8a1+éa2

este sistema siempre tiene solucidn por lo tanto el conjunto imagen es
el conjunto P,. Como el conjunto imagen coincide con el conjunto de
llegada, la transformacion es sobreyectiva.

Buscamos ahora el nicleo N(T) = {(x1;x2:x3)€ R?/ A.(x153x3) = (0;0;0)}

2 0 3\ (x 0 2x, +3x,=0
=0 2 —-1|{x|=|0|=3 2x-x=0
I 1 —1)x 0 X +x,—x,=0
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que es el sistema de ecuaciones homogéneo asociado al sistema utili-
zado para calcular la imagen. Analizamos la tltima tabla.

= (x1;x25x3) = (0;0;0) = T es inyectiva.

- o O
S O =
S = O
S O O

La transformacion lineal es por lo tanto biyectiva = admite transforma-
cion lineal inversa.

a, a,
PR f M a =4 | g
ay a

% _% % ) az—3cg+6a0
1 yla || erta2a

Calculamos ahora f'o f

fﬁlof: R R /fflof(xl;xz;x3) :fl [f Geisxsx3)] :fl (A.[x]) =
=A" UKD =U"A[X]=Lx]=[x]Af o f RP> R}/
S0 f (i) = (o).

De la misma manera se demuestra que:

fof PP/ fof ! (X’ + aix + ag) = X’ + a1.x + ag
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APLICACIONES ECONOMICAS

Veamos ahora algunas aplicaciones a la economia que tienen las trans-
formaciones lineales.

Dada la matriz A€ R™", si se consideran los espacios vectoriales R™' y
R™!, se puede demostrar que T: R™'— R™' / T(X) = A.X. es una T.L.

Demostracion

DTXHY)=A.XHY)=AX+AY=TX) + T(Y)
2) T(o.X) = A.(0.X) = 0..( AX) = 0. T(X)

Veamos entonces los siguientes ejemplos:
A) Transformacion de un vector de produccion en un vector de insumos

Un fabricante produce articulos Xj, X;,..., X, en cantidades xi, x,...,
X, para los cuales utiliza insumos Q;, 0,,..., On en cantidades ¢,
4255 dm-

Se puede obtener asi la matriz 4 de requerimientos de insumos, donde
cada a; representa la cantidad de insumo Q; que se requiere para
producir una unidad del producto X;

ail aiz---din

ani an---dzn

A:

Aml Am2-+Amn

Si las cantidades que se quieren producir de cada articulo se expresan
a través de la matriz columna X (vector de produccién), queremos
obtener las cantidades de cada insumo que podemos expresar a través
de la matriz columna Q (vector de insumos). Buscamos entonces una
funcion que, a partir de la matriz Xe R™' nos permite obtener la matriz
Q c Rmxl )
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Dicha funcién es una T.L. y es la siguiente: T: R™'— R™! /

TX)=A4.X=Q.

X q,
al aiz---dl
e q,
(253 ax---dn
T(x)= =
Aml  Am2--Amn
X 4

Ejemplo

Una empresa produce 3 articulos X;, X, y X3 en cantidades 10, 20 y 30
respectivamente. La matriz de requerimientos de insumos es:

121
A=
(213]

Buscamos la transformacién lineal que nos permitird encontrar la
matriz Q.

T: RS R™/ T(X) =4.X=Q.
10 10
I 21 80
T(X)=T| 20 |= 120]|=
2 1 3 130
30 30
Por lo tanto se utilizaran 80 unidades del insumo 1 y 130 unidades del
insumo 2.
B) Transformacion de un vector de produccion en un vector de gastos
Supongamos que una empresa tiene que producir bienes Xi, Xo,..., Xy

en cantidades xi, x,..., X,, expresados en la matriz columna X (vector
de produccion). Tenemos también la matriz A de requerimientos de
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pagos de insumos. Los aj representan ahora el precio del insumo i
para producir una unidad del bien Xj. Queremos obtener la matriz G
de gastos que es la matriz columna que indica el total pagado por cada
uno de los insumos.

.y, . . 1
Buscamos entonces una funcion que, a partir de la matriz Xe R™ nos

permita obtener la matriz de gastos Ge R™'.
Dicha funcion es una T.L. y es la siguiente: T: R™'— R™' / T(X) = 4 X=G.

X q9,
ai ap---a
" Xy q,
ani an---Adn
T(x)= =
Aml Am?2-Amn
xl’l qm

Si las cantidades que se quieren producir de cada articulo se expresan
a través de la matriz columna X (vector de producciéon), queremos
obtener las cantidades de cada insumo que podemos expresar a través
de la matriz columna Q (vector de insumos). Buscamos entonces una
funcion que, a partir de la matriz XeR™' nos permite obtener la
matriz Qe R™".

Dicha funcién es una T.L. y es la siguiente: T: R™'— R™!/ T(X) =
AX=0Q.

X &
ail aiz---a
! X5 &>
ani an---dmn
T(x)= =
aml Am?2-Amn
Xy Em
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Ejemplo

Una empresa produce 3 bienes X;, X,y X; en cantidades 100, 200 y 300
que utilizan 4 insumos cuyos precios estan dados por la siguiente ma-

triz A de requerimientos de pagos de insumos: 4 =

(O, I PN S I\

I 1
23
31
I 1

Buscamos la transformacion lineal que nos permitird encontrar la matriz
G. T:RSR™/TX)=4X=G.

2 1 1 700
100
2 23 1.500
T(X)="T| 200 |= : =
4 31 1.300
300
511 1.000

Por lo tanto se invertiran 700, 1.500, 1.300 y 1.000 unidades monetarias
respectivamente en cada insumo.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Determinar cudles de las siguientes transformaciones son lineales:

2)

a)T: RS R2/T (x1;x2)=(x1;0)

b) T: R R? /T(x 1;x) = (0% x,)

¢) T: RZ=> R*/ T (x 1:x2) = (x1.%2;0)

d) T: R*—> RY T(x 13x02) = (x1-2:x2+3)

e) T: R*— R? / T(xy3x05x3) = (x3; X1+ x2)

f) T:R - R*/ T(x) = (2x;3x)

g) T: Rzﬁ R/T (xl;xz) =X1—X2

h) T: R > R?/ T(x) = (x;1)

i) T: RP— R/ T(ripxaxs) = (o1 x+xs)
X X

RS R/T =X+ X3
X3 Xy

K) T:R*™ 5 R/TA)=A4

1) T: R?= R/ T(x13x) = (x1+x25x1-X2;3x2)

4 2x2 X3t *2
m) T: R™— R™ / T(xy;x2;x35%4) =
X T X3
Dadas las siguientes T.L. hallar el nucleo, la imagen, una base cada
uno, la nulidad y el rango. Verificar el teorema de la dimension.

a) T: R*> R* / T(x 1;x5) = (x1;0)
b) T: R* > R/ T(x13x2) = x; x5
c) T: R R? / T(x15x2;x3) = (x35x2)

2x2 2x2 1 2
d) T:R*> R /T(4)=A.B donde B = (0 J
e) T: R4—> Rz /T (X];X2;X3;X4) = (X1—XQ—X3+X4;O)
f) T: RZ% RS /T (X 15X 2) = (xlf)Cz; *2X1+3X2;XQ72X1)
g) T: RO R/ T (x15005%3) = (X3-22;031-3x27+x3)
h) T: R*—>R*/T (x15%2;%3) = (X1-X25X3-X2)
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3) Probar que existe una unica T.L. T : R2— R* / T(1;1) = (-2;1) y
T (-1;2) =(3;2).

a) expresarla b) hallar T(2;5) y T(-3;3)
¢) (,qué pares (x1;x;) cumplen que T(x1;x,) = (0;0)?
d) hallar Im(T)

4) Dada la T.L. T: R*> R? / T(1;2) = (-1;0;2) y T(2;1) = (0;2;-1),
hallar T(3;3) y T(0; —1).

5) Probar que existe una unica T.L. T: R*— R* / T(1;1;1) = (2;3),
T (1;1,0) = (1;1), y T (1;0;0) = (0:4).

a) expresarla b) hallar T (4;5;2)
¢) ;qué terna (x;;x,;x3) verifican que T (x;;x2;x3) = (0;0)?

6) (Existe una TL. T: R2> R*/ T (1:-1) = (-2;3), T (-1;2) = (3;2) y
T(4;2) = (-3;1)? Si existe, encontrarla, si no justifique porqué no
existe.

7) (Existe una TL. T: R’>—» R/ T (1;-1;2) = -2, T (-1;2;3) =3? Si
existe, encontrarla, si no justifique porqué no existe.

8) (Existe una T.L. T: R>— R*/ T (1;1;1) = (1;2), T (1;1;0) = (1;2),
T (1;0;0) = (=1;1)? Si existe, encontrarla, si no justifique porqué no
existe.

9) Extender por linealidad a todo el espacio las siguientes T.L. defini-
das sobre las bases indicadas

a) T: R*— R /T(1;0;0) = (1;0; —2), T(0;1;0) = (-1;1;2),
T(0;0;1) = (2;-1;3)
b) T: R2— R/ T(1;0) = (1;2;0), T(0;1) = (0;3;1)
¢) T: R’— R*/ T(1;0;0) = (2;3), T(0;1;0) = (—1;4), T(0;0;1)= (5; -3)
d) T: R*— R*/ T(0;1;1) = (1;-1;2;0), T(~1;1;0) = (0;0;:-2:3),
T(0;-1;0) = (-1;-1;0;0)
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10) Sean T, y T, dos transformaciones lineales definidas de R> R,
Determinar si definen la misma transformacion lineal si se sabe que:

T (1;1;1) = (4:2;-2) Ty(1;0;1) = (2;3;1)
T (-L;1;1) = (-2;0:-4) T»(1;1;0) = (5;0;-2)
T (1;-1;1) = (0;4;4) T>(0;1;1) = (1;1;-3)

Si fuesen la misma transformacion lineal indicarla.

11) Hallar la matriz asociada a cada una de las siguientes transforma-
ciones lineales considerando las bases canonicas a no ser que se in-
dique otra. Hallar nticleo, imagen, una base de cada uno, nulidad y
rango.

a)T: R*>R*/T (x130) = (01-2x25-x1 1)
b) T: R RY/T (x15x23x3) = (x1=Xx23X0Hx3;2x1-Xp-x3;-X1Hx0+2x3)
¢) T: RP5 R/ T (x13025x3) = (2x1—00+3x3;4%1—25,H6x3;—60t1+3x-9x3)
d) T: R— R?/ T (x13x23x3) = (x1—x0Hx3;-2x1+2x5-2x3)
e) T: R3—> R3 /T (X|QXQ;X3) = (X]—XQ+2X3;3X1+XQ+4X3;5)C1—X2+8X3)
) T: R>> R/ T (x13%0) = (1-2x2;2x1+0x2), By={(1;-2), (3;2)},
B={(13-2), 3:2)}
) T: R*>R*/T (x15x23%3) = (2x1Hx0tx350-3x3),
B,={(1;0;1), (1;1;0), (1;1;1)}, By={(1;-1), (2;3)}

12) Sea T: R*— R? /T(1;1;1) = (2;1), T(1;2;0) = (3;0) y T(2;0;0) = (0;5)

y B={(1;1;1), (1;2;0), (2;0;0)}, By={(2;1), (1;4)}, hallar la matriz
que caracteriza a la transformacion lineal.

13) Dada T: R™"— R™"/ T(4) = A-A', hallar: a) nticleo, b) imagen.

14) Dadas las siguientes T.L. hallar el nucleo, la imagen, una base de
cada uno, la nulidad y el rango.

a) T:R*—> R*/ T (1;1) = (2:4), T(-1;2) = (1;2)

b) T: RS R/ T (1;1;1) = (4;2;-2), T(-1;2;0) = (1;-3;-7),
T (-1;0;0) = (-=3;-1;-1)
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15) Determinar cuales de las transformaciones lineales del ejercicio dos son
monomorfismos, cuales epimorfismos, y cuales automorfismos.

16) Dadas las siguientes transformaciones lineales probar que son automorfis-
mos y hallar sus inversas

a) T: R2> R?/ T (x13%2) = (x1+x2:%0-X1)

b) T: R2—> Rz /T (x15%2) = (2x1;61-X2)

O) T: RP— R’/ T (x1323) = (23 X1:2;-x3)

d) T RO R/ T (r13603%3) = (635 X0+15-%2)

e) T: RS RY/T (x13%25%3) = (X1HX2;X0TX35x3+ X1)

f) T: R3—> R3 /T (X] ;X2;X3) = (X|—3XQ—2X3;)C2—4)C3;X3)

17) Dadas las siguientes T.L. hallar a) T,0T,(x), b) T,0Ts(x), ¢) verifi-
car que la matriz asociada a la transformacion lineal compuesta es
el producto de las matrices asociadas a cada transformacion lineal
en el orden correspondiente.

Ti: RP> R/ T (x13x0) = (x1+x2; x1)
To: RP—> R*/ T (x13x05x3) = (x1+x35-x2)
Ts: R3—) R3 /T (X1;X2;)(?3) = (2X|;—X3;X2 + X3)

18) Probar que:

a) SiT: V— WesunaT.L., es inyectiva < N(T) = {0,}.

b) SiT: V- Wesuna T.L. y {vi,v,,...,vy} €s un conjunto de vec-
tores de V linealmente dependiente, entonces su imagen es un
conjunto de vectores linealmente dependiente en W.

¢)SiT: V— WesunaT.L.y {v,v,..,v,} son vectores de J tales
que sus imagenes constituyen un conjunto de vectores L.I. en W,
entonces { vi,va,...,vu} es L.I.en V.

d) SiT: V— Wesuna T.L. inyectiva 'y {vy,1,,...,v,} €s un conjunto
de vectores L.I. en V, entonces su imagen es un conjunto de vec-
tores L.I. en W.

19) Construir una T.L.: R*— R?/ {(-1;2)} sea base de N (T) y {(1;-1)}
sea base de Im(T).
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20) Construir una T.L.: R's R?/ {(1;0;1;0);(0;1;1;0)} sea base de
N(T) y {(3;—4;1); (2;1;-1)} sea base de Im(T).

21) Construir una T.L.: R’ R} /N (T) =xeR*/x; + x,+ x3=0} y que
Im(T)={ye R*/ y;+y,=y, +y3=0}.

22) Construir una T.L.: R*— R* / N(T) = {xeR*/ x; + 2x,= 0} y que
Im (T)=R>.

23) Construir una T.L./ N(T) = Im(T), a) de R*— R?, b) de R*— R’

24) Determinar la transformacién lineal definida por la matriz 4 res-
pecto de la base candnica, indicar el nticleo y la imagen:

0 1 1 1 1 -1
1 -2 1 -2 4 2
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RESPUESTAS

1) a) si, b) no, c) no, d) no, e) si, f) si, g) si, h) no, i) no, j) si, k) no,
1) si, m) si

2)a) N(T) = {(0;x2), xR} B={(0;1)}, n(T)=1
Im(T) = {(1;0), y1ieR} B={(1,0)}, (T)=1
b) N(T) = {(xi;=x1), xieR} B = {(1;-1)}, n(T) =1
Im(T) =R B={(1)}, r(T)=1
¢) N(T) = {(x1;0;0), x;eR} B = {(1;0;0)}, n(T)=1
Im(T) = R? B = {(1;0); (1;0)}, r(T) =2
o of s
d) N(T) = No tiene base n(T)=0
0 0
1 0Y(O0 1)Y(O0 O)Y(O O
w- 303 0o oJ(1 ol 1)
0 0)J{0o O0){1 0){0 1
(T)=4
e) N(T) = {(xatx3—xs; X2.X3. X4), 26 R, x3€ R A x4€R}
B = {(1;1;0;0)}, n(T)=3
Im(T) = {(»1;0), »ieR}  B={(1;0)}, (T)=1
f) N(T)={(0;0)}, No tiene base n(T)=0
Im(T) = {(v1:y25-4y1592), MER AmeR]
B = {(1;0;-4); (0;1;-1)}, (T)=2
g2) N(T) = {(2xzx25x2), xo€R} B = {(2;1;1)}, n(T)=1
Im(T) =R? B={(1;0), (0;1)}, r(T)=2

3)a) T (xp;x2) =(— gxl + %xz N sz b) T (2;5) =(-2;5), T(-3;3) =(8;3)

¢) T(0;0) = (0;0) d) Im(T) = R?
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4) TG3) = C12:1), TO1) = @%—%}

5)a) T (x1;x25x3) = (xtx3;4x—-3x212x3), b) T (4;5;2) = (7;5)

¢) N(T) = {(%)@ =Xy, x3j/ X, € ER}

6) No existe porque {(1;-1);(-1;2);(4;2)} no es base, no es L.I.
7) No existe porque {(1;-1;2); (—1;2;3)} no es base, no es S.G.
8) Si, porque {(1;1;1);(1;1;0); (1;0;0)} es una base de R>.
9) @) T(x1;x2;x3) = (1202720330033 3x3+2x2-2x1)

b) T(x15x2) = (x1;2x143x2;%2)

C) T(Xl;XQ;X3) = (2X1*X2+5X3;3X1+4X2*3X3)

d) TCri3x25x3) = (oporasxy Txo—2x3;2x3+2x1;-3x)

10) Son la misma T.L., T(x1;x2;x3) = (3x1H2x0—x3;01—X2+2x3;%1—3x3)

1)a) 4= { 11 _lzj},N(T) — {(0:0)}, no tiene base, n(T)=0

Im(T) =R?, B = {(1;0), (0;1)}, (T)=2

1 -1 0
0 1 1

b) A= 5 . .t N(T) = {(0;0;0)}, no tiene base, n(T) =0
-1 1 2

Im(T) = {(yiy2y301t2r93), IER A yER A y3eR}
B = {(1;0;0;1),(0;1;0;1),(0;0;1;-1)}, (T)=3
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2 -1 3
c)A=| 4 -2 6 |, N(T)= {(x1;2x1+3x3:x3) Ax;€ER A X3 R}
-6 3 -9

B = {(1;2;0),(0;3;1)}, 1(T)=2
Im(T) = {(vi;2y1;-3y1), yieR}, B= {(1;2;-3)}, n(T)=1

1 -1 1
d) A= ( 5 2J , N(T) = {(x1;x112x2;00) Ax1€ER AXeR}

B = {(1;1;0),(0;;1)}, «(T)=2
Im(T) = {(vi;-2y1), »ieR}, B={(1;-2)}, n(T)=1

I -1 2
e) A=|3 1 4 . N(T) = {(—3)62;)(?2;2)62) N Xp€E R},
5 -1 8

B=1{(-3;1;2)}, r(T)=1
Im(T) = {(y1r—>2:3y112:501) AViIER AER |,
B = {(1:3;5);(-1;1;-1)}, r(T)=2

{(? //}} , N(T) = {(0;0)}, no tiene base, n(T)=0

Im(T) =R?, B={(1;0), (0;1)}, r(T)=2

g) A= [ ? ?} N(T) = {(—x3;3x3;x3) A x3€ R}

B={(2:3;1)}, (T)=1
Im(T)=R>% B = {(1;0); (1;0)}, ®(T)=2

L
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13) a) N(T) = {AeR™"/ 4 es simétrica}
b) Im(T) = {4€R™"/ 4 es antisimétrica}

14) a) N(T) = {(x;;=x) Axi€R}, B={(1;-1)}, r(T)=1
Im(T) = {(vi;2y1) AyieR}, B={(1;2)}, 1(T)=1
b) N(T) = {(0;0 ;0)}, no tiene base, n(T) =0
Im(T) =&, B = {(1,0;0), (0;150), (0;1;0)}, 1(T) =3

15) monomorfismos: d), f) epimorfismos: b), ¢), d), h)
automorfismos: d)

2 2
W ow —2w,
2 2 j
¢) T (wiswasws) = (w, —wy,; w —w,)

w=w, W, +W1j

16) a) T (wi3w2) :( ;

b) T (wi3w») =[

d) T (wizwaws) = (w, +wy;—wy,—w,)

w—=w,+w, W, +w,—Ww, W,—W, +Ww
C)T_I(Wl;Wz;W3):(I 22 3,2 21 2,2 21 3}

£) T (wiswasws) = (wy +3w, +14wyw, + 4wy wy)
18) a) T10Tx(x) = (x1Hz—x2;x17x3)  b) To0T3(X) = (20013 +x25x3)
19) 20) 21) hay infinitas T.L., ver ejemplos resueltos en pag. 234-236
22) No existe porque dimR* =2 # 1+ 3

23) a) hay infinitas, n(T) = r(T) =1,
b) no existe porque las dimensiones deberian ser 1,5.

24) a) T: R3—>R3 / T(Xl;XZ;X3) = (X2+X3;X1+3X3;X172XZ+X3)
N(T)={(-3x3;-x3;03) Ax36R}
Im(T)={(ri;y3t2y133) AVIER A y3eR}
b) T: RP>R?/ T(xr;x05x3) = Oertx—x3;3x1-3x—3x3;—2x1+4x,+2x3)
N(T)={(x1;0:x1) AxieR} Im(T)={(2ty3;02:03) AER A y3eR}
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Capitulo 6

Programacion Lineal

Introduccion. Resolucién grafica de problemas de
maximizacién y minimizacion.

Métedo Simplex. El problema dual.
Posoptimizacidn: precios sombra,

costo de oportunidad, andlisis de sensibilidad.







PROGRAMACION LINEAL
Introduccion

El problema de la Programacién Lineal forma parte de la Investiga-
cion Operativa que tiene su origen en la segunda Guerra Mundial. En
el posible ataque de Alemania, Inglaterra no sabia donde ubicar sus
tropas. Las tropas se debian ubicar de manera tal que pudieran acudir
eficazmente a cualquier punto.

Actualmente la Programacién Lineal se utiliza para resolver proble-
mas que se plantean en la industria, el comercio, la defensa, etc. Su
objetivo es el asesoramiento en la foma de decisiones para obtener los
mejores resultados posibles. Se trata de optimizar los resultados. Eso
quiere decir: obtener el mayor beneficio, el menor costo, el mejor ren-
dimiento, etc.

La Programacion Lineal es un modelo que se utiliza en Investigacion
Operativa y trata aquellos problemas que pueden ser expresados a tra-
vés de relaciones lineales (es decir con exponentes iguales a 1) que
vinculan a las distintas variables con los datos.

En un problema de Programacion Lineal nos encontramos con:

a) un conjunto de inecuaciones, que son las restricciones del problema.

b) restricciones de no negatividad (las variables no pueden ser negati-
vas).

¢) una funcidén que hay que optimizar (es decir obtener de ella un
maximo o un minimo) llamada funcional o funcion objetivo.

Todo problema de programacion lineal consta de estas 3 partes.

Se trata de la asignacién de recursos limitados (de ahi las restriccio-
nes) orientada a maximizar o minimizar alguna funcién: costo, benefi-
cio, ingreso, etc.

Veremos en primer lugar un ejemplo sencillo que podemos resolver
graficamente.
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Un ejemplo sencillo - resolucion grafica

Un frigorifico cria truchas y salmones. Cada alimento tiene un costo
de mano de obra y de materia prima. También hay una determinada
capacidad de produccion. Ademds la venta de cada producto genera
un beneficio. Todos estos valores estan dados por la siguiente tabla.

Productos S T Disponibilidad
Recursos
Mano de obra 5 6 15.000
Materia prima 10 20 20.000
Cantidad de unidades 1.500
Beneficio por unidad 60 80

¢ Cuantas truchas y cuantos salmones conviene criar para obtener el
maximo beneficio?

Vemos que tenemos recursos escasos, 15.000 para invertir en mano de
obra, 20.000 para invertir en materia prima y que 1.500 es la capaci-
dad maxima de produccion.

Por otro lado tenemos las restricciones de no negatividad (ninguna de
las variables que interviene puede ser negativa). Y ademas tenemos
que obtener el maximo de la funcién beneficio.

Toda esta informacion podemos expresarla como un sistema de in-
ecuaciones:

3§ +67 <15.000
10S +207 <20.000
S+7T<1.500
5§20
T=0

En este sistema de inecuaciones tenemos expresadas las condiciones
a) y b) sefialadas.

Las desigualdades se deben a que no hay necesidad de consumir todos
los recursos, lo que si sabemos es que no podemos consumir mds que
los que tenemos disponible.
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Nos falta determinar cual es el funcional. La funcidn beneficio es:
B=60S5+80T.

Hay que buscar, de todos los valores de S'y T que satisfacen el sistema
de inecuaciones, aquel que haga maximo el beneficio. En esto consiste
basicamente un problema de programacion lineal, que se complica
cuando el numero de variables aumenta. Resolveremos este caso gra-
ficamente y luego plantearemos el problema general de la programa-
cion lineal y su forma de resolverlo: el método Simplex.

Resolucion

Las condiciones de no negatividad restringen el problema al primer
cuadrante. Los puntos que satisfacen cada inecuacion pertenecen a un
semiplano. Los puntos que satisfacen todas las inecuaciones pertene-
cen a la interseccion de dichos semiplanos, que en este caso s un po-
ligono convexo y cerrado (en otros casos es abierto).

Solucion factible: es cualquier conjunto de valores de las variables
que cumple con todas las restricciones.

Teorema: si hay una solucién unica que maximiza o minimiza el fun-
cional entonces tal solucidon corresponde a un vértice del poligono de
soluciones factibles. Si hay mas de una solucion factible que sea ex-
tremo, por lo menos dos de ellas deben corresponder a vértices adya-
centes del poligono de soluciones factibles y también seran extremo
todas las soluciones factibles que sean combinacion lineal convexa de
los mismos.
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Por lo tanto para determinar la solucion optima es necesario evaluar la
funcién objetivo o funcional solamente para soluciones que corres-
pondan a vértices del poligono de soluciones factibles.

Vemos que el poligono tiene 4 vértices. Segun el teorema la solucion
debe hallarse en uno de esos vértices. Evaluamos el funcional en cada
vértice.

En (0;0) B =60x0+ 80x0=0

En (0;1000) B =60x0+ 80x1000 = 80.000

En (1000;500) B = 60x1000 + 80x500 = 100.000
En (1500;0) B =60x1500 + 0x0 = 90.000

Lo que significa que la mayor ganancia se obtiene cuando se crian 1.000
salmones y 500 truchas y el beneficio asciende a 100.000. Cualquier
otra combinacion de truchas y salmones genera una ganancia inferior.

Otro ejemplo

Un fabricante produce triciclos y motos, los cuales se procesan a tra-
vés de dos centrales de produccion mecdnica. La primera tiene un
madximo de 120 horas disponibles, y la segunda tiene un mdximo de
180 horas disponibles. La manufactura de un triciclo requiere 6 horas
de la central 1y 3 horas de la central 2; la fabricacion de una moto
requiere de 4 horas en la central 1 y 10 horas en la central 2. Si el
beneficio por cada triciclo es de U$S 45 y por cada moto es de
USS 55, determinar el nimero de triciclos y de motos que se deben
fabricar para obtener el mdaximo beneficio.

Aca estamos nuevamente frente a una asignacion de recursos, si desti-
nar las horas disponibles de cada central para producir motos o bici-
cletas. Planteamos el sistema de inecuaciones:

6T +4M <120
37 +10M <180 B=45T+ 55M es el funcional.
T=0,M=>0
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Donde T es el numero de triciclos y M el de motos que han de produ-
cirse.

Vemos que el poligono tiene 4 vértices. Segun el teorema la solucion
debe hallarse en uno de esos vértices. Evaluamos el funcional en cada
vértice.

En(0;0) B=45x0+55x0=0

En (0;18) B=45x0+55x18 =990
En (10;15) B=45x10+ 55x15=1.275
En (20;0) B =45x20 + 0x0 =900

Vemos que el mayor beneficio se obtiene si se fabrican 10 triciclos y
15 motos. Este asciende a 1.275 dolares.

Ahora un ejemplo distinto

Veremos ahora un ejemplo donde las restricciones son desigualdades
de >, se debe minimizar el funcional y el poligono es no acotado.

Dos alimentos X e Y contienen vitaminas A, B 'y C en las cantidades
que se indican en la matriz. También en la matriz figura la cantidad
minima que necesita una persona de cada vitamina para seguir una
dieta equilibrada y el precio unitario de cada alimento.

Debemos determinar qué cantidad de cada alimento debe tener la dieta
de tal manera que el costo de seguir la dieta sea el minimo posible.

Alimentos X Y Cantidad minima
Vitaminas necesaria
Vitamina A 3 1 12
Vitamina B 3 4 30
Vitamina C 2 7 28
Costo por unidad 3 2

Expresamos las inecuaciones y formamos la funcion objetivo, que en
este caso hay que minimizar.
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3x+y>12
3x+4y>30
2x+7y =28
x20,y=20

el funcional es z = 3x +2y

Las restricciones ahora son de mayor o igual porque lo que hay que
garantizar es el minimo de vitaminas que exige la dieta.

Representamos el poligono y de-
terminamos los vértices en los cua-
les luego hay que evaluar el fun-
cional. Vemos que el poligono
ahora es no acotado y que hay 4
vértices. Evaluamos el funcional en
los vértices.

En(0;12)  z=3x0+2x12=24
En (2;6) Z2=3x2+2x6=18
En (7;2) z=3x7+2x2=25
En(14;0)  z=3x14+0x0=42

Vemos que el menor costo que permite hacer la dieta es 18 consu-
miendo 2 unidades del alimento X'y 6 del alimento Y.

METODO SIMPLEX

Cuando hay mas de dos variables no se puede resolver el problema
graficamente y se debe recurrir a otros procedimientos. Veremos ahora
el método Simplex que consiste en ubicarse en una solucion factible
que a veces sera el origen (no necesariamente) y preguntarse si la so-
lucidn es Optima. Si lo es se pregunta si es Gnica. Si no es Unica busca
qué otras son optimas. Si la hay debe ser un vértice adyacente al dado.
Si no es dptimo entonces se pregunta a cual vértice adyacente puede
pasar mejorando el funcional. Trata de pasar a aquel vértice adyacente
que lo mejora lo mas posible, aquel que de el mayor salto inmediato,
en caso de haber varios vértices adyacentes.
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Al pasar a un nuevo vértice se repite el procedimiento, el cual se agota
porque el nimero de vértices es finito. El método busca sobre los vér-
tices.

A) Desigualdades de <

En general podemos plantear matricialmente este caso de la progra-
macion lineal ast:

AX<B
X=0
z = C.X = maximizar

donde A4 es la matriz de los coeficientes de las inecuaciones o restric-
ciones, B es la matriz columna de los recursos (los elementos de B no
deben ser negativos, si alguno lo fuese se multiplica la inecuacion por
(-1), X es la matriz columna de las incdgnitas o variables de decision
(productos a producir) y C es la matriz fila de los coeficientes de la
funcion objetivo o funcional. Los Cj indican el beneficio o la ganancia
que se obtiene al vender una unidad del producto j, es la contribucion
por unidad a la ganancia de cada producto.

Veamos el siguiente ejemplo ya resuelto graficamente, el de las bici-
cletas y las motos.

6B +4M <120
3B+10M <180 , haciendo B =x; y M = x;, el sistema queda:
B>0,M>0

6x, +4x, <120
3x, +10x, <180

x20,x,20

Se transforma el sistema de inecuaciones en un sistema de ecuaciones
porque es mas sencillo trabajar con ecuaciones que con inecuaciones.

261



Alejandro E. Garcia Venturini

Para ello se agrega a cada ecuacion una variable positiva denominada
de holgura (slack, en inglés). Si la desigualdad es de < la variable de
holgura se suma, si es de > la variable de holgura se resta. Las varia-
bles de holgura tienen coeficiente O en el funcional porque no contri-
buyen al valor del mismo. En este ejemplo agregamos una variable de
holgura a cada inecuacion que denominamos s; y s, respectivamente.

Hay tantas variables de holgura como recursos tenga el problema. Las
variables de holgura, en la solucion optima, representan los recur-
sos disponibles no utilizados. Si en la solucion optima la variable de
holgura vale 0, ese recurso esta saturado (se ha utilizado totalmente).
Al agregar mas variables que ecuaciones queda un sistema de ecua-
ciones con infinitas soluciones de la cual debemos buscar la dptima.
El sistema queda:

6x, +4x, +s5, =120
3x, +10x, +s5, =180

Tenemos un sistema con m ecuaciones (m es el nimero de recursos o
restricciones) y n+m variables (a las n variables originales se suman
m variables de holgura).

En este caso tenemos dos ecuaciones (hay 2 recursos) y 4 variables
(las 2 originales y las 2 de holgura). Todas las variables deben ademas
ser no negativas. Una solucién factible es ahora un conjunto de valo-
res que satisfacen todas las ecuaciones y las condiciones de no negati-
vidad, por ejemplo S;={(10;20;20;50)}. En cambio S,={(10;20;-20;
-50)} es solucidn pero no es factible porque tiene valores negativos.

Solucion basica

Este sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones. Podemos expre-
sar algunas variables en funcion de las otras. Por ejemplo podemos
despejar las variables de holgura y expresarlas en funcion de x; y x».

s, =120 - 6x, —4x,
s, =180 —3x, —10x,
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Si le asignamos valores arbitrarios a x; y x, vamos obteniendo las infi-
nitas soluciones del sistema. Hay que determinar cuales son factibles y
de ellas cudl optimiza el funcional.

Para empezar y obtener asi la solucion inicial del problema hacemos
X1=Xp= 0.

Se obtiene asi una solucion bdsica que es cualquier solucidon que se
obtenga de hacer 0 n de las m+n variables. Se puede demostrar que la
solucion optima de un problema de programacion lineal es una solu-
cion basica, es decir que tiene n variables nulas. Obtenemos asi una
solucion bdsica factible (basica porque dos variables son 0 y factible
porque satisface todas las restricciones). Esta primera solucion basica
se denomina solucion basica inicial y es Sy = {(0;0;120;180)}.

Las variables basicas iniciales son las que toman valores no nulos en
la solucidn inicial, en este caso s; y s,. Las otras variables (x; y x,)
son, en la solucidn inicial, variables no bdsicas.

Concepto de base en el simplex

Al agregar las variables de holgura queda un sistema de ecuaciones
cuya matriz de coeficientes es de orden m x n+m con m vectores co-
lumna candnicos.

Estos vectores candnicos Variable que sale
constituyen una base de R".
Las variables basicas son las
que corresponden a los vecto-
res canonicos. En este caso
B = {s1;5,}. El método con-
siste en ir cambiando las va-
riables de la base, entra una
no basica y sale una basica,
hasta encontrar la base que
optimiza el funcional. La variable no basica que entra se transforma en
variable basica y la variable basica que sale en variable no basica.

variables no
basicas

variables
basicas

Variable que entra
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En busca de la primera tabla del método simplex

Una vez transformado el sistema de inecuaciones en un sistema de
ecuaciones formamos la matriz de los coeficientes incluyendo los tér-
minos independientes.

Debajo de la matriz se colocan los coeficientes del funcional que utili-
zando todas las variables (las originales y las de holgura) queda
z=45x; + 55x, + 0s; + 0s,. Dicha linea recibe el nombre de C; (Cj son
los coeficientes del funcional).

X1 X2 Si $2 b;

6 4 1 0 120

3 10 0 1 180
G 45 55 0 0

Partimos de la solucion inicial: Sy = {(0;0;120;180)}. Ademas, a la
izquierda de la matriz se escribe una columna con los nombres de las
variables basicas en la solucion inicial (x;) y a su izquierda la columna
de coeficientes que esas variables tienen en el funcional (C;), es decir
la contribucién por unidad a la ganancia para las variables de la base.
Se obtiene asi la base inicial. En la primera tabla del simplex, como ya
vimos, las variables bésicas iniciales son las variables de holgura.

Al pasar a la tabla siguiente sale una variable bésica y entra una varia-
ble no basica que al entrar se transforma en variable basica. Conven-
drd que ingrese la variable no basica cuyo coeficiente en el funcional
sea mayor, es decir que contribuya a la ganancia con un mayor valor.
Asi se van recorriendo los distintos vértices. Veremos luego como se
determina cual sale y cual entra.

G Xi X1 X2 S1 82 b;
0 51 6 4 1 0 120
0 S 3 10 0 1 180
C 45 55 0 0
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Pasamos ahora a la siguiente tabla. En esta tabla aparecen dos filas mas.
Una es zj, que se obtiene sumando los productos de los coeficientes en la
columna C; (coeficientes de las variables de la base) por los coeficientes
de la columna asociada con la variable respectiva. Para la columna de
los b; se obtiene el z; sumando los productos entre los C y los b;.

Los z (zj iniciales) se obtuvieron de la siguiente manera:

parax;: 0x6+0x3=0
parax;: 0x4 +0x10=0
paraxs;: 0x1 +0x0=0
paraxs: 0x0+0x1=0
para b: 0x120 + 0x180 =0

Los z; correspondientes a las variables indican la pérdida que se pro-
duce por cada unidad que se fabrica de cada producto (es el costo uni-
tario de produccion). Los zj arrancan de valores z, (al inicio son todos
0 porque al no producirse nada no se pierde) y van variando conforme
va cambiando la base.

El z; correspondiente a la columna de los b; indica el valor que va to-
mando el funcional a medida que vamos pasando de un vértice a otro
(ahora vale 0). En el caso de un maximo, este valor debe ir aumentando.

La ultima fila de la tabla (z-Cj) es la resta de ambos. Esta es la dife-
rencia entre la pérdida (z;) y la ganancia (Cj) que se produce al fabricar
una unidad més de x;.

Cada z;—C; representa (con signo contrario), el cambio en el valor ac-
tual del funcional si la variable en esa columna aumenta de valor en
1 unidad, es decir que esa fila refleja la mejora neta que se da en la
funcién objetivo por un aumento de una unidad de cada variable. Por
eso ingresa la variable a la cual le corresponde el negativo de mayor
valor absoluto.

Cuando todos los coeficientes son no negativos no se puede aumentar
el funcional y se llegd a la solucidon 6ptima.

Si el problema es de minimizacion ingresa la variable a la cual le co-
rresponde el positivo de mayor valor absoluto y el proceso se acaba
cuando todos los coeficientes son no positivos.
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Veamos la siguiente tabla y luego la analizaremos:

G X X X2 S 52 b;
0 S 6 4 1 0 120
0 S 3 10 0 1 180 || —
C; 45 55 0 0
20 0 0 0 0 0
20-C; -45 | =55 0 0
T

En este caso por cada unidad de x, que entre el funcional se incremen-
ta en 55 unidades y por cada unidad de x; que entre el funcional se
incrementa en 45 unidades. Por eso que conviene que entre x,.

Al haber valores de zj—-C;j negativos el método continia buscando un
vértice adyacente que mejore el valor del funcional. Debemos determi-
nar qué variable no basica entra y qué variable basica sale de la base
para ir mejorando el funcional. La variable que entra, como ya vimos, es
la que le corresponde el mayor valor absoluto de los zj—C; no positivos.
En este caso entra x, que pasa a ser variable basica. Falta determinar
quién sale. Para eso se divide cada valor de los b; por el coeficiente de la
variable entrante (siempre que éstos sean no negativos ).

Se hace% =30y % =18. Sale la variable a la cual le corresponde

el menor cociente.

Los cocientes entre los b; y los coeficientes de la variable que entra
representan el valor con que se incorporaria la variable a la base si sale
la que corresponde a esa fila.

Este valor conviene que sea lo mas alto posible sin que ninguna varia-
ble se haga negativa, por eso se toma el menor cociente, de lo contra-
rio se corre el riesgo de que la nueva solucidn no sea factible.

Hay que determinar qué variable basica (s; o s,) se hace primero 0 al
ingresar x,. Esa es la variable que debe salir porque al hacerse 0 se

Si no hay alglin cociente no negativo y atn no se llegé a la solucién (por haber z—C;
negativos), el problema no tiene solucién acotada. Ver situaciones especiales en pagi-
na 292.
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transforma en no basica.

En este caso pueden entrar 18 o 30 unidades de x,. Si x, fuese 30, s, se
hace negativa y estariamos en una solucion no factible. Veamos la si-
tuacion: s, = 120-6x;-4x; y s,= 180-3x;-10x,.

Si x, = 30, s; se hace 0, las nuevas variables no basicas son s;=x; =0y
s, =—120, la solucién seria basica pero no factible: S={(0;30;0;-120)}.
Pero si x, = 18, s, =0, las nuevas variables no basicas son s,=x;=0y
s1=48. Queda S; = {(0;18;48;0)} que es una solucién basica factible.
Por eso x; debe entrar con valor 18, es decir que se deben producir, en
este punto, 18 unidades de x, y debe salir de la base s, que pasa a ser
variable no basica.

Vimos que por cada unidad de x, que entra el funcional aumenta en 55
unidades, por lo tanto el funcional debe aumentar en 990 unidades.
Esto se vera reflejado en la siguiente tabla.

El 4 y el 10 en la columna de la variable entrante indican, por cada
unidad de x, que ingresa, que s; decrece 4 unidades y s, 10 unidades;
por lo tanto como entran 18 unidades de x,, s; decrece 72 unidades y
s, decrece 180 unidades a partir de los valores iniciales 120 y 160.

La interseccion entre la variable que entra y la que sale determina un
valor que se denomina pivote. En este caso es el 10 que se obtiene de
intersecar la fila correspondiente a la variable que sale (s,) con la co-
lumna correspondiente a la variable que entra (x;).

La siguiente tabla de la derecha se obtiene aplicando a ésta el método
de Gauss-Jordan visto en el capitulo de matrices. La columna del pi-
vote se transforma en un vector candnico, la fila del pivote se divide
por el pivote y el resto de los elementos se transforman aplicando la
regla del rectangulo (ver pagina 32). En la matriz de la izquierda apa-
rece ahora la variable que entrd (x;) en lugar de la que salid (s,). La
nueva base es B = {s;x,}. Los vectores de la base forman siempre una
matriz unitaria positiva.

G Xi Xy X 5y 52 b;
0 S 24/5 0 1 -2/5 48 -
55 X 3/10 1 0 1/10 18
C 45 55 0 0
Z1 33/2 55 0 11/2 990
z21-C; -57/2 0 0 11/2
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Los zj se obtuvieron de la siguiente manera:
24

parax;: Ox—+ 55xi _33
5 10 2

para x;: 0x0 + 55x1=55

para x3: 0x1 + 55x0=0

1 11
para x4 0x —g +55x —=—
5 10 2

para b: 0x48+55x18 =990

Las variables basicas ahora son s; y x, que toman valores 48 y 18 res-
pectivamente, valores que se pueden leer en la columna b;. Las varia-
bles no basicas son x; y s,. Estas variables toman valor 0 en la nueva
solucion, por lo tanto la nueva solucion bésica es S; = {(0;18;0;48)}.
Para esta nueva solucién el funcional vale 990.

Como todavia hay valores de z—C; negativos debemos continuar. Nue-
vamente hay que elegir la variable que entra y la que sale. Entra la
Unica variable a la que le corresponde un z—C;j negativo, es decir x;.
Para determinar quién sale debemos efectuar los cocientes entre los b;
y los coeficientes de la variable que entra (x;).

% =10, %= 60, sale la que le corresponde el cociente no negati-
5 10

. - . . 24
vo mas pequefio, es decir s;. El pivote ahora es 5 Volvemos a trans-

formar la matriz de la derecha aplicando el método de Gauss-Jordan.
A la base entre x; que se convierte en variable basica y reemplaza a s,
que pasa a ser variable no basica. La nueva base es B = {x;;x,}.

C; X; X1 X2 51 52 bi

45 X 1 0 5/24 -1/12 10

55 X3 0 1 -1/16 1/8 15

G 45 55 0 0

Z5 45 55 95/16 25/8 1275
2,-C; 0 0 95/16 25/8
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Al ser todos los valores de z—Cj no negativos (positivos o 0) hemos
llegado a la solucidon del problema que es x;=10 y x,=15. Conviene
producir 10 bicicletas y 15 motos. El valor del funcional lo da el z;
correspondiente a la columna de los b;, en este caso es 1275.

Las variables de holgura, al no figurar en la base, toman valor 0, es de-
cir que s; = s, = 0. Esto significa que todos los recursos estan saturados.

La nueva solucion es S, = {(10;15;0;0)}.

La secuencia de los vértices que se recorrieron es: (0;0), (0;18), (10;15).

Esta se obtiene teniendo en cuenta los valores correspondientes a las
variables originales, en este caso x; y x,, en la columna de los b; cuan-
do éstas aparecen en la base. En la primera base, x; y x, no aparecen,
por lo tanto sus valores son 0, el vértice es el (0;0). En la segunda base
aparece x; a la cual le corresponde en la columna de los b; el valor 18,
al no aparecer x; ésta tiene valor 0, el vértice es (0;18). En la tercera
base aparecen x; y x, con valores en la columna de los b; de 10 y 15
respectivamente. El vértice es por lo tanto el (10;15). Veamos otro
ejemplo.

Otro ejemplo
En este ejemplo partimos del sistema de inecuaciones. Tenemos 3 in-
ecuaciones y 2 incégnitas. Maximizar z = x| + x; sujeta a:

2x, +8x, <24

4x, +3x, <16

10x, +x, <40
x,20,x,20

Agregamos las variables de holgura, en ese caso sy, 5, y §3 para trans-
formar el sistema de inecuaciones en uno de ecuaciones.

2x, +8x, +5,=24
4x, +3x, +s, =16, el nuevo funcional es z =x; + x, + 0s; +0s; +0s3
10x, +x, +5,=40
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Formamos la primera tabla para lo cual tomamos como solucion inicial
So= {(0;0;24;16;40)}. Esta se obtiene dandole a x; y x, valor 0, es decir
tomando como variables basicas iniciales a 51, 5, y §3. B ={s1; $2; 53}.

G X x| x| s 82 53 b;
0 S1 2 8 1 0 0 24
0 S2 4 3 0 1 0 16 -
0 S3 10 1 0 0 1 40
G 1 1 0 0 0
Z 0 0 0 0 0
20-C; -1 -1 0 0 0
T

Estamos ubicados en el vértice (0;0), el funcional vale 0. Como hay
valores negativos de los z;—Cj debemos pasar a otro vértice. Entra la
variable x; (podria haber entrado x, porque tienen el mismo valor de
z,-C;). Para determinar quién sale debemos efectuar los cocientes en-
tre los b; y los coeficientes de x; (24:2 = 12, 16:4 = 4, 40:10 = 4). El
menor cociente no negativo corresponde a s, (podria haber sido s;
porque tiene el mismo cociente, que es 4). El nuevo vértice es (4;0).
Entra la variable x; que se transforma en variable basica y sale la va-
riable s, que pasa a ser variable no basica. La nueva base es
B = {s1;x1;83} y la solucidn es Sy = {(4;0;16;0;0)}.

Veamos como queda la nueva tabla. El pivote es el 4 que corresponde
a la interseccioén de la fila s, (variable que sale) y la columna x; (varia-
ble que entra).

G Xi X1 X2 S1 §2 83 b;
0 S 0 1372 1 -1/2 0 16 -
1 X1 1 3/4 0 1/4 0 4
0 83 0 -13/2 0 -5/2 1 0
G 1 1 0 0 0
z 1 3/4 0 1/4 0 4
z1-G; 0 -1/2 0 1/4 0
T
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Vemos que hay valores negativos en el renglon de los z-Cj. Hay que
continuar. Entra ahora x, y para saber cual sale volvemos a efectuar
los cocientes entre los b; y los coeficientes de x, (16:0,65=2,46;
4:0,75= 5,33; 0:-0,65=0). En este caso sale x; ya que le corresponde
el menor cociente no negativo, que es 2,46. La nueva base es
By = {x2;x1;55}. Veamos como queda la siguiente tabla al entrar x, y

salir 5;. La nueva solucién es S, = {ﬁ '2;0;0;1 6)} .

13713

G Xi X1 X2 S1 $2 83 b;

1 X 0 1 2/13 -1/13 0 32/13

1 X1 1 0 -3/26 4/13 0 28/13

0 S3 0 0 1 -3 1 16

G 1 1 0 0 0

Z 1 1 1/26 3/13 0 60/13
2,-C; 0 0 1/26 3/13 0

No hay z;—C;j negativos, por lo tanto se ha llegado a la solucion que es

xF% y X; :E y el funcional vale % , $3=16, corresponde a recur-

sos no utilizados. Las variables no basicas son s; y s, que toman valor
0, corresponden a recursos saturados.

Veamos ahora un ejemplo con 3 variables

En este ejemplo también partimos del sistema de inecuaciones. Tene-
3x, +2x, +x; <10
mos 2 inecuaciones y 3 incognitas.  x; +4x, +2x; <12

x20,x,20,x,20

El funcional que hay que maximizar es z = 2x; + x, + 3x3.
Agregamos las variables de holgura, en este caso s; y s, para trans-
formar el sistema de inecuaciones en uno de ecuaciones.
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3x,+2x, +x;+5,=10 )
, el funcional queda z =2x; + x; +3x3 + 051 + 0s;

X +4x,+2x;+s,=12

Formamos la primera tabla tomando como variables basicas iniciales a
las variables de holgura s, y s,. Para eso hacemos x; = x,=x;=0. La so-
lucion inicial es So = {(0;0;0;10;12)}. La base inicial es By = {s;; s,}.

Ci Xi X1 X2 X3 S1 S2 bi
0 S| 3 2 1 0 0 10
0 2 1 4 1 0 12 || —
G 2 1 3 0 0
Zo 0 0 0 0 0 0
20— 2 -1 3 0 0
T

Estamos ubicados en el vértice (0;0;0), el funcional vale 0. Como hay
valores negativos de los zj—C; debemos pasar a otro vértice. Entra la
variable x;. Para determinar quién sale debemos efectuar los cocientes
entre los b; y los coeficientes positivos de x;. El menor cociente positi-
vo corresponde a s,, que es 6. La nueva base es B; = {s1; x3} y el nue-
vo vértice es (0;0;6). Vemos como queda la nueva tabla. El pivote es
el 2 que corresponde a la interseccidn de la fila s, (variable que sale) y
la columna x; (variable que entra).

G X; X X5 X3 S S b;
0 S 2,5 0 0 1 -0,5 4 | -
3 X3 0,5 2 1 0 0,5 6
G 2 1 3 0 0
zi 1,5 6 3 0 1,5 18
z1-G; -0,5 5 0 0 1,5
T

La nueva solucion bésica es S; = {(0;0;6;4;0)}. Ahora entra x; que es
la imica con z;-Cj negativo. Le toca salir a s; que es a la que le corres-
ponde el menor cociente entre los b; y los coeficientes de x;. La nueva
base es B,= {x1; x3}.
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El pivote es 2,5, que es la interseccion entre la fila s, (variable que
sale) y la columna x, (variable que entra). Veamos la nueva tabla:

G X; X1 X5 X3 S S b;

2 X 1 0 0 0,4 -0,2 1,6

3 X3 0 2 1 -0,2 0,6 5,2

G 2 1 3 0 0

Z 2 6 3 0,2 1,4 18,8
2,-G; 0 5 0 0,2 1,4

La nueva solucion basica es S; = {(1,6;0;5;2;0;0)}. En este caso hemos
llegado a la solucién por no haber zj-C; negativos. La solucion es
x1=1,6, x,=0 y x3=5,2 y el funcional vale 18,8. Las variables de holgu-
ra s; y s, valen 0 por no figurar en la base, lo que quiere decir que to-
dos los recursos estan saturados.

B) Desigualdades de = o restricciones de =

Al ser las desigualdades de >, las variables de holgura se restan y to-
man valor 0 en la solucion inicial. En este caso las variables de holgu-
ra indican lo que la cantidad de insumo utilizada excede a la cantidad
minima.

Ademas, para obtener una solucion factible, se agrega al lado izquier-
do de la desigualdad una variable artificial no negativa (las designa-
mos como «;). Esto se debe a que de lo contrario, al tomar como solu-
cion factible inicial el vector nulo, las variables de holgura quedan
negativas y no conviene trabajar con variables negativas. Dichas va-
riables artificiales tienen coeficiente —M en la funcion objetivo si el
problema es de maximizacion y +M si el problema es de minimiza-
cién, siendo M un valor positivo muy grande.

Asi se asigna a la variable artificial en la funcion objetivo un valor de
contribucién marginal que impide su aparicion en la solucion final.

Si la restriccion es de igualdad no hace falta sumar ni restar la variable
de holgura, solo se suma la variable artificial (ver ejemplo de la pagina
288).
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SINTESIS DEL METODO SIMPLEX
Requisitos:

1. Todas las restricciones deben formularse como ecuaciones.
2. El miembro derecho de una restriccién no puede ser negativo.
3. Todas las variables estan restringidas a valores no negativos.

Si el miembro derecho fuese negativo, se multiplica la inecuacioén por

(-1)
Ejemplo: 2x;-x,>-2,queda —2x;+x, < 2
Transformacion de las inecuaciones en ecuaciones

1. Por cada restriccion de <, al lado izquierdo de la restriccion se le
suma una variable no negativa, denominada variable de holgu-
ra. Esta variable cumple la funcién de equilibrar ambos miem-
bros de la ecuacion y representa los recursos no utilizados.

Ejemplo: x,-2x,<3 = x;-2x;, +s; =3

2. Por cada restriccion de >, al lado izquierdo de la restriccion se le
resta una variable no negativa, denominada variable de holgura.
Esta variable cumple la funcion de equilibrar ambos miembros
de la ecuacion.

3. Por cada restriccion de = y por cada restriccion (=) al miembro
izquierdo de la restriccion se le suma una variable no negativa,
denominada variable artificial.

La variable artificial carece de significado real en el problema, su tni-
ca funcion consiste en ofrecer un punto de arranque adecuado (solu-

cién inicial) para el método simplex, habitualmente el origen.

Ejemplos: 2142 - x3 24 = 2x142x% —-x3-51 ta1=4
X1 42X —x3 =5 = x1+2x% -x3-51 ta1=5
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.Como se obtiene la solucion inicial?

Hay una variable basica por restriccion. Si en la restriccion figuran
solo variables de holgura, va la de holgura. Si hay una de holgura y
una artificial, va la artificial. Las variables originales y las de holgura
que no forman la base son las variables no basicas y por lo tanto valor
0 en la solucién inicial. Los valores de las variables basicas se obtie-
nen reemplazando en el sistema de ecuaciones.

La base inicial

En todo problema de programacion lineal las variables basicas son
aquellas a las que le corresponden los vectores candnicos en la matriz
de los coeficientes del sistema de ecuaciones. O sea aquellas variables
que toman valores no nulos en la solucidn inicial.

Ejemplo
3x,+2x, +x; <5
X, +4x, +2x,212
x tx,—x;=4

x20,x,20,x;20

Maximizar: 2x;+ X+ X3 sujetaa:

3%, +2x, +x;+5, =5
o X T4x, +2x, -5, +a, =12
Transformando las restricciones:

X tx,—x;+a,=4

x20,x,20,x;20

Para obtener la solucién inicial despejamos las variables basicas en
funcion de las no basicas.

§; =5-3x—2x, —x;
a;=12—x,—4x, =2x;+s,

ay =4—x,—x, +Xx;
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Le damos a las variables no basicas valor 0, obtenemos asi la solucion
inicial: So= {(0;0;0;5;0;12;4)}. La base inicial es By = {s;;a1;a2}.

Ejemplos resueltos
2x,+x,<6
a) Buscamos el minimo de z = 2x; +10x; sujeta a que {5x, +4x, 220

x20,x,20

Para transformar el sistema de inecuaciones en uno de ecuaciones hay
que tener en cuenta que la primera inecuacion es de <, por lo tanto se
la transforma suméndole una variable de holgura (s;). La segunda in-
ecuacion es de > por lo tanto para transformarla en una ecuacion hay
que restarle una variable de holgura (s;) y sumarle una variable artifi-
cial (a;). Si no le sumamos la variable artificial, al darle a las variables
originales x; y x, valor 0, la variable de holgura s, toma valor — 20.
Para evitar esto se le suma la variable artificial ;.

Las variables de holgura en el funcional llevan coeficiente 0, y la arti-
ficial, por ser un problema de minimizacién, coeficiente +M. Final-
i . 2x,+x, +s5,=6
mente el sistema queda asi:
5x, +4x, —s,+a, =20

El funcional es: z = 2x; +10x, + 0s; + 0s, + Ma,

Para obtener la primera solucién basica factible debemos tener en
cuenta que las variables no basicas son xj, x, y s1. La solucion inicial
es So= {(0;0;6;0;20)} y la base inicial es By = {sy;a,}. Cuando en una
ecuacion hay una variable de holgura y una variable artificial la que
interviene en la base inicial es la artificial ya que en la solucién inicial
la variable de holgura toma valor 0 porque resta.

La primera tabla es la siguiente:
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G [x X X si | s | a b;
0 St 2 1 1 0 0 6 -
M aj 5 4 0 -1 1 20
G 2 10 0 0 M
Z 5M 4M 0 -M M 20M
2o-C; 5M-2 4M-10 0 -M
T

Como estamos minimizando, recordemos que la busqueda se acaba
cuando todos los zj—C;j son negativos. Al haber valores positivos con-
tinuamos. Debemos ver quién entra y quién sale.

Entra la variable x; que es a la que le corresponde el z—C;j positivo de
mayor valor absoluto (tener en cuenta que M es un valor muy grande).
Para determinar quien sale hacemos los cocientes entre los b; y los
coeficientes de x; (6:2=3, 20:5=4). Vemos que sale x; porque le co-
rresponde el cociente positivo mas pequefio que es 3.

Veamos como queda la proxima tabla:

Ci Xi X1 X2 S1 S2 ai bi

2 X 1 0,5 0,5 0 0 3

M | a 0 1,5 -2,5 | -1 1 5 -
G 2 10 0 0 M

Z 2 1+1,5M 125M -M M 6+5M
21-G; 0  15M9 125M -M_ 0

T

Queda ain un z;—C; positivo, debemos continuar la busqueda. Entra la
Unica variable a la que le corresponde un zj—C;j positivo que es x,. Sale
a; que es a la que le corresponde el tinico cociente entre los b; y los
coeficientes de x, positivo. La siguiente solucidn es y la siguiente base
son S; = {(3;0;0;0;5)} y By = {s1;a1}. La siguiente tabla es:
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G X; X X5 S SH a b;

2 X1 1 0 4/3 1/3 -1/3 4/3

10 X, 0 1 -5/30 -2/3 2/3 10/3

G 2 10 0 0 M

Z 2 10 -14 -6 6 36
2-C; 0 0 -14 -6 6-M

Al no haber z;-C; positivos, hemos llegado al final. La nueva solucion

es S= {[%? 0, 0]} , y el valor del funcional es 36.

5x, +6x,23
b) Buscamos el minimo de z = 2x; + x, sujeta a que 4x, 22
x20,x,20

Para transformar el sistema de inecuaciones en uno de ecuaciones hay
que tener en cuenta que las dos inecuaciones son de >, por lo tanto se
transforman restandoles una variable de holgura y sumandoles una
variable artificial a cada una (s; y a; ala 1°y s, y @, a la 2°). Final-

5x,+6x,—s +a =3

mente el sistema queda asi: { el funcional es:

X =8, ta, =
z= 2X1+X2+0S1+M(11+ OS2+ Maz.

Para obtener la primera tabla debemos tener en cuenta que las variables
basicas iniciales son a; y . Por lo tanto la solucién inicial es
So= {(0;0;0;3;0;2)}. Recordemos que las variables de holgura que restan
(s1 y 52) también toman valor 0 en la solucion inicial. En la base inicial
intervienen las variables a; y a, que toman valores 3 y 2 en la solucion
inicial y tienen coeficiente M en el funcional. By = {a;;a,}. Recordemos
que cuando en una ecuacion hay una variable de holgura y una artificial,
la variable que interviene en la base inicial es la variable artificial.

La primera tabla es la siguiente:
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G | x Xy X 5y ai s | a | b

M | a 5 6 -1 1 0 0 3

M| a 4 0 0 0 -1 1 2 -
C 2 1 0 M 0 M

2 oM 6M -M M -M M 5M
20-C; IM-2 O6M-1 -M 0 -M 0

Como estamos minimizando, recordemos que la busqueda se acaba
cuando todos los zj—Cj son negativos. Al haber valores positivos con-
tinuamos. Debemos ver quién entra y quién sale.

Entra la variable x; que es a la que le corresponde el z—Cj positivo de
mayor valor absoluto (tener en cuenta que M es un valor positivo muy
grande). Para determinar quien sale hacemos los cocientes entre los b;
y los coeficientes de x; (3/5=0,6, 2/4=0,5). Vemos que sale a, porque
le corresponde el cociente positivo mas pequeflo que es 0,5.

Veamos como queda la proxima tabla:

G | x X | x | s o S a bi
M |a 0 6 | -1[1 1,25 -1,25 0,5 -
2 X1 1 0 010 -0,25 0,25 0,5
G 2 1 0 M 0 M
z 2 6M -M M 1,25M-0,5-1,25M+0,5 0,5M+]
21-G; 0 6M-1-M 0 1,25M-0,5-2,25M+0,5
T

La solucioén ahora es S; ={(0,5;0;0;0,5;0;0)} y By = {a;;x}.

Quedan aun z;-C;j positivos, debemos continuar la busqueda. Entra la
variable a la que le corresponde el zj—C;j positivo de mayor valor abso-
luto que es x,. Sale a; (que es a la que le corresponde el menor cocien-
te entre los b; y los coeficientes de x, positivos). La nueva base es
Bo={x,,x,} y la siguiente tabla es:
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G | x Xy X, S a 57 a b;

1 X3 0 1 -1/6 1/6 5/24 =524 | 1/12

2 X 1 0 0 0 -0,25 0,25 0,5

G 2 1 0 M 0 M

Z 2 1 -1/6 1/6 -7/24 7124 13/12
25-C; 0 0 -1/6  1/6-M  -7/24 7/24-M

Al no haber z—C;j positivos, hemos llegado al final. La solucion es
S= (1 'L;O;O;O;O)}, y el valor del funcional es 13/12.

2’ 12
EL PROBLEMA DUAL

A cada problema de programacion lineal, que denominamos primal, le
corresponde un segundo problema de tal programacion que recibe el
nombre de dual. Cuando el primal es de maximizacion, el dual es de
minimizacion y viceversa. Por ejemplo, si el problema primal plantea
la maximizacion del beneficio, el problema dual plantea la minimiza-
cion del costo. El nimero de variables originales del problema dual es
igual al nimero de restricciones del problema primal y el nlimero de
restricciones del problema dual es igual al nimero de variables del
problema primal.

Si el problema primal tiene la siguiente forma estandar:

AX<B AY<C
X=>0 la forma estandar del dual es: Y=>0
z=CX — max 7z =B.Y = min

Si el problema primal tiene la siguiente forma estandar:

AX>B AY<C
X220 la forma estandar del dual es: Y=0
z=CX— min z'=B.Y = méx
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Sintesis de las caracteristicas del problema dual

a) El dual tiene una variable para cada restriccion en el problema pri-
mal.

b) El dual tiene tantas restricciones como variables existen en el pro-
blema primal.

¢) El dual de un problema de maximizacion es un problema de mini-
mizacion y viceversa.

d) Los coeficientes del funcional del problema original son los térmi-
nos independientes de las restricciones del dual y los términos in-
dependientes de las restricciones originales son los coeficientes del
funcional del problema dual.

e) Los coeficientes de una variable cualquiera en las inecuaciones del
problema original aparecen como coeficientes de una inecuacion
en el dual, pero transpuestos.

f) Las desigualdades tienen sentidos inversos en el problema dual y
en el problema original.

Teorema fundamental de la dualidad

Si existe un valor 6ptimo para cada uno de los problemas, dual y pri-
mal, el valor minimo que toma la funcion objetivo z* del problema
dual coincide con el valor maximo que toma la funcién objetivo z en
el problema original o primal.

NOTA: A veces, en lugar de resolver problemas de minimizacién con
restricciones de 2, que suele ser mas complicado por la intervencion
de las variables artificiales, conviene resolver el problema dual que es
de maximizacion con restricciones de <.

Ejemplo
—3x,—-2x,2-6
o . 5x,+x,210
Minimizar 5x; + 9x;, sujeta a:
x; +10x, =9
x20,x,20
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Planteamos el problema dual que es: maximizar z = -6y, + 10y, + 9y;
=3y +5y,ty3<5

sujetaa: { —2y, +y, +10y; <9
»120,y,20,y;20

Resolvemos este problema aplicando el método Simplex. Agregamos
3y, +5y, ty, +5,=5

las variables de holgura s; y s,: TR , el funcio-
-2y, +y,+10y; +s,=9

nal es z' = -6y, +10y, + 9y + Os; + Os..

La primera solucidon es el So = {(0;0;0;5;9)}. La base inicial es
By = {5152} Veamos la primera tabla:

& Vi Yi | | » S S2 bi
0 S| 3 |5 1 1 0 5 -
0 S5 211 ]10] 0 1 9
C 6 10 9 0 0
Zo 0 0 0 0 0 0
20 -C; 6 -10 9 0 0
)

Como hay valores negativos de los Z*j—q debemos pasar a otro vérti-
ce. Entra la variable y,. Para determinar quién sale debemos efectuar
los cocientes entre los b; y los coeficientes de y,. El menor cociente no
negativo corresponde a 51, que es 1. La nueva base es B; = {y;s,}.

Vemos como queda la nueva tabla. El pivote es el 5 que corresponde a

la interseccion de la fila s; (variable que sale) y la columna y, (varia-
ble que entra).
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& i Y1 Y2 | ¥ S 52 b;
10 | 06 | 1 ]02] 02 0 1
0 | s -14 1 0 [98] -02 1 8 || —
G 6 10 9 0 0
z 6 10 2 2 0 10
z"-G 0 0 -7 2 0
T

La nueva solucion es S; = {(0;1;0;0;8)}. Ahora entra y; que es la unica
con z—C; negativo. Le toca salir a s, que es a la que le corresponde el
menor cociente entre los b; y los coeficientes de y;. La nueva base es

Bi={y2:3}.

El pivote es 9,8, que es la interseccion entre la fila s, (variable que
sale) y la columna y; (variable que entra). Veamos la nueva tabla:

G |y i » | »n 81 ) b;
10 |y 0571 | 1 | 0 | 0,204 | -0,02 | 0,836
9 |y 0,043 | 0 | 1 | -0,02 | 0,102 | 0,816
C -6 100 9 0 0

z 4423 10 9 1,86 0,718 157
2-C; 1,577 0 o | 1,86 | 0,718 |

La nueva solucion es S; = {(0;0,836;0,816;0;0)}. En este caso hemos
llegado a la solucion por no haber zj-C; negativos. La solucion es
y1=0,1,=0,836 ¢ y3= 0,816 y el funcional vale 15,7.

Esta es la solucion del dual, es decir la solucion del problema de maxi-
mizacion. A partir de esta solucion se obtiene la solucion del proble-
ma original. El funcional, como indica el teorema de las dualidad vale
también 15,7. Los valores de las variables x; y x, del problema origi-
nal también se encuentran en la tabla bajo las columnas correspon-
dientes a las variables de holgura s, € s,, en la fila z;. Es decir x,=1,86
y x, = 0,718. Para verificar este resultado reemplazamos estos valores
en el funcional del problema original 5x;+9x,=15,7.

283



Alejandro E. Garcia Venturini
Otro ejemplo
2x,+4x, <500
x; +x, <200
x, <100
x20,x,20

Maximizar 20x; + 40x, sujeta a:

Planteamos el problema dual que es: minimizar 500y; + 200y, + 100y;
2y, +y,220
sujeta a: 4y, +y, +y; 240
1»120,y,20,y,20

Resolvemos el problema primal (de maximizacion) aplicando el méto-
do Simplex a partir del cual obtendremos la solucion del problema de
minimizacién. Agregamos las variables de holgura:

2x,+4x, +s5,=500
X, +x,+s5,=200
x, +5,=100

x20,x,20

, el funcional es z = 20x; + 40x, + Os; + Os, + Os3.

La primera solucion es Sy = {(0;0;500;200;100)}, el funcional vale 0.
La base inicial es By = {s;;52.53}.Veamos la primera tabla:

G Xi X1 X2 D $ 83 b;
0 S1 2 4 1 0 0 500
0 S 1 1 0 1 0 200
0 3 0 1 0 0 1 100 || —
G 20 40 0 0 0
Zy 0 0 0 0 0 0
20-G; -20  -40 0 0 0
T
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Como hay valores negativos de los z—Cj debemos pasar a otro vértice,
decir vamos en busca de una nueva solucion. Entra la variable x,. Para
determinar quién sale debemos efectuar los cocientes entre los b; y los
coeficientes de x,. El menor cociente positivo corresponde a s3, que es
100. La siguiente solucion es S;= {(0;100;0;100;100)}. La nueva base
es Bi= {x2;82.55}. Vemos como queda la nueva tabla. El pivote es el 1
que corresponde a la interseccion de la fila s3 (variable que sale) y la
columna x, (variable que entra).

G X; X X3 S S5 S3 b;

0 53 2 0 1 0 -4 100 [—

0 52 1 0 0 1 -1 100

40 X 0 1 0 0 1 100

G 20 40 0 0 0

z 0 40 0 0 40 4000
21-C; -20 0 0 0 40

T

Ahora entra x; que es la tnica con z-Cj negativo. Le toca salir a s; que
es a la que le corresponde el menor cociente entre los b; y los coefi-
cientes de x;.

El pivote es 2, que es la interseccidn entre la fila s; (variable que sale)
y la columna x; (variable que entra). Veamos la nueva tabla:

G Xi X1 X2 S1 §2 83 b;
20 X1 1 0 0,5 0 -2 50
0 S 0 0 -0,5 1 1 50
40 X 0 1 0 0 1 100

G 20 40 0 0 0
Z 20 40 10 0 0 5.000
2-C 0o o] 10 o 0o |

La nueva solucion es S, = {(50;100;0;50;0)} y ahora la nueva base es
B, = {x1;x2.5,}. En este caso hemos llegado a la solucién por no haber
zj-Cj negativos. La solucion es x; = 50, x, = 100 y el funcional vale
5.000. s, = 50, valor que corresponde a recursos no utilizados.

285



Alejandro E. Garcia Venturini

Esta es la solucion del primal, es decir la solucion del problema de
maximizacion. A partir de esta solucién se obtiene la solucion del
problema dual. El funcional, como indica el teorema de las dualidad
vale también 5.000. Los valores de las variables y;, y, e y; del proble-
ma original también se encuentran en la tabla bajo las columnas co-
rrespondientes a las variables de holgura sy, s, y 53, en la fila z;. Es de-
cir =10, y, = 0 e y; = 0. Los valores de las variables de holgura del
problema dual se encuentran bajo las columnas correspondientes a las
variables originales en el renglon zi—Cj, 541 =0, s¢x= 0.

Para verificar este resultado reemplazamos estos valores en el funcio-
nal del problema dual: 500y, + 200y, + 100y; = 5.000.

Correspondencia de las variables

Hemos visto que existe una relacion entre los valores que toman las
variables de ambos problemas en la solucion dptima.

A las variables originales del problema primal le corresponden las va-
riables de holgura del dual y a las variables de holgura del problema
primal le corresponden las variables originales del problema dual.

Interpretacion del problema dual

Como en todo problema economico el objetivo es producir la mayor
cantidad de bienes posibles con una cantidad de recursos dados o bien,
utilizar la menor cantidad de recursos para fabricar una cantidad de
bienes determinada.

En el primer caso estamos en el problema primal y en el segundo caso
en el problema dual.

En este caso en el problema primal buscamos cuantas unidades (x, x,,
..., Xy) de n productos debemos producir para maximizar la ganancia
sujetos a restricciones de m insumos.

En el problema dual buscamos minimizar la cantidad de los insumos
para tener una ganancia mayor o igual a la de la funcién objetivo del
problema primal.
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Un ejemplo econémico del problema dual
Veamos el siguiente problema:

Un empresario, que denominamos I, puede producir 2 bienes, X; y X.
Los insumos que requiere son mano de obra, con una disponibilidad
de 120, y capital, con una disponibilidad de 80.

Cada unidad del bien X, requiere 5 unidades de mano de obra y 2
unidades de capital.

Cada unidad del bien X, requiere 2 unidades de mano de obra y 3
unidades de capital.

A su vez, cada unidad de X;, genera una ganancia de 3§ y cada uni-
dad del bien X, una ganancia de 108. Se plantea qué cantidades de
los bienes X; y X, debe producir el empresario I para maximizar su
ganancia.

Dado este problema, tenemos las siguientes restricciones y el siguiente
5x, +4x, <120

funcional: <2x, +3x, <80 , z=3x;+ 10x, - maximo
x20,x,20

Veamos ahora el problema dual de éste.

Otra opcién que tiene el empresario I es alquilar la mano de obra y el
capital disponible a un empresario II. El empresario II debe determinar
cuanto va a pagar por cada unidad de mano de obra (y;) y por cada
unidad de capital (,) que alquila para minimizar su costo.

z* =120y, + 80 y, — minimo

Esto desde el punto de vista del empresario II. Pero para que la opera-
cién de alquiler se realice, el empresario I debe obtener por la opera-
cion por lo menos lo mismo que obtiene por fabricar sus productos.
Por cada unidad del producto X; que no se produce, quedan disponi-
bles 5 unidades de mano de obra y 2 de capital. Por cada unidad del
producto X; que no se produce, quedan disponibles 4 unidades de ma-
no de obra y 3 de capital.
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El pivote es 2,5, que es la interseccion entre la fila s, (variable que
sale) y la columna x; (variable que entra). Veamos la nueva tabla:

C; X; X1 X5 X3 S S b;

2 X 1 0 0 0,4 -0,2 1,6

3 X3 0 2 1 -0,2 0,6 5,2

G 2 1 3 0 0

Z 2 6 3 0,2 1,4 18,8
2,-G; 0 5 0 0,2 1,4

La nueva solucidn basica es S, = {(1,6;0;5,2;0;0)}. En este caso hemos
llegado a la solucion por no haber zj-C; negativos. La solucion es
x1=1,6, x,=0 y x3=5,2 y el funcional vale 18,8. Las variables de holgu-
ra s, y s, valen 0 por no figurar en la base, lo que quiere decir que to-
dos los recursos estan saturados.

B) Desigualdades de = o restricciones de =

Al ser las desigualdades de >, las variables de holgura se restan y to-
man valor 0 en la solucién inicial. En este caso las variables de holgu-
ra indican lo que la cantidad de insumo utilizada excede a la cantidad
minima.

Ademas, para obtener una solucion factible, se agrega al lado izquier-
do de la desigualdad una variable artificial no negativa (las designa-
mos como «;). Esto se debe a que de lo contrario, al tomar como solu-
cion factible inicial el vector nulo, las variables de holgura quedan
negativas y no conviene trabajar con variables negativas. Dichas va-
riables artificiales tienen coeficiente —M en la funcion objetivo si el
problema es de maximizacion y +M si el problema es de minimiza-
cién, siendo M un valor positivo muy grande.

Asi se asigna a la variable artificial en la funcion objetivo un valor de
contribucién marginal que impide su aparicion en la solucion final.

Si la restriccion es de igualdad no hace falta sumar ni restar la variable
de holgura, solo se suma la variable artificial (ver ejemplo de la pagina
288).
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El funcional queda: z= -3x;+ 2x, + 0s; — Ma;+ 0s, - Ma, — maximo.
La solucion inicial es So= {(0;0;4;4;0;6)}.

Recordemos que las variables de holgura que restan, en este caso s,
son variables no basicas y por lo tanto en la solucion inicial valen 0.

La base inicial es By = {s;a1.a,}.

Veamos la primera tabla

G X; X X3 S ai S a b;

0 S 1 -1 1 0 0 0 4
-M a -1 1 0 1 0 0 4 -
-M a 1 0 0 0 -1 1 6

G -3 2 0 M |-M| -M

Zo 0 -M 0 M |-M| -M [-I10M

29-C; 3 |-M-2| O 0 0 0
T

La tinica variable con coeficiente negativo en el renglon de zi—Cj es x»,
por lo tanto entra x, y le corresponde salir a a; que es la unica variable
a la que le corresponde un coeficiente positivo de x,. La nueva base es
B = {s1;x2;a,}. Veamos la siguiente tabla.

G Xi X1 X2 S1 a $2 a b;

0 S 0 0 1 1 0 0 8

2 X7 -1 1 0 1 0 0 4
-M | o 1 0 0 0 -1 1 6 -
C 3 2 0 M 0 -M

z 2M 2 0 2 M -M 8-6M

21-Cj M 0 0 2#M M 0
T

La nueva solucién es S = {(0;4;8;0;0;6)}, entra x; y sale a,. La nueva
base es Bo={s;x2;x1}.
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Veamos la nueva tabla:

G X x| x| s a S a b;

0 S1 0 [0 1 1 0 0 8

2 X 0 1 0 1 -1 1 10

3 x 0] 0 0 -1 1 6

G 3002 0 -M 0 -M

Z 3002 0 2 1 2 2
25-G; 0 0 0 2tM 1 -2+M

La nueva solucién es S; = {(6;10;8;0;0;0)}, que es la solucion optima
porque ya no quedan coeficientes negativos en el ultimo renglén. El
funcional vale 2. Ademas la variable de holgura s; vale 8 y correspon-
de a recursos no utilizados. s, = 0, lo que significa que el recurso 1
esta saturado.

X +tx,—2x;22
b) Minimizar z = 12x; + 12x,-12 x5 sujeta a: X +x,+x;25

x20,x,20,x;,20

Transformamos las desigualdades en igualdades. Por ser las desigualda-
des de >, a cada una le restamos una variable de holgura (s; y s, respecti-
vamente) y le sumamos una variable artificial (a; y a, respectivamente).

. L X tx,=2x;—8,+a, =2
El sistema de restricciones queda:
—X tX,+x; =8 ta,=5

El funcional queda:
z=12x1+ 12x, - 12 x3+ 0s; + Ma;+ 0s, + Ma, — minimo

La solucion inicial es So= {(0;0;0;0;2;0;5)}. Recordemos que las va-
riables de holgura que restan, en este caso s;y s, son variables no ba-
sicas y por lo tanto en la solucidn inicial valen 0. La base inicial es
BO = {Cll;az}.

Veamos la primera tabla:
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Ci Xi X1 X2 X3 S1 ap S2 a bi
M |[a 1 1 -2 -1 1 0 0 2 | -
M || & -1 1 1 0 0 -1 1 5
G 12 12 -12 0 M 0 M
Zy 0 M -M -M M -M M ™
20-Cj -12 2M-12 -M-12 -M 0 -M 0

T

La tnica variable con coeficiente positivo en el renglon de z—C; es x»,
por lo tanto entra x, y le corresponde salir a a; que es la variable a la
que le corresponde el menor cociente positivo. La nueva base es
B, = {xs;a,}. Veamos la siguiente tabla.

G || x Xy X X3 S a |2 | @ b;
12 | x 1] 1 2 1 1 oo
M a, -2 1 3 1 -1 -1 1 3 .
Cj 12 12 -12 0 M 0 M
Z 12-2M 12 -244+3M  -12+M 12-M -M M 24+3M
Zl‘Cj -2M 0 -1243M -12+M 12-M -M 0
T

La nueva solucién es S; = {(0;2;0;0;0;0;3)}, entra x; y sale a,. La nue-
va base es B,={x,;x;}. Veamos la nueva tabla:

(@] X; X X2 X3 S| a 2 a b;
12 X -1/3 ] 1 0 -1/3 | -1/3 |-2/3 | 2/3
-12 | x5 231 0 1 1/3 -1/3 |-1/3 | 1/3 1
Cj 12 12 -12 0 M 0 M
Zy 4 12 -12 -8 8 -4 4 36
Zz-Cj -8 0 0 -8 8-M -4 4-M
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La nueva solucién es S, = {(0;4;1;0;0;0;0)}, que es la solucion dptima
porque ya no quedan coeficientes positivos en el ultimo renglén. El
funcional vale 36. Ademads las variables de holgura valen 0, lo que
significa que los recursos estdn saturados.

SITUACIONES ESPECIALES

Veamos algunas situaciones especiales que se pueden plantear al apli-
car el método simplex.

El problema tiene situaciones optimas alternativas

A veces la solucion optima del problema, no es tnica. Veamos como
se detecta esa situacion en la tabla final del simplex.

Supongamos el siguiente ejemplo:
2x, +4x, <1.000

6x, +4x, <2.000
2x, +4x, <800

x20,x,20

Maximizar z = 200 x; +400 x, sujeta a:

Procedemos a resolver el problema aplicando el método simplex:

G Xi X1 X2 S1 $2 §3 b;
0 S 2 4 1 0 0 1.000
0 S 6 4 0 1 0 2.000
0 53 2 4 0 0 1 800 || —
G 200 400 0 0 0
Zo 0 0 0 0 0 0
20-G; -200 -400 0 0 0
T

Pasamos a la siguiente tabla:
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G | x Xy X, | 51| 8§ 53 b;

0 S 0 0 1 0 -1 200

1 S 4 0 0 1 -1 1.200
400 | x; 1/2 1 0 0 1/4 200

G 200 400 1 0 0

Z 200 400 0 0 100 80.000
21-G; 0 | 0 0 0 100

Hemos llegado a la solucién éptima que es S; = {(0;200;200;1.200;0)}.
En esta solucion se produce solo el producto 2 (200 unidades) y so-
bran 200 unidades del recurso 1 y 1.200 unidades del recurso 2. Habi-
tualmente a las variables no basicas le corresponde valor no nulo en el
renglon zi—C;.

Pero vemos en este caso que a la variable no basica x; le corresponde el
valor 0 en el renglon z—C;. Cuando esto ocurre quiere decir que hay otra
solucion optima o una solucion optima alternativa, que surge de hacer
entrar a la variable x;. Lo que pasa es que el funcional no va a mejorar. A
ambas soluciones optimas le corresponde el mismo funcional.

Nota: para que la solucién optima sea unica en el renglon z—C; debe
haber tantos ceros como variables basicas. Aqui hay 3 variables basi-
cas y 4 ceros, la solucion dptima no es unica. Veamos como queda la
nueva solucién que se obtiene haciendo entrar a x;:

Nota: Si hay 2 soluciones Optimas alternativas, tal cual lo plantea el
teorema formulado en la pagina 257, hay infinitas soluciones dptimas
que son todas las combinaciones lineales convexas entre ambas solu-
ciones.

Veamos como queda la nueva solucion que se obtiene haciendo entrar
axy.
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G | x Xy X | 51| s, 53 b;

0 S 0 0 1 0 -1 200
200 | x 1 0 0 1/4 | -1/4 300
400 | x, 0 1 0 |-1/8 3/8 50

G 200 400 1 0 0

Z 200 400 0 0 100 80.000

25-C; 0 | 0 0 0 100

Ahora tenemos una nueva solucion dptima que es S, = {(300;50;200;0;0)}.
El funcional vale lo mismo que antes, 80.000. En esta solucién se pro-
ducen ambos productos y sobran 200 unidades del recurso 1. Si ahora
entrara s, volveriamos a la soluciéon 6ptima anterior.

Las infinitas soluciones se pueden expresar:
,(0,200)+ (1- ¢, )(300,50), 0 < o, < 1.
Una eleccion con criterio “ético-social”

Cuando hay soluciones dptimas alternativas, a veces se puede elegir la
opcion mas adecuada teniendo en cuenta un criterio “ético-social”.

Por ejemplo, en este caso, si consideramos que socialmente es impor-
tante producir ambos productos para no generar un desabastecimiento
(por ejemplo de un medicamento), debemos elegir la segunda opcion,
que es donde se producen ambos productos.

Si el recurso 2 fuese “mano de obra”, también conviene elegir la se-
gunda opcidn porque no queda gente desocupada.

Veamos otro ejemplo

Una empresa elabora 2 productos x; y x, para lo cual utiliza 3 insu-
mos. La contribucion marginal de cada articulo es de $6 y $8 por uni-
dad para x; y x, y respectivamente. La matriz de requerimientos de
insumos por unidad de articulo y la disponibilidad de los mismos se da
en la siguiente tabla:
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Productos | x; | x; Disponibilidad
Recursos
Mano de obra 1 | 3 | 210 (horas-hombre)
Materia prima 3 | 4 | 330 (unidades de materia prima)
Maquinaria 3 | 1 | 240 (horas maquina)

Procedemos a resolver el problema aplicando el método simplex:

Ci Xi X1 X2 S1 S2 S3 bi
0 S 1 3 1 0 0 210
0 s> 3 4 0 1 0 330
0 53 3 1 0 0 1 240 || —
G 6 8 0 0 0
Zy 0 0 0 0 0 0
20-Cj -6 -8 0 0 0
T
Pasamos a la siguiente tabla:
G X; X X3 S SH S3 b;
0 S 0 0 1 0 -1 200
1 S5 4 0 0 1 -1 1.200
400 | x, 1/2 1 0 0 1/4 200
G 200 400 1 0 0
z] 200 400 O 0 100 80.000
21-C; 0 ] o o0 0 100
Ausencia de solucion factible
Analicemos el siguiente ejemplo:
X +x, <5

Maximizar z = 10 x; +20 x; sujeta a: < x, +x, =20
x20,x,20
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Evidentemente este problema carece de solucion factible, Veamos qué
ocurre con el simplex. Transformamos les inecuaciones en ecuaciones.

{xlﬁLxﬂrs1 =5

X +x,—8,+a, =20

El funcional queda: z =10 x; +20 x; + Os; + 0s, — Ma;

G, X; X X5 S1 S ai b;
0 Sy 1 1 1 0 0 5 -
-M |l a 1 1 0 -1 1 20
G 10 20 0 0 -M
Zy -M -M 0 M -M -20M
2p-C; tM-10 -M-20 0 M 0
T
Pasamos a la siguiente tabla:
G | x X X3 S s | o b;
0 | x 1 1 1 0[O0
-M | g 0 0 -1 -1 1 15
G 10 20 0 0 -M
z) 20 20 200M M -M -15M+100
71-G; 10 0 200M M 0

No hay valores negativos, por lo tanto estariamos ante la solucion dptima,
pero la variable a; tiene valor 15 y el funcional vale —15M+100, lo cual
significa que la solucién no es factible. El problema no tiene solucion.

Soluciones no acotadas o solucion infinita

Esto se da cuando el conjunto de soluciones factibles es abierto o no
acotado. La situacion se manifiesta en el método simplex cuando debe
ingresar una variable y no existe un cociente entre los b; y los coefi-
cientes de la variable entrante que sea positivo.

Veamos un ejemplo:
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x <10
Maximizar z = -2 x; +3x; sujeta a: 2x, —x, <30
x20,x,20
Ci | xi X1 | x| s s b
0 [s 110 1 0 10
0 [s 2 1-110 1 30
2 3 0 0
Z0 0 0 O 0 0
20-C; 2 3 0 0

Deberia entrar x, pero no existe ninglin coeficiente positivo de x, que
permita determinar la variable que sale. El problema no tiene una so-
lucion acotada, es un problema de solucion infinita, z se hace infinito.

DANTZIG, Geeorge Bernard (1914- 2005) y la programacion lineal

Estudio en la Universidad de Maryland donde se gradud en 1936 e hizo estudios de
posgrado en la Universidad de Michigan.

Siempre sostuvo que los estudios que habia hecho de Matematica

eran demasiado abstractos y no tenian aplicaciones. Luego hizo el

doctorado de Estadistica. Un dia llego tarde a su clase de Estadistica

y encontro en el pizarron dos problemas que creyo que era una tarea

para el hogar aunque eran problemas un poco mas dificiles de los

habituales. Los resolvid y los entrego a su profesor, el famoso Jerzy

Neymann. Sin saberlo, habia resuelto dos problemas famosos de la Estadistica que hasta
ese momento no tenian solucion (no eran problemas de tarea).

Luego trabajo para la Fuerza Aérea como asesor matematico. En este trabajo hizo sus
grandes descubrimientos. La Fuerza Aérea necesitaba una forma mas rapida de calcular el
tiempo de duracion de las etapas de un programa de despliegue, entrenamiento y suminis-
tro logistico. Asi desarrollé su método Simples que vio rapidamente que podia aplicarse a
objetivos no Ginicamente militares sino a distintos problemas de planificacion.

Una de las cosas que mas sorprendio del método Simples es la rapidez con que se reco-
rren los vértices para problemas de muchas variables.

En cuanto a la terminologia un Simples es un tipo especial de conjunto convexo polié-
drico.
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EL METODO SIMPLEX — ANALISIS DE POSOPTIMIZACION

Al resolver un problema de optimizacién, aplicando el método sim-
ples, hemos visto que obtenemos las cantidades de cada producto que
conviene producir para obtener, por ejemplo, el mayor beneficio y a
cuanto asciende éste. También determinamos, a partir de los valores
de las variables de holgura, qué recursos estan saturados (variable de
holgura cero), es decir, que se utilizan totalmente, y cudles no (varia-
ble de holgura no nula).

Pero hay otros analisis que se pueden hacer a partir de la ultima tabla
del simplex que permiten sacar conclusiones interesantes. Veamos
algunas de ellas.

LA CONTRIBUCION MARGINAL DEL RECURSO
LOS PRECIOS SOMBRA

Cuando en la solucion 6ptima un recurso esta saturado, es decir que la
variable de holgura correspondiente es 0, se plantea el problema de
ver en cuanto se incrementa la funcidén objetivo en una unidad dicho
recurso. Esto se denomina contribucion marginal del recurso o ren-
dimiento marginal del recurso. También interesa saber hasta qué pre-
cio conviene pagar por esa unidad que se agrega. Ese precio se deno-
mina precio sombra.

El precio sombra es el maximo precio que conviene pagar por agregar
una unidad de un recurso saturado. Evidentemente ese precio es igual
a la contribucién marginal del recurso ya que no conviene pagar pro
esa unidad adicional méas de lo que se incrementa la funcion objetivo.
Lo ideal es pagar por debajo del precio sombra. Es decir que el costo
de incrementar en una unidad un recurso saturado deberd ser inferior a
la contribucidén marginal para que se justifique hacerlo.

Si un insumo no se utiliza totalmente (es decir que o esta saturado), su
precio sombra es 0 porque no tiene sentido pagar por un recurso que
sobra y por lo tanto la contribucion marginal de ese recurso es 0 (ad-
quirir mayor cantidad de ese insumo no mejora el funcional).

Veamos ahora como se obtienen los precios sombra. Estos valores
surgen de la ultima tabla del simplex. Analicemos la tltima tabla del
problema planteado en la pagina 271.
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G X; X X3 S S> $3 b;

1 | x 0 1 2/13 | -1/13 0 | 3213

1 | x 1 0 | -326 | 413 0 | 2813

0 | s 0 0 1 -3 1 16

G 1 1 0 0 0

Z 1 1 1126 3/13 0  60/13
2-C 0 0 | 126 313 0o |

En este problema hay tres recursos y dos productos. La solucion opti-
ma se obtiene si se producen 28/13 unidades de x;, 32/13 unidades de
X, y se obtiene una ganancia de 60/13.

Ademas sobran 16 unidades del recurso 3. Es decir que los recursos 1
y 2 estan saturados.

Veamos ahora cual es la contribucion marginal y los precios sombra
de esos recursos.

Los valores de las contribuciones marginales estan en el renglon z-C;
y corresponden a las columnas de las variables de holgura sy, 5, y s3
respectivamente. O sea que la contribucidon marginal del recurso 1 es
1/26, la del recurso 2 es 3/13 y la del recurso 3 es 0. Es decir que si se
incrementa en 1 unidad el recurso 1, la funcién objetivo se incrementa
en 1/26 unidades monetarias, si se incrementa en 1 unidad el recurso
2, la funcién objetivo se incrementa en 3/13 unidades monetarias.
También surge de la tabla que la contribucion marginal del recurso 3
es 0, cosa que ya sabiamos por ser un recurso no saturado.

Los precios sombra son 1/26, 3/13 y 0 respectivamente. Estos son los
maximos valores que se paga por incorporar 1 unidad adicional de
cada recurso.

COSTO DE OPORTUNIDAD

A veces vemos que conviene no producir algun producto (en la solu-
cion Optima alguno de los x es 0). El costo de oportunidad determina
como influye en z la decision de producir una unidad de un producto
que no conviene producir, es decir cuanto se pierde (disminuye el fun-
cional) por producir una unidad de ese producto. Por lo tanto también

299



Alejandro E. Garcia Venturini

indica en cuanto deberia modificarse (como minimo) la contribucion
del producto para que convenga producirlo, es decir en cuanto debe
aumentar la ganancia que vender una unidad del producto genera
(cuanto debe incrementarse el coeficiente de ese producto en el fun-
cional).

Analicemos, por ejemplo, el problema planteado en la pagina 273 y su
ultima tabla.

G X; X X3 X3 S S b;
2 | x 1 0] o 04 | -02 1,6
3 | x 0 2 1 | 02 ] 06 5.2
C 2 1 3 0 0
2 2 6 3 0,2 14 188
2,-C; 0o | s ] o 0,2 1,4

La solucion 6ptima es S = {(1,6;0;5,2;0;0)}. Vemos que no conviene
producir el producto 2. Veamos cual es el costo de producir 1 unidad del
producto 2 (producto que no conviene producir).

Los costos de oportunidad de cada producto se encuentran en las fila z -G
y corresponden a las columnas de cada x;. En este caso el costo de
oportunidad de x; es 0, el de x, es 5 y el de x; es 0. Vemos que los cos-
tos de oportunidad de los productos que conviene producir son 0,
mientras que el del producto que no conviene producir es 5, es decir
que la ganancia que genera la produccion de una unidad de x, debe
incrementarse en mas de 5 unidades monetarias para compensar la
disminucién en 5 unidades monetarias del funcional. Por lo tanto la
ganancia debe se mayor que 6. Si la ganancia que se obtiene por ven-
der una unidad de x, aumentara a mas de 6, entonces se justifica pro-
ducir una unidad de x,.

El funcional deberia ser, por ejemplo: z = 2x; +7x, +3x;.

Es el mercado el que determinara si el producto se puede vender gene-
rando una ganancia superior a 6.

El costo de oportunidad de los productos que se producen siempre es 0
porque por el hecho de producirse no generan disminucion del funcio-
nal y por lo tanto no es necesario que se incremente la ganancia.
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Que genera su venta para justificar producirlos. Si la variable forma
parte de la solucion 6ptima no tiene sentido modificar la cantidad pro-
ducida ni esperar un aumento en la ganancia para justificar su produc-
cion.

LOS PRECIOS SOMBRA Y EL COSTO DE OPORTUNIDAD
EN EL PROBLEMA DUAL

Si analizamos la tabla final del problema planteado en la pagina 285,
observamos que a partir de esta tabla obtuvimos la solucién del pro-
blema dual. Pero vemos que la solucion del problema dual coincide
con los precios sombra del problema primal. Ahora podemos decir que
la solucion el problema dual esta dada por los precios sombra del pro-
blema primal y viceversa.

C | xi X X) 5] ) 53 bi

20 | x 1 0 0,5 0 -2 50

0 | s 0 0 -0,5 1 1 50

40 | x 0 1 0 0 1 100

G 20 40 0 0 0

Z 20 40 10 0 0  5.000
2-C 0 0o | 10 0 0o |

Los precios sombra son 10, 0 y 0 respectivamente, los que coinciden
con la soluciéon 6ptima del problema dual.

Ademas los costos de oportunidad coinciden con los valores de las
variables de holgura del problema dual, en este caso sq; = sq2 = 0, valo-
res que coinciden con los costos de oportunidad de los productos x;,
x2. Esto es logico ya que ambos productos integran la solucion dptima.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

La solucion optima surge de los diferentes parametros que tiene el
problema, es decir de los diferentes coeficientes que aparecen en las
inecuaciones. El tema que se plantea es que pasa si alguno de esos pa-
rametros varia. Es decir, que si por ejemplo cambia la ganancia que
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genera la venta de un producto o algunas de las cantidades de los in-
sumos, etc. Se trata de ver hasta que punto pueden variar los coefi-
cientes involucrados en el problema sin que varie la solucién dptima.
Es decir, determinar el rango de valores que puede tomar un determi-
nado coeficiente sin alterar la solucion 6ptima.

Este analisis recibe el nombre de andlisis de sensibilidad.

Si el analisis revela que la solucion dptima es afectada ligeramente por
importantes cambios de los valores de los parametros, se dice que la
solucion es insensible. Pero si la solucion éptima varia ante pequefios
cambios en los parametros se dice que la solucion optima es sensible.

Interesa particularmente el analisis hecho sobre los coeficientes de la
funcion objetivo y las constantes del miembro derecho de las restric-
ciones (recursos).

El analisis de sensibilidad va a indicar un limite inferior y un limite
superior, valores entre los cuales puede variar el parametro sin que se
altere la solucion optima.

Se plantean los siguientes casos.

Cambio en el coeficiente de la funcion objetivo de una variable
no basica

Veamos qué ocurre si cambia el coeficiente en la funcidén objetivo de
una variable no basica, es decir que no pertenece a la base. Si la varia-
ble no pertenece a la base no conviene producir ese producto. El tema
es ver cuanto debe variar ese coeficiente para que convenga producir
ese producto.

Veamos la siguiente tabla final del simplex:

C; X; X X X3 S S5 b;

2 X 1 0 0 0,4 -0,2 1,6

3 X3 0 2 1 -0,2 0,6 5,2

G 2 1 3 0 0

Z 2 6 3 0,2 1,4 18,8
2,-C; 0 5 0 0,2 1,4
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Vemos que no conviene producir el producto x,. Buscamos determinar
cuanto puede variar el coeficiente de x,, es decir C,, en el funcional
para que esta solucion siga siendo dptima. O sea para que no convenga
producir x,.

Es evidente que si C, empieza a crecer, va a llegar un momento en que
convendra producir x, y por lo tanto la solucion dejara de ser 6ptima.

La sensibilidad de la solucidon dptima a cambios de los coeficientes de
la funcién objetivo puede determinarse afiadiendo una cantidad AC; al
coeficiente Cj que se quiere analizar. En este caso analizamos C,, por
lo tanto le agregamos AC,.

El nuevo coeficiente es: C* = (C+AC,, en nuestro ejemplo
Cz*: 1+AC2.

Es posible determinar cuan grande puede ser AC, teniendo en cuenta
que para que x, no entre a la base (y por lo tanto no convenga producir-
lo) debe ser z,— C>* > 0.

6—(1+AC) <0 = AG, <5 - G*<6.

Si Gy* fuese > 6, entonces convendra producir x; y la solucién 6ptima
cambiara.

Si G, * fuese 6, entonces se podria producir x, pero no aumentara el fun-
cional y por lo tanto se puede mantener la solucion 6ptima anterior.

En general podemos decir que para que una variable no bdsica siga
siendo no bésica debe verificarse que AC; < z;- C.

Por lo visto el analisis de sensibilidad para el caso del cambio en el
coeficiente de la funcidn objetivo de una variable no basica es bastante
simple. Si la utilidad de la variable no basica disminuye (en el ejemplo
fuese menor que 1), no hay cambio en la solucién 6ptima, lo mismo
que si las ganancias aumentan en una cantidad inferior a z— Cj. Sola-
mente si la contribucidon a las ganancias aumenta en una cantidad que
sea mayor que el valor actual de zj— Cj cambia la solucion optima.

Esto es 16gico si se tiene que en cuenta que una variable no esta en la so-
lucion optima porque la ganancia que se obtiene al venderla es inferior al
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costo de producirla, por lo tanto debe aumentar la ganancia de venderla
para justificar su produccion. Si la ganancia disminuye (ACj < 0) seguird
no siendo conveniente producirla, por lo tanto en este caso sélo interesa
el limite superior.

Cambio en el coeficiente de la funcion objetivo de una variable
basica

Veamos qué ocurre si cambia el coeficiente en la funcion objetivo de
una variable basica, es decir que pertenece a la base. Si la variable per-
tenece a la base conviene producir ese producto. El tema es ver cuanto
debe variar ese coeficiente para que no convenga producir ese produc-
to y por lo tanto cambie la solucion dptima.

Si cambia la contribucion de una variable basica a las ganancias (cam-
bia el coeficiente en el funcional), entonces puede producirse uno de
dos resultados. Si el coeficiente de contribucion de la variable basica
disminuye, entonces es posible que la variable tuviera que dejar la
base puesto que tal vez no fuera suficientemente redituable para se-
guir siendo basica. Por otro lado si la contribucién a las ganancias
aumenta podria obtenerse un mayor nivel de produccion para la va-
riable que se considera (aumenta el valor de x en la solucion 6ptima).

A diferencia de los cambios en los coeficientes para variables no basi-
cas, en el caso de variables basicas deben considerarse tanto aumentos
como disminuciones en los coeficientes del funcional. En este caso
interesara el limite inferior y el limite superior.

También, a diferencia del otro caso, los cambios en las contribuciones
a las ganancias para una variable basica influiran sobre la solucién
optima existente.

Para analizar el efecto que producen los cambios en los coeficientes

del funcional de variables basicas también afladimos un coeficiente
AC;al coeficiente Cj que queremos estudiar.
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En el caso de la variable no basica el AC; afectd sola una columna de
la tabla. Sin embargo, en el caso de una variable basica, puede resultar
afectada mas de una columna.

Por eso, para determinar los limites de ACj se deben examinar todos los
valores de z;— Cj que se vean afectados por AC;. Debemos tener en cuen-
ta que C; interviene también en la base.

Volvamos al ejemplo anterior y analicemos las variaciones en el coefi-
ciente C;y Cs que corresponden a las variables basicas.

Comencemos por analizar las variaciones de Cj, para eso veamos la
siguiente tabla, donde se ha incorporado AC}.
Luego haremos un andlisis similar para Cs.

G X; X X | x3 S S5 b;
2+AC; | x 1 00 0,4 -0,2 1,6
3 X3 0 2 |1 -0,2 0,6 5,2
G 24AC;, 13 0 0
Z 2+AC; 6 3 0,2+4AC; 1,4-02AC; 18,8+1,6AC;
2,-Cj 0 5 0 0,2+4AC, 1,4-02AC,

Para que la solucion siga siendo 6ptima debe verificarse que:
0,2+4AC, 20y que 1,4-0,2AC,20 = AC,; 2 -0,5y AC, < 7.
-0,5<AC£7T=>1,55C <9

Si C; varia entre 1,5 y 9, la solucidn sigue siendo dptima, de lo contra-
rio cambia.

Ademas vemos que el funcional puede variar entre 18 y 30.
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Veamos ahora el analisis para C;:

Ci Xi X1 X2 X3 S1 S2 bi

2 X 1 0 0 0,4 -0,2 1,6
3+ACs | x3 0 2 1 -0,2 0,6 5,2

G 2 1 3+AC; 0 0

Z 2 6+2AC; 3+AC; 0,2-0,2AC5 1,4+0,6AC; 18,8+5,2AC;
2,-C; 0 5+2AC; 0 0,2-0,2AC;1,4+0,6AC;

Para que la solucioén siga siendo 6ptima debe verificarse que:

5+2AC20 = AG=2-25
0,2 - 0,2AC:20 = AG <1
1,4+ 0,6AC;2 0= AC; =2 -2,33

De estas restricciones surge que -2,33<AC:<1=0,67<C3<4

Ademas vemos que el funcional puede variar entre 7,5 y 24.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Representar graficamente el conjunto soluciones factibles y obtener

el punto éptimo

a) Maximizar z = 3x; +6x,

20x, +50x, £3.300
4x, +3x, <380

x20,x,20

sujeta a:

¢) Minimizar z = 300x; +500x,
x +x,210

x <5

x, <10

X, 26
x20,x,20

sujeta a:

e) Maximizar z = 2x; +3x,

X +tx,25
2x,+3x,<6
x20,x,20

sujeta a:

g) Maximizar z = 2x; +3x;
X +x,<4

2x,+3x, <10
2x,+x,<6

x20,x,20

sujeta a:

b) Maximizar z = 3x; +10x,
20x, +50x, £3.300
4x, +3x, <380

x20,x,20

sujeta a:

d) Maximizar z = 2x; +3x;

X +x,25
sujetaa: §3x, +x, =26

x20,x,20

f) Maximizar z = 4x; +3x,
X +x,<4
2x,+x, <5

x20,x,20

sujeta a:

h) Minimizar z = 4x; +5x,

x +2x,24
X +x,23

x20,x,20

sujeta a:
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1) Maximizar z = 5x; +3x; j) Minimizar z = 3x; +7x;
10x, +x, <10
5x +x, 21
. x; +10x, <10 )
sujeta a: sujeta a: §2x, +3x, =2
2x,+3x,<6
x20,x,20
x20,x,20
k) Maximizar z = 2x; +x; 1) Minimizar z = 2x; +3x;
X +x,21
X +2x,<6
_ ) 2x, +4x, 23
sujeta a: y—x, +x, =24 sujeta a:
x, +4x, =8
x20,x,20
x20,x,20

2) Plantear el sistema de inecuaciones correspondiente a los siguientes

b)

problemas, representar graficamente el conjunto solucion y obtener
analiticamente el punto dptimo.

Una compaifiia de muebles fabrica mesas y silla. Por cada silla se
necesitan 20 dm” de madera y 4 horas de mano de obra. Por cada
mesa se necesitan 50 dm” de madera y e horas de mano de obra. El
fabricante posee 3.300 dm’ de madera y una planta laboral que le
proporciona 380 horas de mano de obra. Ademas se sabe que por
cada silla vendida obtiene una ganancia neta de 3 dodlares y por ca-
da mesa una ganancia neta de 6 ddlares. ;Cuéantas mesas y cuantas
sillas conviene fabricar para obtener la méxima ganancia posible
suponiendo que se venden todos los articulos fabricados?

Dos alimentos s6lo contienen carbohidratos y proteinas. El alimen-
to I cuesta $0,50 el kilo y contiene 90% de carbohidratos. El ali-
mento II cuesta $1 el kilo y contiene 60% de carbohidratos. ;Qué
combinacion de estos costos dos alimentos suministra por lo menos
2 kilos de carbohidratos y 1 kilo de proteinas? ;Cual es el costo por
kilo de esta combinacion?
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En su consumo diario promedio de alimento, un animal necesita 10
unidades del alimento A, 12 unidades del alimento B y 12 unidades
del alimento C. Estos requerimientos se satisfacen cazando dos ti-
pos de especies. Una presa de la especie | suministra 5, 2, y 1 uni-
dades de los alimentos A, B y C respectivamente. Una presa de la
especie Il suministra 1, 2, y 4 unidades de los alimentos A, By C
respectivamente. Capturar una presa de la especie I requiere 3 uni-
dades de energia, el gasto de energia correspondiente a capturar
una presa de la especie Il es de 2 unidades. ;Cuéntas presas de ca-
da especie debe capturar el animal para satisfacer sus necesidades
alimentarias con un minimo gasto de energia?

d) Una industria produce autos y ciclomotores. La siguiente tabla in-

dica las restricciones y los requerimientos de mano de obra, mate-
ria prima y maquinaria. También figura en la tabla el beneficio que
se obtiene al vender 1 unidad de cada producto.

Determinar cuantos ciclomotores y cuantos autos conviene produ-
cir para obtener el mayor beneficio.

Productos [[Autos |Ciclomotores | Disponibilidad
Recursos
Mano de obra 5 6 15.500
Materia prima 10 20 20.000
Magquinaria 4 4 6.000
Beneficio 3 4

Un chacarero tiene a su disposicion 100 hectareas de tierra, 160
dias-hombre para cultivarlo y $1.100 para invertir. Desea sembrar
dos cultivos: soja y maiz. La soja requiere 1 dia-hombre y una in-
version de $10 hectarea; produce un beneficio de $40 por hectarea.
El maiz requiere 4 dia-hombre y una inversion de $20 por hectarea;
produce un beneficio de $120 por hectarea. Se desea saber cuantas
hectareas de cada cultivo habra que plantar para obtener el maximo
beneficio.
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f) Un granjero tiene 100 hectareas para plantar trigo y alpiste. La se-
milla de trigo cuesta $4 por hectarea y la semilla de alpiste cuesta
$6 por hectarea. El costo total de mano de obra es de $20 por hec-
tarea de trigo y $10 por hectarea de alpiste. Espera tener un benefi-
cio de $110 por hectarea de trigo y $150 por hectarea de alpiste. Si
no desea gastar mas de $480 en semillas ni mas de $1.400 en mano
de obra, ;cuantas hectareas de cada uno de los cultivos debe plan-
tar para obtener la maxima ganancia?

g) Un director cinematografico presenta dos proyectos para la realizacion
de dos miniseries en episodios, basadas en la obra de Julio Verne.
PROYECTO 1: Viaje al centro de la tierra
PROYECTO 2: 20.000 leguas de viaje submarino
Presenta un cuadro con los costos de produccidon de cada episodio
para cada uno de los proyectos.

PROYECTO 1| PROYECTO 2

Escenografia 2 4
Sueldos de actores 2 2
Gastos de laboratorio 4 3

(en millones de dolares)

El productor dispone de 50.000.000 para gastos de escenografia,
40.000.000 para sueldos de actores y 50.000.000 para gastos de la-
boratorio. Cada capitulo del proyecto 1 se puede vender a
15.000.000 y cada capitulo del proyecto 2 a 20.000.000. ;qué can-
tidad de capitulos de cada proyecto conviene producir para optimi-
zar el beneficio?

h) Una empresa de bicicletas produce dos modelos, profesional y fa-
miliar. Cada bicicleta profesional genera una ganancia de $260 y
cada familiar una ganancia de $225. El modelo profesional requiere
8 horas de fabricacion y 4 horas de armado. El modelo familiar re-
quiere 5 horas de fabricacion y 5 horas de armado. Se disponen de
80 horas para la fabricacion de piezas y 60 horas para el armado.
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(Cuantas bicicletas de cada modelo conviene armar para obtener el
maximo beneficio?

i) Un alumno debe preparar sus examenes de Economia y Contabili-
dad para los que dispone de 36 horas. Cada hora dedicada a Eco-
nomia le rinde 0,25 puntos y cada hora dedicada a Contabilidad le
rinde 0,5 puntos. Ambas se aprueban con 4 puntos. Determinar co-
mo distribuir sus horas de estudio para obtener el maximo promedio
general.

3) Resolver los problemas a, b, f, g, e i del punto 1 aplicando el méto-
do Simplex.

4) Resolver los problemas a, d, f, g, y h del punto 2 aplicando el mé-
todo Simplex.

5) Obtener el optimo de las siguientes funciones objetivo sujetas a las
restricciones indicadas aplicando el método Simplex.

a) Maximizar z = x; +2x, + 2x3 b) Maximizar z = x; — x, + X3

X +x, +2x; <5

X, +3x, +6x; <12
) 3x, +2x, +4x, <10 )
sujeta a: sujeta a: 42x; —x, +3x; <8
X +2x, +x; <5

x20,x,20,x;,20

2x, +x, +x; <7

X +2x, +5x; <9

x20,x,20,x20

¢) Maximizar z = x; + x; — 3x3 d) Maximizar z = 2x; + X — X3

X tx,+x;<5

X +x,<1
. X —2x,+2x,<6 ,
sujeta a: sujeta a: §x; —2x, —x; <2

2x,—x,+x;<4
X 20,x,20,x;,20
x20x,20,x,20
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¢) Maximizar z = 5x; + x, + 3x;
x <3
4x, +x;<2
X —-x,<0
x; <1
x20,x,20,x,20

sujeta a:

g) Maximizar z = 10x; + 3x; + 4x;

8x, +2x, +3x; <400

4x, +3x, <200

Xy, <40
x20,x,20,x20

sujeta a:

1) Maximizar z = 10x; +15 x,
X +x, 220
2x, +x, <48
x <20
X +x, <30
x20,x,20

sujeta a:

k) Minimizar z = x; - x; — X3
X +2x,+x,=4

) X, +x;=1
sujeta a:

X +x,<6

x20,x,20,x,20
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f) Maximizar z = 2x; + X, — 4x3

6x, +3x, —=3x; <10
X — X, +x; <1
2x, —x, +2x, <12

x20,x,20,x,20

sujeta a:

h) Maximizar z = 2x; +12 x, + 8x3
2x, +2x, +x, <100
X, —2x, +5x, <80

10x;, +5x, +4x; <300

x20,x,20,x;,20

sujeta a:

j) Maximizar z = 15x; +20x;

X, +x, 248
6x, +9x, <216
15x, +10x, <360
x20,x,20

sujeta a:

1) Maximizar z = 4x; + x, +2x;

2x, +x, +x; <10
X —x,+x,=4
x20,x,20,x;,20

sujeta a:
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m) Maximizar z = x; + x; — 3x3 n) Maximizar z = x| + X, +X3

X +x, +2x, <5
2x, +x,<10

. . X =X, +x;<3

sujeta a: {3x;, —x, =29 sujeta a:
X, —x; <1
174

x20,x,20

X 20,x,20,x;,20

6) Determinar el problema del minimo dual de los siguientes proble-
mas de maximizacion. Indicar las soluciones de ambos problemas.

a) Maximizar z = 2x; +3x; b) Maximizar z = 3x; +2x,
X +2x,<5
-x+x,<5
, ) 3x,+4x, <8
sujeta a: {2x, —3x, <6 sujeta a:
2x,+x, <4
x20,x,20

x20,x,20,x20

7) Determinar el problema del méaximo dual de los siguientes proble-
mas de minimizacion. Indicar las soluciones de ambos problemas.

a) Minimizar z = 4x, +5x, b) Minimizar z = 3x; +4x; +6x;
x; +3x, 23 4x, +7x, +x, 23
) 3x,+x,23 , X +3x, +5x, 27
sujeta a: sujeta a:
X +x,27 2x;, +x, +4x, 210
x20,x,20 x20,x,20,x;,20

8) Supongamos un problema con 3 recursos escasos y 2 productos. A
partir de las siguientes tablas iniciales del simplex se pide: a) com-
pletar la tabla, b) hallar el maximo por el método simplex indicando
la soluciéon optima, c) determinar el costo de oportunidad de cada
producto, d) determinar las contribuciones marginales de cada in-
sumo.
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a)
G X; X X3 S S $3 b;
1 2 5
3 2 7
1 1 1
G 2 5
b)
G X; X X3 S S S3 b;
1 2 40
2 1 50
2 2 80
G 100 | 20

9) Dado el siguiente problema: maximizar z = 50x; + 84x, + 60x; suje-

ta a:

a)
b)
c)
d)
e)

314

3x, +4x, +2x, <60
2x,+x, +2x, <36
X +3x, +2x, <62
x20,x,20,x;,20

Indicar la solucion éptima

Indicar la solucién del problema dual

Indicar los costos de oportunidad de cada producto

Indicar los precios sombra

Determinar la sensibilidad de la solucidon dptima a cambios en
los coeficientes de contribucion de cada una de las tres varia-
bles e indicar cuales son variables basicas y cuales no basicas.
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RESPUESTAS

1) a) (65;45), z = 435; b) (0;66), z = 660; (4;6), z = 4.200; d) sin solu-
cidn; e) sin solucion; f) (1;3), z =13; g) cualquier punto de la recta
2x#3x-10 entre (0/104) y 2:2), z = 10; by @1, z = 13;

i) (1011,-1011) z—@ ) (1;0),z=3; k) (1;5),2=7; 1) (0;2), z=6.

2) a) 65 sillas y 40 mesas, z = 435 USS.
b) alimento [ = % kg., alimento II = % kg., costo por kg. = %

c) especie I =1, especie Il = 5, energia = 13 unidades

d) 1.000 autos y 500 ciclomotores, z = 5.000

e) 60 hectareas de soja y 25 hectareas de maiz, z = $5.400

f) 45 hectareas de trigo y 50 de alpiste, z = $12.450

g) 5 cap. de Viaje al centro de la tierra y 10 cap. de 20.000 leguas,
z=US$S 275.000.000

h) 5 profesionales y 8 familiares, z = $3.100

1) 16 horas a Economia y 20 horas a Contabilidad, z= 7

5) a) (%4:2%:0).2=1% b) (13,0, 14),2= 1%

¢) (3;2;0) y (0;5,0), hay infinitas soluciones que pertenecen al seg-
mento que une ambos puntos, z =

d) (1:0:0), z=2 ¢) (//)z—/ 0 (134:44.0).2=1%

g) (27,5;30;40), z = 525; h) (0;35;30), z = 660; ) (0;30), z = 450
i) sin solucién; k) (3;0:1), z=0; 1) (1% i240), z= 584

m) (l%l%) z=11; n) (1:4:0), 2= 5

6) a) Minimizar z*=5y,+6y, b) Minimizar z*=5y,+6y,
-y +2y,22 y+3y,+2y, 23
sujetaa: ¥, =3y, =23 sujetaa: 2y, +4y, +y; =22
y120,y220 yIZO)yZZOJyZ%ZO
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no tiene solucion X, =— X, =—; § —2's =5;=0
1 59 2 5> 1 59 2 3
1 6
0; v,=—; vi=—:;80=80=0
Y 5 Y3 5 dl = Sd2
Z—Z*:3%

7) a) Maximizar z*=3y,+3y,+7y; b)) Maximizar z*=3y,+7y,+10y;

4y, +y,+2y, <3
Ty, +3y,+y; <4
Y +5y,+4y,<6
»20,,20,y,20

N+2y,+y; <4
sujetaa: 3y, +y, +y; <5 sujeta a:
1 20,y,20,y;20

x=7,x=0, x,=0143, x, =0, x;=2,43
=4 , S = 18 S3= 0 =4 s S = 528 S3—O
y]:yZ:O,y3:4,sd1=O, s =1 y1:108 107,y,=0,y, =15
z=z¥=28 Sdl—Sd3O Sa2 = 25
z=z*=15

8)a) x,=0, x,=1,5,=3,5=5,53=0, C. de op. de x; =3,
C.deop.dex;=0,Cpedes; =Cpgde s, =0,Cpodes;=5

b) x, =25, x,=0,s5,=15,5=0,s3=30, C. de op. de x; =
C. de op. de x,= 30, Cp,; de 51 = Cpg de 53 =0, Cye de s2—50

9a)x =0, x,=8, x;=14, 5,=0, =0, s3=10,z=1.512
b) y, =18, ¥, =12, y;=0;584=28, s2=0, spp=3,z*=1.512
c¢) C. de op. =28, 0 y 0 respectivamente
d) Precios sombra = 18, 12 y 0 respectivamente

e) Variable no basica: —o < ¢ <78
Variables basicas: 30 < ¢, £120,42 <c3; <168
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Apéndice

En este apéndice haremos un repaso de temas que no son especificos del curso de Algebra
pero cuyos conocimientos son fundamentales para abordar los temas que desarrollaremos en
este texto. Veremos temas como el lenguaje matemético, las principales operaciones maiema-
ticas y sus propledades, algunas nociones sobre los vectores en el plano y el espacto, las
ecuaciones de la recta en el plano v en el espacio, las ecuaciones del plano, entre otos

emas.

EL LENGUAJE MATEMATICO

En matemética se utiliza un lenguaje propio que ya habrés, en parie, utilizado en iz escuela

secundaria 0 en el C.B.C. Repasamos aqui algunos de esos simboios.

7 es mayor que 5 T>5 2 es menor que 6
elSestéi entre 2y 8 25«8 valor absoluto de x

X e5 mayor o igual que 3 x =3 X es menor o igual que 6
3 es un nfmero natural 3EN 5 s un nimero racional
Y2 es un nimero real V2ER -5 no es natural

9 es miltiplo de 3 9=3 el 3 divide a 12

¥ A 0

implica = 5y sdio si

estid incluido en < para fode

existe al menos 1 3 aproximadamente igual
no existe i na pertenece

# (se lee cardinal y es el nimero de elementos de ur conjunto)

Letras griegas mds utilizadas

o alpha & delta mimiscula p tho ¢ epsilon
B betha A delta mayiscula ¢ phi g mu
4 gamma M lambda a pi

PRODUCTO CARTESIANO

2<6
|x|
x=6
1
3€0Q
SEN
312

-

mi <

Una pperacidn muy importante que se define entre dos conjuntos es el producto cartesiano
gue se denomina como AxB. Es el conjunto formado por todos los pares ordenados cuya pri-

mera componenie pertenece a A y cuya segunda componente pertenece 2 B.
AxB={(x;¥}/ xEA A yEB}
Efemplo: A={1;3;5} B={2.5}

AXB={(132),(135),(3:2),(3:5),(5:2),5:5)}
Nota: Si #A=my #B=n = #AXB= mxn
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LOS CONJUNTOS NUMERICOS

Repasemos ahora Ios distintos conjuntos ouméricos

Naturales
N, @@
Enter
| Racio © 1 as{Z) O
) Reales (B) Enteros Negatives
Compiejos (©) @)
Fraccionarios
Irracionales
Imaginari
0y

ALGUNAS OPERACIONES Y SUS PRINCIPALES PROPIEDADES
Ahora veremos una sintesis de las principales operaciones y sus propiedades,
Propiedades de la Potenciacién

3 @b =a".b" b) [%} “=g_: 9ar-L, vamo & ara™ =aon
& & aqrm § @ V=a"" g (@M =" ) a®=t, Va=0
alﬂ

. (a]™"_ b7 A
b {3] = [3] "z
Diferencic de cuadrados: a*-b* = (a+b).(a ~B)

Propiedades de Ia radicacién (va > €, vb > ()

o ¥ab<Va. Vb v |8 Ve OYazb =Yax Vb & Vva ="Va

3 TR b
1 =1 n i
¢) a7 =\a fa™ =t o o= =Vz)
Va
h)%wixi, ¥n par; Vx-"=x,\fnimpa.r
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ﬂb '} S—-E = ad +b.C sustraccio E—.E =E+—-£

aon 5 d T bd A R

R ¢ ¢ _ac < 3.2 4

wmltiplicacion 3 354 divisiin i R
Desigualdades
a) a<b = a+¢<h+c b)a<b= -a>-b c)a»b=-a<-b
d) aaﬁb#adaoa':b ejazb=a>boa=b fi a<b<c=a+x<b+r<c+x
9L>0= (a>0Ab>0) V (a<0AB<D) h) %4; = (2>0Ab<0) V (2<0Ab>0)

LA SUMATORIA

El simbole surmatoria E se utiliza para abreviar la anotacién de una suma cuyos términos

admiten una cierta ley de formacion. n

Por sjemplo, para indicar la suma a,+a,+a,...+a,, se utiliza la notacion 2 a, . iactia
como un contador. e

Veamos otro ejemplo:  17+2%+3-..4%+_.+n® se puede abreviar como Y. £

=1
Propiedades de la samatoria
D Y k=nk

i=l

2 Y ke =&Y a

im] im]

3 E (“.-"bf)“z -“i*‘E b,

i=1 inl =l

PRINCIPIO DE INDUCCION COMPLETA

Concepio

El principio de induccién completa proporciona un métode de demostracion por recurrencia
de miiltiples aplicaciones er matemdtica. No generz propiedades pero si permite su demos-
acion cuando &stas se refieren 2 los niimeros naturales. )
Veamos un ¢jemplo innsitivo de como furciona este principio. Supongamos un conjunto de
fichas de domind en una fila. Si una se cae, evidentemente se cae la de atris. Si se cae la pri-
mera, entonces se caerdn todas. Es decir que la propiedad de caerse se cumplird para todas.
Para eso deben cumplirse ias siguiemtes condiciones:
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2) la propiedad se cumple para un velor inicial (en el ejemplo ¢t 1, se cae la primera ficha)

b) si se cumple para uno cualquiera (se cas unz ficha), se cumple para el siguiemie {se cae
la de atrds)

En estas condiciones podemos afirmar que se cumple para todas (todas se caen).

Principio de induccidén completa
Dada una propiedad, si estz cumple que:

yp(lesV
b) Sip(h) es V entonces p(h-+1) también es V
¢} Entonces p{n) también es V va&N.

Para demostrar ia validez general parz todo ndmero natural a partir de uno inicial (no todas
las propiedades se verifican a partir del 1, algunas lo hacen a partir de otros valores, por e-
jemplo el 2, 3, etc.) de una prapiedad debe demostrarse que ésta se verifica para ese valor
inicial, y luego aceptando que se verifica para uno cualguierz (h) demostrar que se verifica
para el siguiente (h+1}.

Efemplos
1) Demostrar que la suma de ios n primeros mimeros namrales s ndnsl)
2) p(l) 1=1;21=1 , se verifica para n=1
t) Hiporesis inductiva
Suponemos que se cumpie para n=h
p¢h) 14243+ +k = @
c} Tesis inductiva
Debemos demostrar que se verifica para n=h+1
p(+1) 1+2+3+.._+h+m1=£’L1)é@12_3
Demostracidn
14243+ +h+k+l = i(-;;lh h+l = h‘(hd);?“(h*l) = UHD;}"Z)

Partimos del enunciado de la tesis inductiva, reempiazamos por lIa hipdtesis inductiva los pri-
meros términos ¥ huego sumamos el #rmino h+1. Luego operamos hasta demostrar la tesis.
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Finalmente podemos afirmar que para todo niimero natural se verifica que:

S, =142+..4n= _’,'(_'.’212

=i 2
2y L-2-22
Y
a) p(l) i 5 12
=1 2i 2
1 3 1.
=32
2 2 2
I3
1.2 3 4 h R+2
b) p(h) i.=" e — =2
El 2 02 22 ¥ oo ok 2h
2i 1.2 35 4 ko R+l
c} p(h+1} J—_=v—+-+—+— 42,8
o2 2 22 28 o 2
Demostracidén
i 1.2 3 4k kel
- 22 2 2o 2k 2k
2 h+2}k+1 =2 2(h+2)—(h+1) =2_.’.’:§
2 ! 22 2k

3) Demostrar que  vreN: 351 "2 o

) p(1} 3200 23748235 =7

B) p(h) el k2 o F o gk T30 I
¢} pi+1) FAR UL pheled  glhed ohed _
Demostracion

33,903 - 32274258 = | reemplazando 2 por 1)

o Th-3%1 _ 2% 2% _ - 2
2735+ 1 8 =273%+ 148-6.3% =213 + 14k =7.(3.3%+2) =Tk,
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4) Demostrar que 24-6+18+,,,+2.3 = 38 _ 1 g5 vilido voEN.
a) p(l) 2=2

b) pth) 24+60+F184 4230 = 3
o ph+l)  24+64+184.. 423 + 2.3k = 3ph_ |

Demostracion

2+6+H18F . 42 F 23 = ] + 2 ¥ =3B =3}

5) Demostrar que 2+7+12+...+ (5n-3) = % .(50-1) es vilido YnEN.
a) p{l) 2=2
b} p(h) 2+7+12+...+ (5h-3) = % .(5b-1)

9 pl+1)  24+T+I2+...+ (503) + (5h+2) = %l 5h+4)

Demostraciin
2474124+ ...+ {(5h-3) + (Sh+2) = g .(5h-1} + 5h+2 =

R (5h-1) +2.(5h+2) _ 5h1+9h+d _ (h+1)(5h+4)
2 2 2

FUNCION FACTORIAL

Factorial de un niimero

Se Hama factorial de un niimero natural mayor gue I al producto de los nimeros naturales
desde n hasta 1.

! =ni{n-1).(n-2)...32.1

L. Of=1
Por definicion: =1

Ejemplos: 5'=54.3.2.1 = 120
d'=4321=24

Propiedad: =! =n(n-1)! =n(n-1).(n-2)!

Es decir que tos factoriales se pueden desarrollar hasta un determinado término. Esto permite

T _ 765!
51

simplificar: =76=42
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Siempre se comienza a desarrollar ei mayor.

Aplicacién: hallar x si E’%-)i -4
Xl

Comenzamos a desarrollar el mayor de los factoriales, en este caso  (x+1)! .

GADx il =4 x=3
x!
ALGEBRA VECTORIAL
VECTORES

Primero veremos a los veciores como cates geométricos v luege como entes algebraicos.

Definicién:  definimos a un vector como un segmento orientado. El punto A es el origen
¥ el punto B ¢s el extreme.

Se puede expresar como AB o como & . Podemos distinguir fos siguientes elementos:

B
direccidn: recta de accidn que o contiene

sentido: lo determing la flecha
mddule: es la longitud del segmento: |3} A

LT

Vectores equipolentes: son los que tienen la misma direc-
cion, sentido y mddulo.
Vector nulo: ¢s aquel en el cual A=B, tiene médulo 0, se representa como O .
Versor: es un vector de madulo 1. Se representa como ¥ .
Vector opuesto: de un vector & se denomina -& v es el que tiene
igual direccidn y madulo que & |, pero sentido opues-
0.
Vectores paralelos: son todos aquelios vectores inciufdos en una mis-
ma recta o en rectas paralelas.
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OPERACIONES

Suma

Para sumar dos vectores se procede de la siguiente manera: la sumz de & + & (coinci-
diendo el origende & con el extremo de & ) es ofro vector que tiene como origen el ori-
gen del 1° v como extremo el extremo de 2°.

Nowe: siel extremo del 2° vector no coincide con el origen del 1° vector se trabaja con vec-

tores equipolentes.

B

By
By
*
o

La ley del perailelogramo
Otro procedimiento es 1z ley del paralelogramo. El vector suma es Ja diagonal del paralelo-

gramo gque tiene por lados a los dos vectores. En este case, para formar e paralelogramo,
deben coincidir los origenes de los vectores.

A

Propiedades:

2) Conmutativa: &+b = b+d

b) Asociativa: Z+{B+8) =(@+B)+&

¢) Existencia de elemento neumo: O: 0+d=a+0=2 _
d) Existencia de elemento simétrico: ~& (-F)+d=a+{-5)=0
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Resta

Definimos la resta de dos veciores como Ia suma del 1° mis el opuesto del 2°,

Producto de wo escalar por un vector

El producto de un escalar por un vector, «.& ,es igual a otro vector & @l que:
direccion: igual al de &
F- § sentido: igual al de ¥ 5si « >0, opuesto si 2 <0
médulo: |5 =)l

Ejemplo:

Propiedades / 28

a} Asociativided mixta: {«_§).d=e«.(f.3)

b) Distributiva respecto de la suma de vectores:
e.(@+b)=a.a+a b

¢) Distributiva respecto de la suma de escaiares:
{(e+P).ad=a.3+p.7

d) 1.&= ,elleselnentroen (R;.)

e) 0.&=0 , todo vector por O da ef vector nule.

f) «.0=0 . todo escalar por ¢l vector mulo da el vector nulo.
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VERSOR ASOCIADO A UN VECTOR

A cadz vector 2 se le puede hace corresponder un verser llamado versor asociade denomi-

nado 4 que es el vector de médule 1 que tene ia misma direccién y sentido que €] vector
a.

De esta manera, por lo visto ameriormente, todo vector se puede expresar como producto

de su modulo pot su versor asociado.

F=lgld=g=

sl

El versor asociado 2 un vector se obtiene dividiendo e vector por
su médulo. A
-.JB ,\-a
COMBINACION LINEAL
§i eiegimos 2 vectores no paralelos (¥ no nules) pertenecientes a un misme plano 4, y 4,
¥ trazamos por un punto O coalquiera del plano los vectores equipotentes a elios, tode vecior
Z del plano puede expresarse en funcidn de jos 2 veciores dados.

= & +0,.4,

Se dice que el vector & es combinacion li-
neal de &, ¥ &

VERSORES FUNDAMENTALES

Vimos ya el concepto de versor asociado a una direccion. Se [laman versores fundamentales
2 los versores asociados a los gjes coordenados. Se los designa respectivamente como:

ik

Weremos ahora a los veciores como entes algebraicos.
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EXPRESION DE UN VECTOR POR SUS COORDENADAS

A cada punto P del espacio (1, 2 o 3 dimensiones) se le pusde hacer corresponder un vecwgr OP

ilamado vector posicién del purto que tiene como origen al punto O {centro de coordenadas)
¥ como extremo al punto P. Se eszblece asi ura correspondencia entre los vectores con oré-
gen en O y los pumos del espacio considersdo. Pero como a la vez ¢xiste una corresponden-
cia entre los punios ¥ los ndmeros reales, podemos esmblecer una relacidn entre los vectores
vy los niimeros reaies (coordenadas def punto), ya sea uno, un par o una terna de mimeros re-
ales segiin la dimensidn del espacio considerado.

EN UNA DIMENSION

A todo punto P sobre el eje x le corresponde un vector posicién con origen en O y extremo
en P que se puede expresar como el producte de su coordenada (x) por el versor i .

c i A g =
A=(1)=Cd={ = e X
B=(2)=0B=2{ - e
Cu(-2)=0C=-2{
P=(x)=0P=xi

¥

EN DOS DIMENSIONES
P= (a1 az)

A todo punto del plano (xy), P={(a,:a,}, le corresponde
Un VECtOr POsicion que se puede expresar como combi-
nacion lineal de los versores fundamentales ¢ vy j .

(2,:0,) = OP=F=a,i+a,]
a,i vy a,j son las componentes del vector {vectores que sumados dan & )

a, ¥ 2, son las coordenadas del vector.

Bjemplo: &=(3;2) =3+

Méduale: |Zi=a= +-1fa12+a.f

Aplicando el teorems de Pitigoras se puede obtener la expresion del mo-
dulo de un vector en funcidn de sus coordenadas.
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Angulos directores

Un vector forma con los semiejes positivos de los ejes coordenados x e y dngulos o v B lla-
medos dngules directores porgue indican la direccidn del vecior. Los dngulos directores son
mayores o iguales que 0° y menores o iguales que 180°.

¥,

8. Al
i Jal x
-

: ==l8,:8,)
Cosenos directores

Los cosenos directores son los cosenos de los dngulos direcrores.
a.
cose¢=—  cosp &
a a
Propiedad

La suma de los cuadrados de los cosenos directores es igual 2 1

!

o€ =—

al

%

coszﬁ =—2
&

Operaciones en funcién de las coordenadas

8t d={a;;a,) ¥ 5=(bl;b2)

Igualdad: &=F = a,=b, A a,=b,

Suma: F+b=(a, +b;a,+b,)

Producto de un vector por un escalar: ¢ 3= {(u.a,;0.4,)
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GENERALIZACION A 3 DIMENSIONES z
A wde punto del espacio P=(a,;a,:4.) Ie corres- as . -
pende ur vector posicidn que se puede expresar

como combinacién lineal de los versores funda-

menmales 7 , J y K .

{8,;8:;85) = OP=g=ai+ajrak

ai , af y ak sonlascomponentes del vee-
tor {vectores que sumados dan & ), &4, a, ¥ a, son las coordenzdas del vector.

Mddulo: |Zl=a= +-1,‘af+a§+a§

. &,
cose=— cosB=~a-’— cosy=— = cosfa+ros? P rcosty =1
a a a

Operaciones en funcién de las coordenadas

Si F=(a;;ay;2) ¥ 5=(b1;b2;bs)

Igualiod. =5 < a=b Aa,=b, A a,=b,

Suma: E+E=(al+b1;az+b2;az+bs)

Producte de un escalar por un vecior: «.d=(e.g;&.8,;8.8,)

GEOMETRIA ANALITICA

Vamos a recordar las distintas ecuaciones de la recta, en el plano y en el espacio, v luego
las ecuaciones del plano.
Empezamos por las ecuaciones de 1a recta en el plano, es decir por fa funcién Lineal.
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Funciin Iineal f: B=R / f(x)=mx+b Im=E

L.a representacisn grafica de la funcion lineal es una recta. Observamos que si x=0, entonces
y=h, es decir que b indica la interseccidn de la recta con ¢l eje v, es la ordenada al origen.
Veremos gue mide m.

Si consideramos dos puntos de la recta P,=(x,;¥,) ¥ P;=(x;.y,) tenemos que:

V2 =m+b y
n=mxth ¥, -
VoY = minex,) = mes 22 Vf
L
8
Vemos que m mide la pendiente de la recia, es decir la ,A :
aangente del dngulo que ésta forma con €l semieje posi- Xq *2 X
tivo de las x. ’
Ejemplo

f: B~R / f(x)=2x+1 Im=R

Es una funcidn lineal cuya grifica es una rects que corta al efe ¥
en y,=1 y ticne pendiente 2. Para representarla grificamente parti-
mos de la ordenada al origen (y,=1) y a partir de aili tomamos 1
unidad # a derecha v 2 unidades hacia arriba (para que ia tangente
del angule qgue forma la recta con ¢l semieje posttivo de las x sea 2). Ceror x,=-0,5. No
tiene paridad.

Casos particulgres

m=90: si m=0 la recta es horizontal y la funcién se denomina funcién %
constante.

¥,

E;

¥

La funcion es de la forma: f: B=R/ f(x)=k Im={k}

b=8 si b=0 tenemos una rectz que pasa por el erigen de coordenadas. *
La funcidn es de 1z forma: f: BB/ f(x)=mx Im=R.

Ecuacitn de Ia recta conocida m y un punto Py={xy;y,): Y¥o = . {X-Xo}
EBeaacién de la recta por 2 puntos Py=(xzyg) ¥y Pr={xg¥;): =¥, =i:+:(x—xo)
Forma segmentaria Yq

X .2 -1, donde p y g representan los puntos de interseccion de Ia

P9 recta con los ejes x e v respectivamente, (p=0 y g=0). O
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ECUACIONES DE LA RECTA EN B
Recta que pasa por um punto Py=(x;;¥457y) ¥ s paralela a un vector = (,;451,)

Ecuacidn vectorigl: OF = OP+A . = (x3712) = (%3303 %0) + A (1 353%3)

x=xo+}..u.l
Ecuaciones cartesianas paramétricas: Y=Yy +hi,

z=zo+l@3

Recta que pasa por dos puntos Py=(x;¥s2e) ¥ Py =(%,5y3%))
Ecuaciin vectorial: OP = OPy+1.PP; = (%;3%,2) = (%3303%) + 1. (%, ~%53¥, ~¥p32, %)

x=xo+d(x; -xp)
Ecuaciones cartesianas paraméiricas: Y=y +2.(/; ¥}
2=gy+ Az 7))

I- - z-
Feuaciones simstricas: ——2 =22 2%
% N 4 h

ECUACIONES DEL FPLANO
a} General
La ecuacion general del planc en el espacio es:  ax+by+cz+d=0

a,b y ¢ son las componentss de un vector perpendicular al plano,
Si d=0, = el plano pasa por ¢l origen de coordenadas.
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b) Piano que pasa por un punto P={xy;v,2,} y es perpendicular a un vector =(a,b;c)
ax-xg) + b.{y-y) + c.(z-%) =0

c) Plano que pasa por 3 puntos: Po={@g¥sZ, Py=(X5¥szd ¥ Pi={55¥52)

XXy ¥Y=¥p T%4
Se obtiene resolviendo el siguienie determinante aparente: (%%, %~¥, ;7% =0

L% BV 2%

dy Ecuacidn segmentaria del plany

X, 2.2
a b ¢

donde 2, b y c representan jos puntos de interseccion con cedz uno
de ios ejes coordenados.
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Miscelaneas

Las miscelaneas que inciuimos son algunas notas
ilustrativas extraidas de Modern Algebra,
Structure and Method, del Profesor Bolciani.
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N At the
mmmmmm Court of the Caliphs

Aladdin, Sindbad, and Haorun al-Rushid «~ these numes are familier to you
from The Arcbion Nights. Hove you supposed them to be the names of mythical
characters? Harun al-Rashid, of leost, wos real, He reigned in Bogdad from
796 to BOB. He not onfy went chout among his subjects, as recorded in The
Back of o Thousand Nights and o Night; he also enceuraged his nobles to study
science and mathematics.

During his reign the Mch dans were invading and conguering the non-
Maoslem lands 1o the west of them, including northern Africa. Thus the teaming
that centered ot the University of Alexandria became o prize of war: books in
Greek were brought to Bagdad from Alexandria, It was Harun ol-Rashid who
coused them to Be translated into Arabic

Soon Mohommedan scholars were engaged in the serious study of mathe-
matics. Among these scholars was the caliph’s son, Al-Mamun. By the time he
succeeded his father as caiiph, there wos, in the words of The Arabion Mights
{for Al-Mamun alse figures in those tales), "none more accomplished in oll
branches of knowledge than he” it was ondy natural that his court should inclede
many laarned men,

Cne of Al-Mamun's scholarly courtiers ~— the greatest mathematicicn in ofl
Arobia -~ was Al-Xhowarazmi, He wrote a book with this title: ifm ol-jobr
we'l muqobolah. The book was colled ol-jobr far short. This shortened title has
been used for many baoks from Al-Khowarazmi's day to the preseat. OF course,
the speliing has chenged. Now it is usnally spelled clgebra.

Arabian  scholars ot
wark., When tds pic-
iure was made, Bag-
dad was the cemter
of learning. Interesr
in  asironomy made
knowledge of algebra
necessary, and the de-
velopment of algebra
made  poszible in-
creased knowledee of
astronomy.
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EENENNEEE [ he Amateur Father
of Algebra

The time was the sixteenth century. France and Spoain were af war. As in
every war, both sides sent their messages in code fo hide their plons from the
enemy. Obviously, secrecy was imporiant.

But the Spanish secret could not be kept. Mot that the Spaniards didn't try.
When the French ceptured o Spanish messenger, they read the message as
accurately as any Spaniard could have read it. How could this thing be? The
Spaniards knew thelr codes were baffing, How could o mere Frenchman de-
cipher them? In fact, how could any man, unless he had the key? The conclusion
was abvious, Something mare than man must be ot work, The French must be
in league with the Devil. They must be using black magic!

The Spaniards complained to the Pope. But the Pope was too wise to inter-
fere, for it wos not the Devil who was breaking the codes; if wos o French lawyer
named Yieta. Nor waos it by magic that he did his work, bt by mathemotics,
For Vieta was a tawyer with a hebby, and his hobby was algebra. Code-
brecking was nothing to him but solving equations. '

The French king owed Vieta a debl of gratitude. So do gererations of alge-
bra shudents, For Vieta not only broke the Spanish code; he simplified the whole
subject of algebra. Before his time,
there was proctically no use of signs
dand symbols; everything was done
the hard way —in words, Vieto
introduced the use of letters as var-
iables (he used vowels for unknawn
numbers and consononts for known
numbers). He used signs of opera-
fion — 1o show whether to add, sub-
tract, multiply, or divide. So great
were these and other contributions
that Vieta, though only an amateur,
is known today qs “the fother of
algebra.”

A portralt of Vieta, the French lawyer
wha used algebra for code-breaking.
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