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IMPRESO EN LA ARGENTINA

o Garsia §. A

PROLOGO

La ensefianza de los contenidos fundamentales del élgebra actual y el uso de su
peculiar terminclogia son una realidad en todos los cursos bdsicos a nivel universitario
v profesoral. Creo que hay dos razones principales que dan crédito a esa determi-
nacfon: una asociada al progreso de las ciencias, a la unidad conceptual y, en ultima
instancia, al mundo de la inteligenicia; la otra vinculada estrechamente a sus aplica-
ciones en casi todas las disciplinas de interés prdctico y de vigencia cotidiana.

No escapan a estas consideraciones las dificultades que se presentan inicialmente
ante. lo que es, de alguna manera, nuevo. Precisamente esa constancia me ha movido a
redactar este texto elemental de dlgebra, en el que he procurado desarroflar sus conte-
nidos con una metodologia que estimo apropiada. Se han intercafado ejemplos que,
ademds de ilustrar la teoria, hacen posible la adquisicion de métodos adecuados de
trabajo. Un detalle que juzgo de interés para los lectores es la respuesta que se da a /os
problemas propuestos, 0 al menos la sugerencia de pautas para las demostraciones que
figuran en los trabajos prdcticos.

Doy testimonio de mi agradecimiento a los amigos que me han ayudado y
estimulado en esta tarea, y a la Editorial EL ATENEO, cuyo personal no ha escati-
mado esfuerzos para resolver las dificultades inherentes a la publicacion del texto.

%

ARMANDG O. ROJC
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Capitulo 1

NOCIONES DE LOGICA

1.1 [NTRODUCCION

Todo desarrollo matematico exige razonar en forma vdlida acerca de cosas
trascendentes y particularmente abstractad. Hay que comenzar por eliminar las
ambigitedades del lenguaje ordinario, introduciendo simbolos y conectivos cuyo uso
adecuado descarte las contingencias. aporie claridad v economia de pensamiento. En
este capitulo introducimos el concepto de proposicién, las aperaciones proposiciona-
les y sus leyes, reglas de inferencia, y la cuantificacion de funciones proposicionales,

cuyo uso estard presente en todo el texto.

1.2. PROPOSICIONES

Consideramos las siguientes graciones:
1. ;Quién viene?
2. Deténgase
3. El cator dilata los cuerpos
4, 4 es un namero impar
5. Juan ama la misica
6. La masica es amada por Juan

Se irata de seis Oraciones diferenies, una interrogativa, una ordep y <Cuatio.
declarativas. De las dos primeras no podermos decir que sean verdaderas ni falsas
una pregunta puede formulatse o no, y una orden puede ser cumplida © no. En
cambio, de las cuatro altimas, que son declarativas, tiene sentido decir si son

verdaderas o falsas. A éstas las lamamos proposiciones.

Definicion
Proposicion es toda oracion respecto de la cual puede decirse si es verdadera O
falsa. :



2 NOCIONES DE LOGICA

Es decir, proposicion es toda oracién declarativa. Toda proposicion estd asociada
a un valor de verdad, el cual puede ser verdadero (V) o bien falso (F). Las oraciones
(5) v (6) son diferentes desde el punto de vista gramatical; el objeto directo de la
(5) es el sumjeto de la (6), pero ambas tienen el mismo significado, y las
consideramos como la misma proposicién. Podemos decir entonces proposicion es el
significado de toda oracion declarativa.

1.3. NOTACIONES Y CONECTIVOS
Las proposiciones genéricas son denotadas con las letras p, g, r, etc. A partir de
proposiciones simples es posible generar ofras. simples o compuestas Fg decir, se
puede operar con proposiciones, vy seglin sean tales operaciones se utilizan ciertos
simbolos, llamados conectivos légicos.

Conectivo Operacion asociada Significado
~ Negacitn RO p O no es cierto que p
A Conjuncion o producto légico P ygq ‘
v Disyuncién o suma logica ? o q (en sentido incluyente)
= Implicacién p implica q o si p, entonces g
- Doble implicacién psiysolosig

Diferencia simétrica P o g (en sentido excluyente)

1.4. OPERACIONES PROPOSICIONALES

Definiremos las operaciones entre proposiciones en el sentido siguiente: dadas
una o dos proposiciones, cuyos valores de verdad se conocen, se trata de caracterizar
ia proposicion resultante a través de su valor de verdad. Se supone que en la
zlectibn de estos valores se tiene en cuenta el buen sentido.

1.4.1. Negaciéon <
Definicion

Negacion de la proposicién p es la proposiciéon ~p (no p), cuya tabla de
valores de verdad es

14 ~p
v F
F A\

Se¢ trata de una operacidn unitaria, pues a partir de una proposicién se obtiene
.{ra, que €s su negacion.

OPLERACIONES PROPOSICIONALES 3

Ejemplo 1-1.
La negacién de
p : todo hombre es honesto
es ~p : no todo hombre es honesto
o bien: ~p : no es cierto que todo hombre es honesto

~p : hay hombres que no son honestos
~p : existen hombres deshonestos

la cual es V, ya que la primera es F.

1.4.2. Conjuncién
Definicion

Conjuncién de las proposiciones p y ¢ es la proposicidn p ~ q {(p v q). cuya
tabla de valores de verdad es

’

p q p A~ q
v v \'2
\' F F
F v F
F F F

B

La tabla que define la operacién establece que la conjuncidén s6lo es verdadera si
lo son las dos proposiciones componentes. En todo otro caso es falsa.
Ejemnplo 1-2.

Si declaramos

i} 3 es un nimerc impar y 2 es un nimero primo
se trata de la conjuncién de las proposiciones

. P : 3 es un numero impar
¢ : 2 es un nimero primo

y por ser ambas verdaderas, la proposicién compuesta es V.
ii) hoy es lunes y mafiana es jueves
esta conjuncién es F, ya que no coexisten las verdades de p y 4.

1.4.3. Disyuncion
Definicion

Disyuncién de las proposiciones p v ¢ es la proposicion p v q (p o q) cuya
tabla de valores de verdad es
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i é.a c't?njunc:on o es utilizada en sentido incluyente, ya que la verdad de ha
. \
. :‘n'clor:‘d se dg en ¢l caso de que al menos una de las proposiciones sea V. En el

:;lz- _ale 0 inario la palabra o es utilizada en sentido excluvente o incluyente

Ed ambigiiedad se elimina con Bz eleccion del simbolo adecuado v ‘

n matemitica se utiliza la disvuncid ini i p
2 lisvuncion definida por la tabla a cus

agota toda posibilidad. o precedente o cu

La disyuncloﬂ SOIO =
A% I en ei €aso en que las dOS ploposxumles com €
pon ntes

Ejemplo 1-3.
1 ) hoy es lunes o martes

reprg;ema ia \disy}mciénhde las proposiciones p: hoy es lunes y ¢: hoy es martes. El
[s:]:ntlt o de la conjuncién’o es exlcuyente, ya que p y ¢ no pueden ser sim u!téﬁea
e . s A
nte verdaderas. No obstante, la proposicién compuesta puede analizarse a la Juz

de la tabla propuesta, a través d lti
g o120 P s s de los tres iiltimos renglones, y serd falsa solo si las

ii } regalo los libros viejos o que no me sirven

I s -
es la disyuncion de las proposiciones

p : regalo los libros viejos
q : regalo los libros que no me sirven

El ”sent’zdo del 0 es incluyente, pues si en efecto regalo un libro que 2s viejo. v
Gte ademas no me sirve. entonces p v g es V, T
21} 3 ¢s un numers impar o 4 es un simero primo
@ una propoposicion V., pues la primera es V.
144, Implicacion o Condicional
Definicion

Implicacién de las prbposicion‘es icio img
. P y q es la proposicion p = impli
si p entonces ¢) cuva tabla de valores de verdad es P. @ (P implica ¢

OPERACIONES PROPOSICIONALES

p g |p=¢
viv A
v | F F
F v Y
F | F v

Las proposiciones p v g se llaman antecedente y consecuente de la implicacion o
condicional. La implicacion wsual en muatemitica 2s formal en el sentido de yue
no es necesario que el consecuente se derive logicamente del antecedente; cuandu
esto ocurre. ia implicacion se Hlama material y queda incluida en la primera.

Las tablas de valores de verdad se definen arbitrariamente, pero respetando ¢l
‘sentido comtn. Enunciamos la siguiente proposicion:

S| apruebo el examen, ENTONCES te presto el apunte” (1)

Se trata de la implicacién de las proposiciones

p : apruebo el examen
q : te presto el apunte

Interesa inducir la verdad o falsedad de la implicacion (1), en términos delaVo
F de las proposiciones p y q. El enunciado (1) puede pensarse como un
compromiso, condicionado por p. y podemos asociar su verdad al cumplimiento del
compromisd. Es obvio que si p es F, es decir, si no apruebo el examen, quedo
liberado del compromiso, v preste o no preste ¢f apunte la proposicion (1) es V. Es

decir, si el antecedente es F, la implicacion es V.
Si p es V, en cuyo caso apruebo el examen, y no presto el apunte, el compromiso
no se cumple, y la proposicién (1) es entonces F. Si p y g son V, entonces la

implicacion es V porque el compromiso se cumple.
De este modo, la implicacion solo es falsa cuando el antecedente es V y el

consecuente es V.
Eremplo P-4

i ) st hoy ¢s lunes, entonces mafniana es muries
es la implicacién de las propesiciones

p : hoy es lunes
q : mafiana es martes

Como no puede darse antecedente V y consecuente F, la implicaciénes V.
i 1=—-1= 1= (D
es V por ser el antecedente F.
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1.4.5. Doble implicacién o bicondicional

Definicion

Doble implicacion de las proposiciones p y ¢ es la proposicion pPegqipsiy

s0lo si g), cuya tabla de valores de verdad es

e T R
MLl
<mm<}l$

La doble implicacidn o bicondicionai sélo es verdadera si ambas proposiciones

tiwnen e} mismo valor de verdad.

La doble implicacién puede definirse como la conjuncion de una implicacién y su
rex{proca. De este modo, la tabla de valores de verdad dep e g puede obtenerse

arediante la tablade (p = g) A (g = p), como sigue

p {r = qj

mmMe 2|
Il Il S
<<m<|}
<mi<c<c]l

Siemplo -5,

i} T es equildtero si y solo si T es equidngulo
s ‘a doble implicacion de las proposiciones
p . T es equilitero
g T es equidngulo ;
Toda vez que p sea V, también lo es q y analogamente 51 pesF, qgesF De
modo que la doble implicacion es V., B
iya=5b siysélosi g =52 ’
las proposiciones son

-

pra=b
g:a® =b?

la duble implicacidn propuesta es falsa sip es Fy ¢ es V. En los demds casos es V.

CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

1.4.6. Diferencia siméfrica
Definicion
Diferencia simétrica o disyuncion excluyente de las proposiciones p y q es la

proposicion p ¥ ¢ {p o g,en sentido excluyente) cuya tabla de valores de
verdad es

~
i<
o

L P
e R
"<

La verdad de p v ¢ estd caracterizada por la verdad de una y sélo una de las
proposiciones componentes. s

Es claro que p v g equivale a la negacidnde p « q.

1.5. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

Consideramos la tabla de valores de verdad de la implicacion

-

p q

T Il ]
ma LR
<<em<ald

Hay tres casos en que p = g es V, y entre ellos hay uno en que p es V, en el
cual resulia g verdadera Es obvio que nos referimos al primer rengién de la tabla, y
se tiene que si p = q es Vy p es V, entonces ¢ es V. Se dice entonces que el
antecedente p es condicion suficiente para el consecuente g.

En cambio, si pesF, nada podemos decir de g, puesto que puede ser V o F. Por
otra parte, cuando p = g es V, si g es V, entonces p puede ser V o F; mas para
que p sea V se necesita que g lo sea. Se dice entonces que g es condicion necesaria
_para p.

" Resumiendo, si p = q es V, entonces p es condmon suficiente para g y g €8
condicién necesaria para p. .

Estas condiciones suelen expresarse asi:

q si p (condicion suficiente)
p sélo si g (condicion necesaria)
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Ejemplo 1-5. ]
La siguiente implicacidn es V:
“SIT es equildtero, ENTONCES T es isdsceles”

En este caso p . T es equildtero
q : T es isOsceles

y p es coudicién suficiente para g, es decir, que un tridngulo sea equildtero es
suficiente para asegurar que sea isOsceles. Por otra parte. T es equildtero solo si es
isOsceles: es decir, que un tridngulo sea isOsceles es necesaric para que sea equildtero.

Sea ahora la doble implicacién p ¢ g, es decir {p = ¢} » {g = p} §i

pe q esV.entonces p = q es Vyq = p e V. Se tiene, atendiendo a la

primera, que p es condicién suficiente para ¢; v, ieniendo en cuenta la segunda
implicacion, ocurre que p es condicién necesaria para g.

Es decir, si p © ¢ es V, entonces el antecedente p es condicion necesaria y
suficiente para el consecuente q.

Andlogamente, en el caso de doble implicacién verdadera, el consecuente g es
también condicidn necesaria v suficiente para el antecedente p,
Ejemplo 1-7, ’
La proposicion )
“T es equildtero SI'Y SOLO SI T es equidngulo”
‘es la doble implicacidén de las proposiciones

p . T es equildtero
g : T es equidanguio

Aquélla es V, y cualquiera de las dos proposiciones es condicidn necesaria y
suficiente para la otra.

1.6. LEYES LOGICAS

Consideremos la proposicion
e =a » pl=g

cuya tabla de valores de verdad es:

pla |p=q ]| P=a) AP p=q¢ ~ pl=a
vi]v v v v
V |F F F %
Flv \Y F v
F |F \Y F v

LEYES LOGICAS 9

i i c d lores de verdad
icic v, independientemente d¢ los val
sicion compuesta (1) es V. ' ] es dad
d Liasp;(:'g:osiciones componentes. Se dice entonces que tal proposicion es
e la _
utologia o ley logica.
La proposicion p = p €S \Y

-emplo de una ley logica. ‘
ejer;:li cambio p A ™D €8 F, cualquiera que

diccion. N N o

En el ciiculo proposicional se utilizan las siguie
demostracion se reduce 2
verdad:

cualquiera que sea ¢l valor de verdad de p. Es otro

sea p. Se dice que es una contra-

ates leyes o tautologias cuya

la confeccion de la correspondiente tabla de valores de

161, Involucion
~(~p) =P

B ”
. “po. no p, equivale a p.
¢l modo de leerla est “no, N0 p q 4

1.6.2. Idempoiencia
(p APY*=p

(pvp)ye?pl

1.6.3. Conmutatividad
a) de la disyuncién pvgeq VD
b) de la conjuncién P~ 4 e g Ap

1.6.4. Asociatividad

-

a)dela disyuncién
(pvq)vrepv(qu)

» L
by De la conjuncion
2]

~
h~
L

3

1.6.5. Distributividad )
a)de la conjuncion respecto de la dl§yuncxon
(pvaATe@ ANV @A

b) deia disyuncion respecto de la conjuncion

(p r @y v eV nA@VvD
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1.6.6. Leyes de De Morgan
2) La negacién de una disyuncion es equivalente a la conjuncion de las negaciones

~(PV @ e ~p A ~qg

b)La negacién de una conjuncién es equivalente a 1la disyuncién de Ias
negaciones

S AQe~p v o~
Ejemplo [-8
. Tabla de valores de verdad de la distributividad de la coniuncion respecta de Ja
winky x..\iic.'i'i.")IL ' .

v g " re(p s vigan

Cada valor de verdad de P puede asociarse a dos valores de verdad de 4. y por
cada uno de estos pares de valores se tienen dos posibilidades para 7. en
~onsecuencia. resultan 2° =8 renglones en la tabla. Si se dann proposiciones, en la
tabla hay que analizar 27 renglones.

Pf)r otra parte, es posible simplificar la confeccion de Ia tabla, como se indica a
sontinuacion :

(p v q) a r ® (P An v (g a7
VvV o, v iiyTy Viviyv
VVV I F I F |V FiF F
VVF t V.v|y ViV :FE
VVF { F, F |V F I F ! f
FVV L viv]y Viviy
FVV I F 1 F |V FI{F | F
FFF ' F,v]v F!F | F
FFF | FIF|vV FIF |F

Eemplo 1-9,
Coafeccionamos la tabla de valores de verdad de la siguiente ley de De Morgan:

(P A @ e p v o ~q

~7 (pAg - ~p v ~q
Jngvv v F ' F | F
:V:VFF' V<F:V:V
iV + F FV vi]iv iv 'eF
i VI F FF ViIiVviviy

IMPLICACIONLS ASOCIADAS

Ejemplo 1-10.
La proposicién

(p A @) =>0p
es una ley logica, pues la tabla
(p A~ q) = p
vV vV V A% A\
V F F v \Y%
F FV |V F
F F F v F i

nos muestra que es una tautologia.

1.7. IMPLICACIONES ASOCIADAS

Sea el condicional p = ¢, que lNamamos directo: en conexién con él. se
presenmfx otros tres. obtenidos por permutaciones o negaciones del antecedente y
consecuente:

g =p reciproco
~p = ~gq contrario
~q = ~p contrarreciproco

Las cuatro implicaciones propuestas se llaman conjugadas, y cualquiera de ellas
puede tomarse como directa. El siguiente esquema nos proporciona la relacion que

las vincula:

p =q 1eciprocos q =>p
=&
[] 7] AQs 8
= I'ra & Q g
g g
| a I =
g w @, S
] Qoi\ OCUS
~p = ~q reciprocos ~y = ~p

Es facil verificar que las implicaciones contrarreciprocas son equivalentes, es
decir, los siguientes bicondicionales son tautologias: -
(p=4q) (~q ="~p)
(g =p) & (~p=>"q)

Si la implicacion directa es V, también lp es la contrarreciproca, y no podemos
afirmar la verdad de la reciproca & de la contraria. Pero si son verdaderos un
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condicional y su reciproco o conirario, entonces son verdaderos los cuatio, y las
proposiciones antecedente y consecuente son equivalentes.
Se presenta continuamente la necesidad de demostrar la verdad de p = q, y de
acuerdo con 1o expuesto se presentan dos métodos: ‘ '
i) direcio. Si p esF, nada hay que probar, pues en este caso p = g es V. Sip
es V hay que establecer que el valor de verdad de g es V.
i} indirecto. Si q es V queda establecida la verdad de p = q. Pero si qgesF
hay que examinar p y llegar a establecer que su valor de verdad es F,

. 1.8, NEGACION DE UNA IMPLICACION

‘ L&a proposciones p = q y ~(p A ~q) son equivalentes, como lo muesua la
siguiente tabla

= @ = ~ (p4r~q
VIV V]IV IV IVFEF
vV « F [ F V!F VvV VV
F + VIV I VIV IFFF
F {VIF | V!V IFFV

En consecuencia, la negacion de la primera equivale a la negacion de la segunda
.

es decir
~p =g e~~(p » ~g)]

y por 1.6.1, se tiene

~p=q9=(pr ~q)
Es decir. la negacion de una implicacidn no es una implicacién. sino la
conjuncion del antecedente con la negacidn del consecuente.
fremplo -7 1,
Sean las implicaciones
" i) 8i hoy es lunes, entonces mafiana es miércoles.
i) 1= -1 =i'==1p
Sus negaciones son, respectivamente,
“Hoy es lunes y mafiana no es miércoles”
“1=—1 A 12#=17"

RAZONAMIENTO DEDUCIHIVO 13

1.9: RAZONAMIENTO DEDUCTIVO VALIDO

En matemdtica interesa el tipo de razonamiento lamado deductivo. Llamamos

razonamiento a un par ordenado ({p;}; ¢), siendo {p,v}un conjunto finito de
proposiciones, llamadas premisas, y ¢ una proposicion, llamada conclusidn, respecto

de la cual se zfirma que deriva de las premisas.

Un razonamiento es deductive si y solo si las premisas son evidencias de la
verdad de la conclusion. es decir, si py. Ps.....Pn son verdaderas, entonces g
verdadera. Un razonamiento deductivo es vilido si nc es posible que las premisas
sean verdaderas v la conclusion falsa. De un ruzonamiento no se dice quees Vo I,

sinu que es valido ¢ no.
Llamamos regla de inferencia. a todo esquema valido de razonamiento. indepen-
dientemente de Ia V o F de las proposicicnes componentes. De este modo. toda

regla de inferencia es tautologica.
Un razonamiento deductivo es vilido cuando el condicional cuyo antecedente es

la conjuncion de las premisas, y el consecuente es la conclusidn, es tautologico.
Son ejemplos de reglas de inferencia:
a) Ley del modus ponens:
Sipyp =g, ENTONCES g
La notacidn cldsica es

b) Ley del modus tolens:

~p
_ Este esquema es la dotacidn cldsica del condicional

ip =g » ~gl=~r

¢t Ley del stlogisme hpotérico:

p=q
q=r

p=r

Es decir, la proposicion [ =g) A @=n]=(@=0nes una tautologia.
En cambio, el condicional [ ( p = ¢ ) A ¢ ] = p no es una forma valida de

~
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razonamiento, ya que la comrespondiente tabla de valores de verdad nos muestra que
no &s tautologico. ’

Fjemplo 1-12.

a) Justificar la validez del razonamiento

P =q
~r =g
~(~p oA )
t =5
~r

s

En lugar de confeccionar la tabla del condicional entre la conjuncién de las premisas
v la conclusién. haremos uso de las leyes del cdlculo proposicional, a fin de simplificar
la situacién. La segunda premisa es equivalente a la contrarreciproca g => r: por la ley
dfai silogisma hipotético. de la primera y de ésta, resulta p => r. La Gltima premisa es
V. v en consecuencia r es F, y como p = res V resulta necesariamente quepesF. La
tf:rcera premisa equivale a p v ¢ de acuerdo con una ley de De Morgan, y por ser p
falsa resulta la verdad de & Ahora bien, siendo 7 y t = s verdaderos. resulta la verdad
des. por 1.9a).

bj Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son:
Hoy Hueve o hace frio,
Hoy Hueve o no hace frio,
y la conclusion: Hoy Hueve.
En lenguaje simbolico se tiene
PV g
p v ~q
P

7, o bien ~q es F; cualquiera que sea e} caso, por ser las disyunciones verdaderas,
resulta que p es V. De otro modo, la conjuncion de ambas disyunciones, por la
distributividad, es equivalente a p Vv (@ A ~g). La verdad de aquéllas asegura la
verdad de ésta, y comog A ~q esF, resulta la verdad de D.

1.10. FUNCIONES PROPOSICIONALES. SU CUANTIFICACION

El simbolo P (x) es la representacion de un predicado o propiedad relativos al
sbjeto indeterminado x, perteneciente a cierte uriverso o conjunto. Si nos referimos a
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los nameros enteros y estamos interesados en la propiedad de ser impar, entonces la
traduccién de P (x) consiste en: X es jmpar, y se escribe

P (x) : x es impar

Es claro que el enunciado: “x es impar” no es una proposicion, ya que a menos que
se especifique a x no podemos decir nada acerca de su verdad o falsedad. Ocurre, sin
embargo, que para cada asignacién dada al sujeto x dicho enunciado es una
proposicibn. A expresiones de este tipo se las llama funciones o esquemas
proposicionales.

Definicion
Funcién proposicional en una variable o indeterminada x es toda oracion en la
que figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposicion
para cada especificacion de x.
En nuestro ¢jemplo resultan proposiciones como

P(—4):—4 esimpar  (F)
P( 5): 5 esimpar (V) etc.

Se presentan también funciones proposicionales con dos variables o indeterminadas.
Sea, por ejemplo
P(x,y):xesdivisor de y
Lo mismo que en el caso anterior, si X e ¥ son enteros, P (x ,») no es proposicion,
ya que no podemos afirmar la verdad o falsedad del enunciado. Mas para cada
particularizacién de valores se tiene una proposicion

P(—2,6):—2 esdivisorde6 (V)
P( 12,6): 12 esdivisordeé6 (F)

A partir de funciones proposicionales es posible obtener proposiciones generales
mediante un procesd llamado de cuantificacion. Asociados a la indeterminada x,
introd ucimos los simbolos V x y 3 x, llamados cuantificadores universal y existencial
en x, respectivamente. Las expresiones

Para todo x, se verifica P (x)
Existe x, tal que se verifica P (x)

se denotan medianfe Vv x: P (.;c) (1)
Ax/ P(x) 2)

y corresponden a una funcion proposicional P (x) cuantificada universaime
primer caso, y existencialmente en el segundo. Una funcion proposicional cuantificada

nte en el
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adquiere el
decimos

cardeter de proposicion. En efecto, retomando el primer ejemplo, i

*“Todos los nimeros enteros son impares”,

' ()
es claro que hemos enunciado una proposicion general y relativa a todos los niimeros

enteros, cuyo valor de verdad es F. Una traduccién mis detallada de esta proposicidn
consiste en

“Cualquiera que sea x, x es impar”,
Es decir VX :Xxes impar
Si cuantificamos existencialmente la misma funcién wroposicional, se tiene
3 x / x es impar
O sea
O bien

“Existe x. tal que x es impar”.

“Existen enteros que son impares”.

)

O mis brevemente “Hay enteros impares™.

El valor de verdad es V, y en consecuencia se trata de una proposicion. El
cuantificador existencial se refiere a, por lo menos, un x.

Es obvio que una funcién proposicional cuantificada universalmente es V si y solo si
son V todas les proposiciones particulares asociadas a aquélla. Para asegurar la verdad
de una funcién proposicional, cuantificada existencialmente, es suficiente que sea
verdadera alguna de las proposiciones asociadas a la funcién proposicional.

Un problema de interés es la negacién de funciones proposicionales cuantificadas.
La negacidn (1) es
“No todos los enteros son impares”

es decir “Existen enteros que no son impares”

y en simbolos 3x/~P(x)

Entonces, para negar una funcién proposicional cuantificada universalmente se
sambia el cuantificador en existencial, y se niega la funcién proposicicnal.
La negacidnde {27} 25
“No existen enteros impares™.

e

Es decir Cualquiera que sea el entero, no es impar™
o lo que es lo mismo
»

“Todo enterc es par”.

En simbolos X ~P(x)

B

&4

w-afw:-...\...

o

s

CUANTIFICACION 17

< - ficads
para negar una funcidén proposicional cuantificada

iguiente regla: . _
Vale entonces 1 S tificar en universal, y se mniega la funcion

existencialmente se cambia el cuan

roposicional. . . _
’ Se tienen las siguientes equivalencias

~vx:P)] e 3x/~PX)
~[3x/P(X®)] & Vx:~P (x)

Ejemplo 1-13.
Sea la proposicion:
Tode el que fa conoce, ia admuz.

ibi je simbolic 12, v retraducir ia negacion al
Nos interesa escribirla en lenguaje simbolico. negaria. ¥

lenguaje ordinario. o
La proposicién dada puede enunciarse:

’

Cualquiera que sea la persona. si la conoce. entonces la admira.

\ implicacion ¢ riones icionales
Aparece clara la cuantificacién de una implicacion de las funciones proposici

P {x}: « lavconoce
Q(x): x laadmira

Se tiene
vx:P(x) = Q(x)

. . Ficada
Teniendo en cuenta la forma de negar una funcion proposicional cuantifica
e

universalmente v una implicacion resulta

) Ix/P(x) A ~QW)

Y pasando al lenguaje ordinario:
Hay personas que la conocen y no la admiran.
.
Ejemplo 1-i4.
Consideremos ia msinia cuesuon
“Todo entefo admite un inverso aditivo.

iguiente Jas0!

Es decir y )
i umado a él da cero .
“Cualquiera que sea el entero, existe otro que s

Intervienen dos variables y 1a funcién proposicional
P(x,»):x+y=0

R Y
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La expresion simbélica es entonces
Yx3y/x+y=0
Su negacidn es
3x/~3y/x+y=0]
Es decir
Ix/Vy:x+y+#0
La traduccion al Ienéuaje comin es

e i et r A S K eI <k Gtk s T 3 [k AP, Lo T STy
EXI31¢€ Ul SiiiCiv cuyd 3uiila cun Cuaiguicln vy, ©b Uibliiiid uc vCivu . (r }

Ejemplo 1-15.
Sea la proposicion
Hay alumnos que estudian y trabajan.

Su enunciado sugiere un cuantificador existencial y dos funciones proposicionales

P (x): x estudia
Q(x): x trabaja

En forma simb6lica se tiene
A3x/Px) A Qx)
Su negacibn es ‘
vx:~Px) A Q)]
Y por ley de De Morgan
vx:~Px) v ~Q(x)
Traduciendo al lenguaje ordinario

**Cualquiera que sea el alumno, no estudia o no trabaja”.

1.11 CIRCUITOS LOGICOS
La verdad de una proposicion puede ascciarse al pasaje de corriente ¢n un circuito

eléctrico con un interruptor. -
Para representar a p, sies V, se tiene

O JE -Q

CIRCUITOS LOGICOS 19

Y parap,siesF

© -0

Es decir, el interruptor se cierrasipes Vy se abresipes F.

Las operaciones proposicionales pueden representarse mediante circuitos con tantos
interruptores como proposiciones componentes, combinados en serie o paralelamente.
i ) Conjuncién

S < o

p q

Este circuito admite el pasaje de corriente, es decir, la verdadde p » g, sélosi las
dosson V.

ii ) Disyuncidn. Estd representada por un ¢ircuito en paralelo

P

q

La falsedad de p v g. es decir, el hecho de que no pase corriente, sblo se verifica
en el caso de la falsedad simultdneadep y g

it} implicacién. Como
(p=q)=~(p r ~q)
de acuerdo con 1.8, aplicando una ley de De Morgan y la doble negacion, se tiene
=aqsCpv q
En consecuencia, el c':ircuito asociado es

~p

iv) Diferencia simétrica.
Utilizando sucesivamente 1.4.6., 1.4.5.. una ley de De Morgan, la negacion de
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implicaciones y la distributividad de la disyuncion respecto de la conjunciodn, se tienen
las equivalencias

(prq)e ~pea) <

e~(p=q r(@g=pl*

e~p=q v ~q=p*°

s(p r~) V@A P)®

e(pv @ alp v~ AV @ A{~gY TP

w{p v g) » (~p v ~d)

y resulta el circuito

p ~r
J
< —0
\ \
q ~q

Ejemplo 1-16.

i) El circuito correspondiente a la proposicién

(p » Vv (~9) es

j _/q
Ol e 0
~q
O bien, luego de simplificar aquéla: § ¥ ~4
-
[ o B M |
~q

Para que pase corriente es suficiente quep o~q sean V.

CIRCUITOS LOGICOS

i) La operacion proposicional que caracteriza al siguiente circuito

g
» R

NI g— 5

€5

p & fg v I"}

21
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.

i-17. En el libro Hijos en libertad. de A. S. Neill, estdn escritas las siguientes
nroposiciones

£ : Mis maestros hacen que tedas las lecciones sean aburridas.
g : No aceptan las respuestas que no figuran en los libros.
r* Imponen un cimulo de normas estipidas.

Construir las proposiciones
prgqg . gV, (P Ag)=T
1-18. Escribir en forma simbdlica la siguiente proposicién compuesta que figura en el
mismo texto: ‘

*La chatura y el tedio de ciertas disciplinas escolares se trasmiten a los maestros,
y las escuelas se llenan de hombres y mujeres de mentalidad estrecha, vanidosos.
cuyo horizonte estd limitado por el pizarron y el libro de texto™.

1-19. Confeccionar las tablas de valores de verdad de las proposiciones
i) r @=r
i)~V 9o~ r ~q

1-20. Negar las proposiciones construidas en el ejercicio 1-17.

1-2]. Proponer las siguientes proposiciones en forma simbélica, negarlas, y retraducir-
las al lenguaje comun:
i ) No es justa, pero mantiene el orden.
ii ) Los alumnos conocen a los simuladores y los desprecian.
iii) Si los alumnos conocen a los simuladores, entonces los desprecian.

1-22, Determinar si las siguientes proposiciones son leyes logicas:
i)p A g=q
fi)lle=q) A @=nl=(p=n
ii)p=p r q
W)yp=p Vv g

B s 2 A e TS TSSO TP
13

O
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1-23, Simplificar las siguientes proposiciones:
iy~Ccp v ~q -
i)~pr vV @ V(P g
1-24. Sabiendo quep v gesVy que ~q es V, determinar el valor-de verdad de
(p v g r ~q]=gq

1-25. Determinar, en cada caso, si la informacion que se da es suficiente para conocer
el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. En caso
afirmativo. justificarlo.

iYip =>ay=r - reV
W (p v =pr ~q) ; qesV
i {p » @ =(p v ry ; pesVyreF

vy p ~ (g =) p=reV ,

1-26. Los valores de verdad de las proposiciones p, g, r v s son, respectivamente, V, F,
F, V Obtener los valores de verdad de
iYip v @) v rl ~ s
i)r=s5 a p
ii)p v r e&r A ~5
1-27. Negar las proposiciones
i)3x/Pix) v ~Qix)
HIVXx:Px)=0Q(x
i)vx3y/x.y =40
1-28. Verificar que para probar la equivalencia de las proposiciones p, ¢, r y s es
suficiente demostrar las siguientes implicaciones:
pP=q . 4g=r . r=s y s=p
1-29. Dadas las proposiciones
i ) El cuadrado de todo niimero real es mayor que 2,
i) Exigten enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo del siguiente,
iif) Todo el que estudia triunfa,

expresarlas simbolicamente, negar las expresiones obtenidas y retraducirlas al
lenguaje ordinario.

1-30. Construir un circuito correspondiente a la proposicién

P A~ vV (P A @YV (~p A ~q)
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1-31, Se tiene el siguiente circuito:

B

i ) determinar la proposicion correspondiente
i ) simplificar ésta, y construir el circuito asociado.

1-32. Expresar simbélicamente el siguiente teorema: “si un n(mero es impar, entonces

su ciadrado es impar”. !
Enunciar el contrarreciproco, el contrario y el reciproco. Demostrar el primero.

1-33. Siendo

p :a.besimpar
q :ay b son impares

Demostrar p = ¢q
1-24. Bustificar el razonamiento

p Vv ~q
~y 1
p v ~r

7-33. Lo nismo <n él siguiente caso:

1-36. Investigar la validez del razonamiento siguiente:

Si el interés no es egofsta, entonces es, la fuerza vital de las personas y es

espontanec. .
El interés no es la fuerza vital de las personas y es espontanco

Elinterés es egoista

e

N

i

Capitulo 2

CONJUNTOS

2.1. INTRODUCCION

El propodsito de esta seccion es el estudio dela teoria intuitiva de conjuntos. En
este sentido, los términos ““conjunto”, “pertenencia” y “elemento” son considerados
como primitivos. Sobre esta base se definen la inclusion y fa igualdad. y se estudian sus
propiedades. El mismo tratamiento se hace corresponder a las operaciones entre
conjuntos. El capitulo se completa con el desarrolio de ejemplos en los que se pretende
mostrar un método adecuado de trabajo.

2.2. DETERMINACION DE CONJUNTOS
2.2.1. Notaciones

Para denotar conjuntos utilizaremos generalmente letras maydsculas, y para
especificar elementos se usardn letras minisculas, a menos que dichos elementos sean,
a su vez, conjuntos, Para indicar la pertenencia de un elemento a un conjunto serd
utilizado el simbolo €.

La proposicién *a € A" se lee: “a pertenece a A", o bien “el elemento a pertenece
al conjunto A,

Su negacida ¢s “g € A”, que se lee: “a no pertenece a AL

Siel comjunic A osta formado por fos slementos 2. 2 v ¢, estnbimos

A= {aQb.c}

en este caso se nombran todos los elementos del conmjunto, y se dice que estd
determinado por extension. .

Las notaciones usuales para caracterizar conjuntos numeéricos son las sigujentes:

N conjunte de los numeros naturales
Z conjuntc de los nameros enteros
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Q conjunto de los niimeros racionales
R conjunto de los niimeros reales
C conjunto de los nlimeros complejos

La representacion por extensién del conjunto cuyos elementos son — 1,0y 1,es

A={~1,o,1}

Es facil ver que se trata del conjunto de los ndmeros enteros cuyo valor absoluto es
menor que 2; en este enunciado hacemos referencia a elementos del conjunto Z, de los
nimeros enteros, el cual se Hama referencial o universal; ademds, estamos interesados
en aquellos que satistacen la propiedad de ser, en valor absoluto, menores que 2.

La notacion correspondiente es

A= {(xeZiw<2 j

y se dice que el conjunto ha sido determinado por comprension.

El conjunto universal depende de la disciplina en estudio, se fija de antemano, y
esta formado por todos los elementos que intervienen en el tema de interés. En general
se denotara con U.

Definicion ..

Un conjunto se determina por extension si y solo si se enumeran todos los
elementos que lo constituyen. Un conjunto se define por comprension si y sélo
si se da la propiedad que caracteriza a sus elementos.

El conjunto cuyos elementos verifican la propiedad P se indica
= <xeU/P(x)}
o mas brevemente. si U estd sobrentendido
A={x/P ™}

v se lee: “A es el conjunto formado por los elementos x, tales que P (x)”. P (x) esuna
funcién proposicional, y un objetoc del universal pertenece al conjunto si y sélo si
verifica la propiedad. es decir i

a€A ©Ptu) es V
En consecuencia

a¢A ©Pa) es F

2.2.2. Conjuntos especiales

Extendemos la nocién intuitiva de conjunto a los casos de carencia de elementos y
de unicidad de clementos. mediante la introduccidn A2 los conjuritos vacio y unitario.

5

b
¥
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~ Un conjunto vacio es aquel que carece de elementos. Un conjunto unitario esta
formado por un dnico elemento.
Una propiedad o funcion proposicional, que se convierte en proposicion falsa para
todos los elementos del universal, caracteriza por comprensiéon un conjunto vacio.
Designaremos con ¢ al conjunto vacio, y puede definirse simbdlicamente asi

o= {x/x#x )
S P

En este caso la propiedad relativa a x es P (x) : x % x. la cual resulta falsa cualquiera

que sea Xx.
Si A es el conjunto cuyo Gnico elemento esa, escribiremos

s

ro0 e
! | {
A={ g =<

L/ kS

.'fx:a,}
;

Ejemplo 2-1.

Determinar simbolicamente y por extensicn 105 siguientes conjuntos definidos por
comprension:
i ) A esel conjunto de los niimeros enteros cuyo cuadrado esiguala 1.
En este caso la propiedad que caracteriza a los elementos de A es la conjuncion de

Pix):xeZ y Qix):x*=1

Entonces
rd - \x
A={xjxez A xF=1y

y como universal puede sobrentenderse el conjunto de los niimeros reales o racionales.
Si proponemos a Z como unijversal, puede escribirse

A={er{x2=I}

Obviamente. la determinacién por extension es

Toas{-1a}

ii) B es el conjunto de los nitmeros naturales mayores que 2, y que no superana
6. -

Considerando a N como universal, la propiedad caracteristica de los elementos de B
es la conjuncion de
Px):x>2 y Q(x):x<6
que podemos expresar Rix):2<x<6

V se tiene

B={xeN/2<x<6)
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Por extension nos queda
B={3.4,5,6}

iii) Ces el conjunto de los atimeros reales cuyo cuadrado es iguala — 1.

Se tiene:
c={ xeR/x* =—1}
Y
fomo e cuadradd de ningln nimero real es negativo. P {x): x? = — 1es Fpana

rodo real. v resula C= &

Ejemplo 2-2.

La determinacién de conjuntos por extension no es posible en el caso de infinitos
elementos, y hay que imitarse 2 la definicion por comprension. La matemdtica trabaja
casi con exclusividad en este sentido, a través de propiedades.

Caracterizamos simbolicamente 10s siguientes conjuntos:

i ) Pes el conjunto de l0s nimeros enteros pares.

Por definicion, un entero s par si y s6lo si se identifica con el duplo de algun

entero. Esdecir

a €s par @ 3keZla=2k
Entonces P={er/x=2k A keZ}

Es clarc que P consiste en el conjunto de los maltiplos de 2.
A veces, acudiende a un abuso de notacion, suele prcponerse una aparente

determinicién por extensién de un conjunto infinito, con 1 adjuncién de puntos
suspensivos. Asi

ii YA 5 ¢l conjunto de los nimeros naturales que son miltiplos de 3.
A=l xeNix=3k o+ keN-

En Nao incluimos al cero, ¥ 5@ uene

a=03.6,9,. ...}
. ,

i1
Si 0 ¢ considera natural, escribiremos Ny y en este ¢aso

- A={xeNy/x=3k A keNo)

Es decir .
A={0,3,6,9,......}

e v b i S

B wda. Aag i

o
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jif) Besel conjunto de los nameros naturales cuyo cuadrado es par.
B= {xeN/x2 espar}

Q bien
B= {xeN'lxzka A keN}

;Como se determina la pertenencia de un elemento a B? De acuerdo con la
definicion de B, dado un niimero natural. se analiza su cuadrado; si dicho cuadrado es

pur, €l ndmero pertenece a B; si su cuadrado es impar, no pertenece a B. Es decir

gl o a e pu

iv) € es &l conjunto de los puntos del plano cuyas distancias a un punte 0 son

igualesa 1.
Entendemos que el conjunto universal es el de los puntos del plano a. Si bien Oes
un elemento, COmMO €3 usual en geometria, 1o denotamos ¢on mayuscula. Indicamos 1a

distancia entre A ¥y 9 mediante d (A . 0). Entonces

c={Xea;d(x,a)= 1

es 1a definicion simbolica de la circunferencia de centro 0y radio 1. 3
v) D es ¢l conjunto de los puntos del plano que equidistan de dos puntos fijos A

y B.
D..-{xga,ld(x,A)-—:d(x,B)}

D consiste en la mediatriz del segmento AB.

Ejemplo 2-3.

El conjunio S estd formado por los posibles resultados que s& obtienen al lanzar dos
monedas. Los resultados para la primera moneda son ¢ (caraly s {sello} y por cada uno
de ollos se tienen las mismas posibilidades para 1a segunda. es decir

&‘S -<;

Entonces

S= {cc,cs,sc,ss}'
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2.3. INCLUSION
23.1. Concepto .

Sean A y B dos conjuntos. Si ocurre que todo elemento de A pertenece a B,
diremos que A esta incluido en B, o que A es parte de B, 0 que A es un subconjunto de
B, y escribimos A C B.

Definicion <
ACBeVx:xeA =xeB
Esta definicion tiene el siguiente significado: si sabemos que A C B, entonces la
proposicidn VX 1 x €A => x€B es V: reciprocamente. si esta proposicion es V.
entonces se verifica que A < B.
En repetidas ocasiones se necesitard demostrar que un conjunto es parte de otro;

entonces. de acuerdo con la definicion, serd suficiente demostrar que cualquier
elemento del primero pertenece al segundo,

Teniendo en cuenia la equivalencia entre una implicacion y la contrarreciproca, a
definicion anterior puede expresarse asi

ACBe®Vx:x¢éB =x¢éA
Ademds, considerando la equivalencia entre p =g v ~(p A ~q), podemos
traducir la misma definicidn de la siguiente manera
ACBedx/xeA A x¢B esF

Es decir, en Ia inclusidn no puede darse que haya un elemento de A que no
pertenezca a B, '

Sobrentendiendo el cuantificador universal, para descargar la notacidn, escribi- -

remos
ACB ®xcA =x¢eB

2.3.2. Diagramas de Venn

Existe una representacion visual de los conjuntos dada por diagramas llamados de
Venn. En este sentido, el conjurto universal suele representarse por un rectingulo, y
los conjuntos por recintos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a U, es
decir, A T U. Sean A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama

u

it it

EX

%4
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En este caso se verifica A C B.

Ejemplo 2-4.
Sean U = Ny los conjuntos

Se¢ pide la representacién de talec conjuntos mediante disgramas de Vann,

Definimos la relacion de divisor en N mediante
alb siysdlosi 3 neNjb=a.n

Teniendo en cuenta esta definicién, y la relagién de menor o jgual, la representacion
por extension de tales conjuntos es

a={1.2.36)} B={1.2,4.8)
c={1.2;

y en términos de diagramas de Venn

Ejemplo 2.5,

Consideremos el conjunto U de todos los tridngulos; si I denota el conjunto de los
tridnguios isdsceles, E de los equildteros y R de los tridngulos rectangulos, s¢ tiene

IV
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Ya que todo tridngulo equildtero ticne los tres lados ignales, en consecucncia tiene
dos iguales, s decir, es isosceles. Ademds existen tridngulos isosceles gue son
rectangulos, pero ningin tridngulo equildtero es rectangulo.

2.3.3. Igualdad de conjuntos

Es claro que dos conjuntos son ipuales si son idénticos, es decir, si tienen los mismos
clementos. Entonces, todo elemento del primero pertenece al segundo, y todo
elemento de éste pertenece al primero.

Definicion
A=B<=ALB » BTA
Ejemplo 2-6.

Los conjuntos de nimeros reales

A

il

{xix’ =x}

[ e/x=1).x=0;

B

it

son iguales yi que
ceAeoxi=reoxi-x=0®x. x—1)=0 & xé€B
El bicondicional se desdobla en las dos implicaciones que prueban la doble
inclusién, y en consecuencia la igualdad.
Ejemplo 2-7
Sean los conjuntos de nmeros enteros

A={x,/x2=1

5
!
el

N

B ={x/ixl=1)>

Teniendo en cuenta que el cuadrado de un niimero entero es igual al cuadrado de su
valor absoluie, resulta

veA v =l eklisle k=l oxeb
En consecuencia, A = B.

Ejemplo 2-3.

Demostrar que ¢l conjunto de los ntimeros naturales impares es igual al conjunto de

los nimeros naturales cuyo cuadrado es impar.

Hipétesis) A = { xeN/x esimpar } Tesis) A=B

B={xeN/‘x2 asimpar}

Demostracién)
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Nota previa:

Por definicién, un numero natural x es impar si y solo si existe k€N tal que
x=2k—1.

Por otra parte, es facil ver que el producto de dos naturales consecutivos es impar, y
que la diferencia entre un nimero par y uno impar es impar. Vamos ahora a nuestra
demostracion, la cual consiste en probar las dos inclusiones que definen la jgualdad

1°) A C B. Enefecto: seax € A.

Setlene X € A = X esunpar = ¥ =2k—lconkeN =
myl=akd—dk+icon keN=x" =202k

b = 5 57 A ERY .
P S B SEEAE A B TR B

= x* esimpar = x€B

Hemos utilizado sucesivamente, la definicion de A, la definicion de nimero
impar, cuadrado de un binomio, la distributividad de la multiplicacion, la
sustitucién de 1 por (2~ 1), nuevamente k distributividad. ta definicion de

] nameéro unpar, y finalmente la definicion de B.
20y BC A Esclaroque x=x.{x+ 1)—x*.
Ahora bien
x€B = x* esimpar = x.(x +1)—x* esimpar =
' = x esimpar = X € A

En consecuencia A = B.

2.3.4. Propiedades de la inclusibn ..

i ) REFLEXIVIDAD. Todo conjunto es parte de si mismo.
En efecto. si A es un conjunto, la implicacion
Vx:x€A =>x€A es V
En consecuencil. por definicién, se tiens A C A
43 TRANSITIVIDAD. St un conjunte €3 paiie §2 ofn
tetcero. enionces ¢l primero estd incluido en 2l K
|8 Hipotess) ACB
BCC
Demostracion)
Sea x € A. Por hipOtesis se tiene

{

. x€A = x¢€B
y xeB =>xeC



34 CONJUNTOS

kntonces, por ley del silogismo hipotético
xeA = x€eC

Y. en consecuencia, por definicién de inclusion AC C.
iii) ANTISIMETRIA. Si un conjunto es parte de otro y éste es parte del primero,
entcnces son iguales.
ACTB A BCA=A=B

es una consecuencia de la definicion de igualdad.

.

2.3.5. Caracterizaciéon del conjunto vacio

t 3 Propiedad. El conjunto vacio estd incluido en cualquier otro.
“hreesis) A €s un conjunto.
Tessip C A,
Demaosiracion) Consideramos la siguiente proposicion:
VX:X€EQp = XEA

@ cual es 'V por ser el antecedente F. En consecuencia. de acuerdo con la definicion de
inclusion. se tiene ¢ CT A,
Noa:
Ef teorema es valido cualquiera que sea A en particular, A puede ser vacio.
it ) Propiedad. El conjunto vacio es (nico.

tn efecto. suponemos que, ademds de ¢, existe ¢ también vacio. Entonces, de
acucrdo con i ). es verdadera la proposicion

¢Co » ¢l¢

v. por definicion de igualdad. resulta ¢’ = ¢
Ejemplo 2-9.

Demostrar ACop = A=¢.

Como se trata de una igualdad se requieren dos inclusiones.
1°) pCA por2.35.i)
20) A C ¢. Se verifica por hipotesis.

Luego A =¢.

©2.4. CONJUNTO DE PARTES

Dado un conjunto A, podemos formar un nuevo conjunto constituido por todos los
sabconjuntos de A, el cual recibe el nombre de conjunto de partes de A.

W ”
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Definicion v
Conjunto de partes de A es el conjunto cuyos elementos son todos subconjuntos
de A,

P(A)={x/xc A}

Los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos, y, en consecuencia, P (A)
es un conjunto de conjuntos.
De acuerdo con la definicion, se tiene

XeP(A) & XC A

F1 problema de decidir si unobieto es un elemento de P (A) se reduce a determinar
si dicho objeto ¢s un subconjunto de A. ’

De acuerdo con la propiedad reflexiva de la inclusion, cualquiera que sea A, se tiene
A C A,y en consecuencia A € P (A) por definicion de conjunto de partes.

Ademis, por 2.3.5. i) se sabe que ¢ C A, y por la misma definicion ¢ € P (A}, Es
decir, cualquiera que sea A. el mismo A y el vacio son elementosde P (A).

Ejemplo 2-10.
Determinar el conjunto de partes de A = { 2.3, 4:

Los clementos de P {A) son todos los subconjuntos de A, es decir

¢

{2}. {3} {4

{A 1 - \g ! \k
A

Y la notacion por extension es

_f 3% P T G 5 7 |
p=qo. {270 (35 (0] {230 {2e) L (3] ag
Ejemplo 2-11. .
i ) E!l conjunto de partes del vacio es el conjunto cuyo dnico elemento es el
vacio. ’
P@) ={s)

ii ) La pertenencia relaciona elemento a conjunto. mientras que la inclusion
relaciona conjuntos entre si. Desde este punto de vista, damos los valores de
verdad de las siguientes proposiciones relativas al ejemplo 2-10.

¢ CA A
€A F
¢ eP(A) A



36 CONJUNTOS

$CP(A) v
{2,3} €P(A) v
2€eP(A) F

{2} €P(A) v
A€P(A) \Y4

A€A F

AC A v

Ejemplo 2.2

Si A tiene » clementos. entonces P (A ) tiene 27 elementos. Se trata de computar ¢}
nimero de subconjuntos de A. Uno de ellos es el vacio. Conjuntos unitarios hay

/1 . L
exactamenie 1 = | l'j . es decir, tantos como combinaciones de » elementos, de orden
V1

1.
El nomero de subconjuntos de dos elementos es el de combinacicnes de #

. H
clementosde orden 2, es decir | A

. i
Subconjuntos ternarios hay ( 3 ) -
A 24
Y asi sucesivamente, hasta obtener el Gnico subconjunto de # elementos.

El nimero total estd dado por la suma

‘1o ’fl’l‘ oo e 51 e n
; - 4 = + b4 ¥ =
! H.E,»l 1 3,-! et . 1:’ +1 140,} !,‘5;' * ! 2 ot ‘»,n;%
¢ ;N) ;* (ﬂ] i n-i 3 n an
=v2 h-':._: \i/l . =(1+1) = .
i=0 i={

En este desarrollo hemos aplicado la formula del binomio de Newton. que se
justificard en el Capitulo 6.

‘15 COMPLEMENTACION DE CONJUNTOS

Sean A y B subconjuntos de L,

2.5.1. Definicién
Complemento de A es el conjunto formado por los elementos de U que no
pertenecen a A. )

El complemento de A se denotard por A; suelen usarse también A’y A.

COMPLEMENTACION DE CONJUNTOS

En simbolos
A= {xeU/x¢A)

o bien

Se tiene )
XEAS @ xEA

Ei diazrama de Venn corrgspordiente es

.2 o . . n
La complementacion es una operacién unitaria, en el sentido de que a partir deu
conjunto se obtiene otro.
j .en
Es usual también obtener el complemento de un conjunto A, respecto de otro B,
cuyo caso la definicidn es )
4 . A L
CeA= (¢ xeB/x¢A>’
L

En particular se tiene
i ) El complementario del vacio cs el universal.
xelU =>x¢¢ = xed

.
Oses U4

Yooomo 9 DU resuliz ¢” = 4

sien

s ¥ Bl complemenianio del universal es 2 vax

UC;—{(’XEU A oxél a.;@

LN

25.2. Propiedades de la complementacién

- 1) INVOLUCION. {A°)" = A
Demostracion) )
X€(A) © x¢A° o ~(xeAY) & ~(x¢A) S xEA

»

e b

4

———
bl

-

|

Attt
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_ En esta demostracién hemos utilizado la definicidn de complemento y la ley
involutiva del cdlculo proposicional.
) ACB=BcCAc

Demostracién) Utilizando sucesivamente las definiciones de complemento, de
inclusién y de complemento, se tiene

XEB=x¢B=>x¢A=>xe€Ac
Luego . B¢ C A¢
Ejemplo 2-13,
Demostrar A = B = A¢ = B¢
X€EAT o x¢A <+ xé¢B = xeB°
En virtud de las definicioneés de complemento, igualdad y complemento.
Ejemplo 2-14,

i ) Si r es una recta incluida en el plano «, entonces su complemento es el par de
semiplanos opuestos abiertos, de borde r.

ii ) EI complementario del conjunto de los mimeros naturales pares es el
conjunto de los naturaies impares.

iii) E1 complementario de Q en R es el conjunto de los nimeros irracionales.

~2.6. INTERSECCION DE CONJUNTOS
Sean A y B subconjuatos de U,

2.6.1. Definicion

Interseccién de dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos
que pertenecena A y a B. .

El diagrama de Venn correspondiente es

ANB

L

A SR b
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En simbolos se tiene
ANB={xeU/xeA » xeB)
O bien, sobrentendido U |

AﬁB:{x/xeA A xeB}

La interseccion entre conjuntos es una operacion binaria, porque a partir de dos
conjuntos se obtiene un tercero.

La propiedad que caracteriza a los elementos de la interseccion es la de pertenecer
simultianeamente a los dos coniuntos, v se establece en términosde una conjuncién

La definicién de interseccidn establece
x€ANB ®xeA A x€B
Si la interseccion de dos conjuntos es vacia dichos corjuntos se llaman disjuntos.

Ay Bsondisjuntos & ANB=¢

Ejemplo 2-15.

i }Si r y r’ son dos rectas distintas incluidas en un plano, entonces su
interseccion puede ser vacia, o bien reducirse a un punto. En el primer caso
son paralelas, vy en el segundo caso se llaman incidentes.

ii ) Sean dos rectas AC y AB, donde A. B y C son tres puntos no alineados
pertenecientes al plano a. Quedan definidos los conjuntos

S{AB, C) : semiplano de borde AB que pasa por C
S (AC, B) : semiplano de borde AC que pasa por B

Entonces el conjunto S {AB ., C) NS (AC, B) es el dngulo convexo BAC

] 1 3
+ L3 1]



40 CONJUNTOS
Las semirrectas S (A , B) (de origen A que pasa por B), S (A, )y S(C, B) son
subconjuntos de 7, tales que

S(A,C)NS(C,B)
S(A,C)NS(A,B)

il

AC
S(A,C) = S(A,B)

[

iv) La interseccion entre el conjunto de los nilmeros enteros pares y el conjunto
de los niimeros impares es vacia, ya que no existe ninglin entero que sea
simultineamente par e impar.

v ) En Z, la interseccion entre el conjunto de los niimeros pares y el conjunto de

.
los nimeros primos es ef conjunte 5 —~ 2,2
2.6.2. Propiedades de ia interseccion

) IDEMPOTENCIA: ANA=A.

En efecto
XEAMA ®XeA A XEA S €A

11} ASOCIATIVIDAD: (ANBYNC=AN(BNO).
Utilizando la definicion de interseccion, y la asociatividad de la conjuncion, se
tiene
xe(ANB)NC «xeANB » xeC =+
e(xeA » xeB) A xeCeoxeA ~ (x€B » xe() =

o xeA A xeBNC oxeAN{BNC)

1) CONMUTATIVIDAD: ANB=BNA.
la demostracién es obvia aplicando la definicion de interseccion y la
conmutatividad de la conjuncién.

IV} ELEMENTO NEUTRO PARA LA INTERSECCION ES EL UNIVERSAL
La interseccion opera sobre slementos de & {Uj,es decir, sobre subconjunios de
U, Interesa determinar si existe un subconjunto de U cuya interseccion cop

cuaiquier otro no lo altere. Tal elemento de P(U) se liama neutro para la
interseccion, y en nuestro caso es el mismo U. En efecto

cualquiera que sea A € U, severifica ANU=UMNA=A
Ejemplo 2-16. .
La propiedad IV es un corolario del sigujente teorema

ACB® ANB=A

i
%
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Por tratarse de una condicion necesaria y suficiente realizamos las demostraciones
de las dos implicaciones: s
i)ACB =ANB=A
Con la informacion proporcionada por la hipOtesis A C B, tenemos que
demostrar la igualdad ANB=A. Por definicion de igualdad hemos de
probar dos inclusiones:
a)SeaxeU talquex€ ANB. Ahora bien
LEANB =>xe¢A 7 X€EB = xeA

por definicion de interseccion. v ey logicap ~ g =~ o
Enconsecuencia ANMBT A (1)
La relacion (1) nos dice que la interseccidn entre dos conjuntos esta
incluida en cualquiera de ellos.
b} Sea ahora

xeEA=x€A A*xeEB =>xeANB
por la hipotesis y por definicion de interseccion.
Entonces se verifica AC AT B {2).
De(1)y{(2)resulta A NB=A
ii)ANB=A=ACB
Para demostrar que A C B, consideramos
xeA =>x€eANB=>x€eA A x€B =x€B

pues por hipotesis A = A M B; hemos utilizado ademds la definicion de
interseccion y la ley logica » » 4§ = 4.
Queda probado asi que A CB.
Nétese que en i ) a) no hemos hecho uso de Ia hipétesis, pero si en b). Esto nos
dice que la proposicion AN B CAes independiente de toda condicion, es decir, esuna
propiedad intrinseca de la interseccion. ‘

Ejemplo 2-17.

Demostraremos que si dos conjuntes estin incluidos en un tercerc, entonces Ia
interseccion de los dos primeros es parte del tercero.

Esto se "ve enel diagrama

U

ACX A BCX=ANBCX
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Lo demostramos asi
Xx€ANB =>xeA A xeB=xeX A xeX = xeX

Hemos aplicado sucesivamente la definicion de interseccion, la hipétesis y la ley
Ywgicap A p=p
7 sjemplo 2-18,

Demostrar que el conjunto de partes de la interseccidn es igual a la interseccion de
los conjuntos de partes.

P(ANB)=P(A)NP(B)

-broajuntos, consideramos

XeP(ANB) =« XZTANB & XCZA « XCB « XeP{A) » XeP(B)
= XeP(A)NP(B)

.« definicién de conjunto de partes: teniendo en cuenta i ) a) del ejemplo 2-16, Ia
" snsitvidad de la relacion de inclusidn, la definicién de conjunto de partes y la
<oiinkion de interseccién.

2.7. UNION DE CONJUNTOS
2.7.1, Definicién

Unioén de dos conjuntos A y B es ¢l conjunto formado por los elementos que
pertenecena A caB.

Simbolicamente se indica
, 3
AUB= {er,‘xeA v xer
Prescindiendo del universal

AUB={x{xeA Y xeB}
La unidén de conjuntos, lo mismo que la interseccin, es una operacién binaria
definida en el conjunto de partes de U, '
De acuerdo con la definicién, podemos escribir

a€AUB =2¢A v a€B

El "o utilizado es incluyente, y pertenecen a la unién aquellos elementos de U
© ¢a los cuales es verdadera la disyuncidn; entonces un elemento pertenece : la unién
< 3¢l0 si pertenece a alguno de los dos conjuntos.

e

o

e
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s

El diagrama correspondiente es

U

A la union pertenecen todoes los elementos de los conjuntos dados. En ¢l caso

disjunto se tiene

donde la parte sombreada es A U B.
Es claro g2 todo conjunto esta contenido en su unidn con cualquier ore. En -
efecto

XEA =XxEA v XEB =>x€AUB
en virtud de la ley logicap = p v g, y de la definicion de unidén. Entonces
A< AUB como queriamos.
Ejemplo 2-19.

i ) La unién de un par de rectas 7 y ’ contenidas en un plano es el par derectas.
ii ) La uni6n de dos semiplanos opuestos y cerrados es el plano.
iii) Sean los puntos A, By C. como en el ejemplo 2-15. iii). Se tiene

S(B,A)US(B,C) =7
S(A.B)US(B.C) =S({(A.B)
2.7.2. Propiedades de la union
I) IDEMPOTENCIA. Cualquiera que sea A. se verifica
AUA=A
Pues XEAUA & xeA v YeA @ xeA

por definicién de unidén, y laley légica p v p < p.
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11} ASOCIATIVIDAD. Cualesquicraque sean A, By C
(AUB)UC=AUBUCQ)

La demostracion es andloga a la propuesta en el caso de la asociatividad de la
interseccion, utilizando ahora ln definicion de unién y propiedades de la
disyuncion.

11y CONMUTATIVIDAD. Para todo par de subconjuntos de U, se verifica
AUB=BUA

pues YEAUB e xeA v YEB ®xeB v x€A @ yeBilA

1V ELEMENTO NEUTRO PARA LA UNION ES EL CONJUNTO VACIO.
Es decir, cualquiera que sea A C U, se tiene

AUp=¢pUA=A

Tratamos s6lo ¢! caso A U ¢ = A, ya que la conmutatividad nos exime de la otra
situacion,

Sabemospor 2.7.1.que ACTA U ¢ (1)

Seaghorix€AUY = XEA Vv XE€F = XEA
por definicién de unidn, y por ser falsox € ¢ .

Luego AU CA 2)
Por (1) ¥(2) resulta la igualdad propuesta.

Ejemplo 2-20.
Demostrar AZB & AUB=B,
Seguimos el mismo esquema empleado en el ejemplo 2-16.
i ) Hipoesis) ACB
Tesis) AUB=B
Demestracion) Como cada conjunto esti contenido en su union con
cualquier otro, seglin 2.7.1., se tiene

BIAUS (B}
Considerenos ahora
vEALUB =>xeA Vv x€B = x€EB v x€B = xeB

por definicion de union. por hipdtesis y por la ley pvp=p
Entonces: AUBCB (2)
De(ly (Z}resulta AUB=B
ii ) Hipotesis) AUB=B
Tesis) ACB -
Demostracion) €A => X€EAUB = x¢€

4

L

i

A g i

;
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porque si un elemento pertenece a un conjunto, entonces pertenece a su union con
cualquiera y ademas por hip6tesis, ya que AV B = B.
Esdecir: A CB.

Fjemplo 2-21.

i yDemostrar XC A A XTB=XC AUB.
En efecto, sea
xeX = xeA v YEB > xeAUB

io que € cierto por hipdtesis ¥ definicion de unién
ii ) La implicacidn anterior no admite reciproca verdadera, va que puede darse
que X T AWB, y sin embargo X2 A y X< B. como puede verse £n el
diagrama siguiente

iii) Demostrar P(A) U P(B)C P(AVUB)
" Consideremos
XeP(A)UP(B) = XeP(A) v XeP(B) =

=>XCA v XCB=>XCAUB = XeP(AUB)

por definicién de union. de conjunto de partes, propiedad i ). y definicion de

conjunto Je paries

2% LEYES DISTRIBUTIVAS
L3 umon e interseccion de conjuntos sueden conectarse a través de dos 'propiedadcs
fundamentales. Hamadas leyes distributivas, que se expresan mediante las formulas
(AUB)HC=(A(\(:‘)L(BI'\L")
(ANBYUC=(AUC)N(B )

Vamos a verificar, mediante diagramas de Venn. la primera de estas leyes. Los

‘ dibujos corresponden al primero y al segundo miembro de fa jgualdad.
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(AUBYAC (ANOUBNC(Q)

Las demostraciones formales son las siguientes:

2.A.1. Distributividad de la interseccién respecto de la unién

Xe(AUB)NC ©® xeAUB A xeC o (x€A v x€B) A xeC =
S (x€EA A x€C) V (xeB A x€C) ®xeANC v xeBNC =
S xe(ANC) U(BNEC)
por definiciones de interseccidn y de union, v distributividad de la conjuncion respecto
de la disyuncién.

2.8.2. Distributividad de la unién respecto de la interseccién

xe(ANBIUC ® xeANB v xeC
@{xX€EA A x€B) VvV xeC o

=(x€A v x€C) A (xeB v xe(C) &
@ x€AUC A xeBU C &

e xe(AUC) N(BUQ)

Se han utilizado las definiciones de unidn, de interseccion, y la ley distributiva de la
disvuncion respecto de la conjuncién,

2.9. LEYES DE DE MORGAN

Estas leyes, de gran aplicacion. permiten relacionar la complementacién con la
4nidn e interseccion.

=9.1. Teorema. El complemento de la unién de dos conjuntos es igual a la intersec-
cién de sus complementos. A

LEYES DE DE MORGAN 47

Tesis) (AUB)  =A°NB°

Demostracién) x e(AUB)° © x¢ AUB <
@ ~(xeAUB) ©® ~(x€eA v x€B) &
> X¢A A x¢B e xeA° A xcB® &
“xeA°NB°

Por definicién de complemento, de unién, negacion de una disyuncion, y definicién
de interseccion.

2.9.2. Teorema. El complemento de la interseccion de dos conjuntos es igual a la

spamiA

unibn de sus complementos.

Tesis) (AN B)* =A° UB°

Demostracién) x e(ANBY © x£ANB &

@ ~(x EANB) ® ~(reA » xeB) =
@ x¢A VvV x¢BexeA® v xeB¢ &
= x€eA°UB°

De acuerdo con las definiciones de complemento, de interseccion, negacion de
‘una conjuncion y definicidén de unién.

Ejemplo 2-22.
Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones:

ACB ; B°CA° ; AUB=B ; ANB = A
De acuerdo con lo establecido en el Capitulo 1, para demostrar la equivalenciz de
una cadena de n proposiciones, es suficiente probar » implicaciones. En nuestro caso
p=gqg=r=s5=p

1) ACB = B°CA°
Enefecto x€B° = x¢éB = x¢éA = xe A’
por definicién de complemento, por hipétesis y definicién de complemento.

2°) B°CA® = AUB=B
Seaxe AUB == x€A V x€B =
=>x¢A° v xeB >x¢B° v xeB =
.=>x€B v x€éB =>x¢€B

.por definiciones de unién y de complemento, por hipétesis, definicién de
complemento y ley logicap v p = p. ’
Asi

AUBCB M
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Ju
b

Por otra parte
BCAUB 2)

«

ya que tedo conjunto es parte de su unidn con cualquier otro.

De (1) y (2) resulta AUB =B
3°) AUB=B=ANB=A
a) Corro la interseccion estd incluida en cualquiera de los dos conjuntos. se tiene
ANBC A ih
b)Sen ¥EA = x€AVEB = 3B
pues A T A LBy por hipbtesis

Entonces
xeA =xeA A xeB=>xeANB
Es decir ACANB (2)
Por (1)v (2) resulta
ANB=A

4°) ANB=A = ACB
Esi demostrado en el ejemplo 2-161ii )

2.10. DIFERENCIA DE CONJUNTOS

2.10.1. Delinicion

Diferencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos
de A que no pertenecen a B.

A—B=/{x/xeA » xéB)

;-
N

Eldiaguma correspondiente es

Es ¢lar que A — B # B — A:es decir, la diferencia de conjuntos no es conmutativa.

1,
"

< et i N Ry o AR
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Ejemplo 2-23.
i)Considerando como universal al conjunto de los puntos del plano, la
diferencia entre la recta 'y el segmento AB es la union de las semirrectas

abiertas AM y BN
A B r
|3 ] ] H
v 1 I 3
M - N

i) La diferencia entre el conjunto de los numeros pares v el conjunto de los
aumeros primos es ol conjunte de los nimeros enteros del tipo x = 2. K

siendok#=zx 1.

2.10.2. Propiedad. La diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del
primero con el complemento del segundo. ’

Se trata de probar que A—B=AN B*.
£q efecto, aplicando sucesivamente las definiciones de diferencia, complementacion

e interseccion, se tiene

A-—B={xlxeA A xéB}={x/xeA A xeB”}:AﬂB"

Ejemplo 2-24.
Demostrar BCA (A—B)UB=A

(A-B)UB=(Af‘13")UB={AUB}(‘%{B‘UB)=

=(AUB)F\U=AUB=A

Por 2.10.2, distributividad de la unidn respecto de la interseccidn, por ser
B° U B = U, por neutro para la interseccion y lo demostrado en el ejemplo 2-20.

@

Ejemplo 2-25.
Demostrar Ia distributividad de fa interseccion respecto de ta diferencia, o5 decir

- ANB-CO=ANB —(A"0

En lugar de seguir el método general de probar las dos inclusiones, vamos a
. trasformar cada miembro de la igualdad utilizando las propiedades demostradas.

Asi ) )
CANB-C) = AN@BNC) = ANBNACT T (D)

por 2.10.2 y asociatividad de la interseccion, Considerando el segundo miembro ¥

\)
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aplicando 2.10.2, ley de De Morgan, distributividad de la interseccion respecto de la
unién

(ANB)~(ANC)=(ANB)NANC) =
=(ANB)N{A°UCH) =
=(ANBNAYUANBNCY)=
=¢UANBNC)=ANBNC* ¥))

De (1) y (2) resuita

ANB=C)=(ANB)—(ANC)

2.11. DIFERENCIA SIMETRICA
Sean A y B dos sui:conjumos de U,
2.11.1. Definicion ~

Diferencia simétrica de los conjuntos A y B es la unién de los conjuntos A — By
B— A.
La notacidn es
A A B=(A—-B)U(B—A) (1)

y el diagrama correspondiente

Otra identificacion de la diferencia simétrica es
A A B=(ANBSYUBNA®) (2)

que se deduce como consecuencia inmediata de la definicion, teniendo en cuenta que
la diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccidon del primero cor el
complemento del segundo, segiin 2.10.2.

Resulta también

AAB=(AUB)-(ANB) ~ (3)

DIFFRENCIA SIMETRICA 43

En efecto A
A A B=(A—BUB-A)=(ANB)UBNA)=
=[(ANBYUBIN[(ANB)UA®]=
=(AUB)N(BSUB)N(AUA®)N(BSUA®) =
;(AUB)(\UHUD(ACUBC)::
=(AUB)N(ASUB®)=(AUB)N(ANB)F =(AUB)—(ANB)
De acuerdo con (2), por ley distributiva de 1a unién respecto de la interseccion, por

ser B°UB=AUAS =1, por ser U neutro para la interseccion, por conmutatividad
de 1a unidn, por ley de De Morgany por 2.10.2.

Las expresiones alternativas para la diferencia sunétrica son

A A B=(A—B)U(B—A)={ANB)U(BNA")=
=(AUB)— (AN B)=(AUB)N(ANBY
’
2.11.2. Propiedades de la diferencia simétrica ~.

1) CONMUTATIVIDAD ’
A AB=(A-B)U(B—A)=(B—A)UA-B)=B A A

iI) EXISTENCIA DE NEUTRO. En P (U), el vacio es neutro para la diferencia
simétrica. En efecto

AMP=(A—PIU(P—A)=AU¢P=A=0¢LA

1) EXISTENCIA DE INVERSOS. En unma operacién entre elementos de un
conjunto {en este caso el conjunto es P {U), los elementos son los subconjuntos
de U y la operacion es la diferencia simétrica), interesa determinar si, dado un
conjunto, existe otro cuya diferencia simétrica con é1 es ¢l neutro. Afirmamos
que todo conjunto A C U admite al mismo A como inverso respecto de Ia
diferencia simétrica.

En efecto .

AAA=(A—A)U(A—A)=9UP=¢

1V) ASOCIATIVIDAD. Cualesquiera que sean A, By C pertenecientes a P (U) se
verifica

(AABYAC=AA(BAC)

Demostracion)

(AAB)AC=[(AAB)NCJU(AABF NC]=

= {[ANBYU@AABINC) U {[AUBNANBITNC] =
=(ANB NCHUASNBNCHL (FAUBEUMANBINC) =
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=(ANB NCHUASNBNCHIUASNBENC)UANBNC) =
=(ANBNC)UANB NCY)UASNBNCS)U(ASNBENC) m

En este desarrollo se han utilizado las consecuencias de la definicion de diferencia
simétrica, leyes de De Morgan, distributividad de Ia interseccién respecto de Ia unién y
la conmutatividad.

Desarrollamos ahora el segundo miembro aplicando la conmutatividad de la
diferencia simétrica y utilizando el resultado anterior

AAMBAQ)=(BACYAA=

=(BNACAAUBNACHNASUB NCNATTUB NC N A=

=(ANBACU(ASABNCHU{ASNB N QUANBE N CY )

De (1) y (2)resulta

(AAB)AC=AA(BAC)

Ejempio 2.26 .

i ) La diferencia simétrica entre los intervalos reales
{1,2)A(==,3]=@,=)U(—=,1)

ii) En cambio
(1,0)A(=2,3)=[3,09) U(—e=,1]

Ejemplo 2-27.
Demostrar la ley cancelativa de la diferencia simétrica, es decir

AAB=AAC=B=C

En efecto
AAB=AAC=AA(AAB)=AA(AAC) =
= {(AAA)AB=(AAAAC =
= AB=94C =B=C
Ejemplo 2-28.
Demostrar la distributividad de la interseccion respecto de la diferencia simétrica.
Tesis) (AAB)NC=(ANC)A(BNC)
Demostracidn) Desarrollamos los dos miembros por separado
(AABINC=[(ANB)YU(A°NB)|NC=
=(ANB*NC)UA NBNC) 1)

i

AR i B

Mgy
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(ANCQABNO=[(ANC)NBNC)]U [(AnCrnBNO]=
=[(ANC)N (BSUCH]U[(A®UCHIN(BNC)]=
=(ANCNBS)UANCNC)UASNBNC)U(CNBNC)=
=(ANBSNC)UPU(A NBNC)UP=
=(ANB*NC)U(A°NBNC) 2)
Hemos utilizado las alternativas de la definicién de diferencia simétrica, la
distributividad de la interseccion respecto de la unidn, una ley de De Morgan, la

conmutatividad de la interseccion, la definicién de conjuntos disjuntos y la neutralidad
del ¢ para la union.

2.12. PRODUCTO CARTESIANO

2.12.1 Par ordenado ,

Dados dos elementos 2 y b interesa formar un conjunto que dependa de dichos
elementos y del orden en que se consideran.

Definicion \ r
Par ordenado (z , b) es el conjunto cuyos elementos son { a;y {4, b}

@.b)= {{a},{a,b}}

2y b son la primera y la segunda componentes del par ordenado.

En particular se tiene

3
(@.,a)= {{ a} s {a,a}} = {{a}j
Sia # b, entonces (a@, b)y#(b,a)

“Quéda como ejercicio la siguiente propiedad: dos pares ordenados son iguales si y
s6ko si tienen sus componentes respectivamente iguales.

2.12.2. Definiciéon *
Producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto cuyos elementos son
todos los pares ordenados cuya primera componente pertenecea Ay la segunda
aB.

En simbclos o ‘
‘ AXB={(a,b)/aeA A beB} '
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En particular
AXA=A"={(@,b)/aeA A ber)
Ejemplo 2-29.
i ) Producto cartesiano de A = { 1,2 ,3} y B= {l ) 2}

AxB={(1,1),(1,2,2,1).2.2,6,1).6,2}

ii ) Por ser pares ordenados, los elementos del producto cartesiano de dos
conjuntos pueden representarse mediante puntos del plano cuya abscisa y

A Tt T e e T LN o W A YIS P e O
crdenada 550, respillivaimnentis, a prancia y la sCguiida coOmpuieiiic.,

18]
\\
37
Fany
L

Va

B (
i D

N

\/
1 2 3
A

Los vértices de la cuadricula obtenida son los elementos del producto cartesiano,
iii) El producto cartesiano no es conmutativo, pues

(3.1)eAXBy (3,1)¢BXA =
= AXB#BXA

Ejemplo 2-30.

Sean los intervalos cerrados de ndmeros reales

[a,5]= {xeR/a<.r<b}
le.di={ yeR/c<y<d)
‘ Entonces

[a,b]x {c,d}e{(x‘,y)enz Ja<x<b A c<y<d}

s el rectangulo cuyos lados son dichos intervalos.

3y
i
2

PRODUCTO CARTESIANO DI CONJUNTOS

c (27022

Ejemplo 2-31.
SeanA={xeR;;x§<1} y B=R

Entonces
AXB={ (x.»)€R?/=1<x<1 r yeR)

es la faja abierta de la figura

AXB

\\\§’
_

»

-
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Ejemplo 2-32.
El producto cartesiano es distributivo respecto de la uniéon
(AUBIXC=(AXQ)UEBXCTC)
En efecto
(x,y)€(AUB)XC e xeAUB A yeC «
o(xeA v xeB) rn yel =
s(xeA n ve(y v (xeB n ve() =

e {x,1eAXC v (x.¥)eEBX{ =
w{x. e {(AXOUIBXO

Hemos aplicado, sucesivamente: definiciones de producto cartesiano, de union.
distributividad de la conjuncion respecto de la unidn, definiciones de producto
cartesianc y de union.

El producto cartesiano de tres conjuntos se define mediante

AXBXC=(AXB)XC

Sus elementos son ternas ordenadas.
Como case particular, se tiene

et

A3=AXAXA={(x,y,z)jxeA A yEA A zeA}

En este caso, la representacion es espacial.

e

2;!43, OPERACIONES GENERALIZADAS

H 3 - . . -
Sea (A, Az, ... A,,} un conjunto finito de conjuntos; en este caso podemos

N

formar la union e interseccion de dicha familia, es decir

n -
A, UA U ua, = UA '
i=1
#
Aa o ;\: L. A, T n A,
i=!
donde los segundos miembros denotan abreviadamenie tales operaciones. v
Si consideramos [, = { 1,2.....n ¢, entonces escribimos ' -
" L :
Uai = U A - E
ieln i=1 .
n ‘
n A= n A;
ieln i=1

AT e R R

e
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I, esun intervalo natural inicial (conjunto de los n primeros numeros naturales) y
se llama un conjunto de indices.

Si el conjunto de indices I se identifica con N, es decir,

n

[:{1 ,2,‘3,...,11,...},entunceslafamliadecanjuntos{A, JAs L LA }

se lama sucesion de conjuntos y 1a notacion es

UA;‘: UA,
iel i=1
ﬂ;\z: A,
ief 1= 1

También puede abreviarse la notacion de la familia de conjuntos

{ A,,Az,.;.,An}::{A,-} et

2.13.1. Sea g A z peq umd familia de conjuntos.

Definicion

e PR S .
Union de la familia \Ai) ie1®S el conjunto

Ua;= {x/ElieI A xEA,»}
iel

Es decir, un elemento pertenece a la union de la familia si y solo si pertenece a
alguno de los conjuntos de dicha familia.

2.13.2. Definicién
Interseccion de la familia { A,-} ie1©S el conjunto

ﬂr\;:{,x!xeA,-,vi}
iel ~ J
L]

i'n elemento pertencce 3 la interseccion si y solo si pertenece a 1odos les conjuntos
de dicha fomilia.

Para lus uniones ¢ intersecciones generalizadas subsisten fas propiedades def cam
binario. Ea particular las leyes de De Morgan son

<
(’ UA.) = Nar
i€l

iel

.(/nA;)c= ua’
\iel iel
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Ejemplo 2-33. Indicando con el simbolo Z la uni6n en el caso disjunto, la expresion anterioren el
Operaciones con intervalos reales : caso de una sucesion de conjuntos puede escribirse asi
i) iUlli—l.i):[O,l)U[LZ)U[Z,S)U....= Ua, = A,+§: ASNASO L OAS N4
= ieN

3
i
¢
i

N

Se trata de probar esta igualdad.

a) El segundo miembro es una unién digunta.
Sean dos términos de la sumatoria con i # j, por ejemplo: i <j. Se tiene

(AN .. .NALNAYN(ASN ... NATN ... NAS NA)=
=¢pUCSA,‘nA‘{.=¢

b) Todo elemento del primer miembro pertenece al segundo.

=RV {0}=[0=)
donde R” denota el conjunto de los nimeros reales positivos.
i) oy =13 al =}

z-l\

iii)

NI

\0 ) =w@nn 0,
e ) Sea xe U A =3ieNixeA;
ieN

.

Si k es el menor entero positivo para el cual x € Ap se tienex g A U A, UL,

2.14. UNIONES DISIUNTAS A .
U A, yaquex no pertenece a ninglin A;coni<k.

En Probabilidades se utilizan uniones de conjuntos digiuntos y en lugar de utilizar
las notaciones

!;uego
XE(A; UA U ... UA,) =
> x€ATNASN ... NAL, ycomo x € A=
=x€eATNASO ... DAL, NA,

AUB paraelcaso ANB=¢
es usual escribir

+ : ;
ATE y en consecuencia x pertenece al segundo miembro.

¢) Sea ahora un elemento del segundo miembro. Por ser una unidn disjunta, dicho
elemento pertenece a uno y sdlo uno de los términos, es decir
kixeASNASN ... NAL, NA, =
= x € A, para un Gnico k =

=xe UAa
ieN

simbolo que indica una unidn disjunta.
Si se tiene una unién arbitraria de conjuntos, ésta puede expresarse como unién
disjunta de la siguiente manera

AUB=A+A°NB

Consideremos ahora la unién de tres conjuntos Ay, A, y Aj;la podemos expresar
como unién disjunta mediante

_UIA,~=A, +ATNA, +ASNASNA,
i=
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240, Si A={xez/bcl<4} v
B= {er/x!(»} determinar

AUB,ANB,A—-B,B—A,AAB
2-41. Formar todos los subconjuntos de

TRABAJO PRACTICO I | A= {(00), (10)}

' A
X 242 Siendo A= {a . b\‘r' , obtener P (A%)
2-34. Se corsidera un experimento aleatorio consistente en lanzar tres monedas. Si una

moneda cae cara. se anota 1, y si cae sello se anota 0. Formar el conjunto cuyos 2-43. Demostrar CAUB
elementos son los posibles resultados del experimento. ANBYCAC( ,

2-35. Con relacién al ejercicio anterior, determinar por extension los siguientes sub-

2-44, Demostrar
conjuntos:

ACB A ACC» AC(BNO)
Sy : s¢ dan mds caras que sellos.

S, : s¢ obtienen al menos dos caras. ,
S, : s obtiene el mismo resultado en las tres monedas. 1

2-45. Demostrar que si dos conjuntos estan incluidos en un tercero, entonces su union
también lo esta.

2-46. Demostrar

2-36. Con bs conjuntos definidosen 2-30, obtener: ACH = A=d

S5 58, —S3:8,NS;:(S; US;)NS,

2-47. Demostrar
2-37. Sean los conjuntos

A—B=A—(ANB)=(AUB)—B
A={xez/Ix<3}

2

B= {r eZx <7 } 2-18. Demostrar

(AUB)—C={(A-CQuB-0)
determinar ANB,AUB,A—B.B—A,AAB

\ 2-49. Demostrar
2-38. Dados ‘ (Amg)~c=(A—C)ﬂ(B"C)
A= ‘i x€R/ é’ - %’ ‘ 2-30. Demosirar
N (A-B1-C=A-~(BUO)
231, Demostrar
Obtener ANB.AUB.B° | § A=(B-O=(A-BUMANO
239, Siends 2:52. Demostrar
a={xeR/x*—1=0} - (A-B)=CCA=(B=0)
B= { xeR/xI<1 } . ; 2-53. Demostrar

obtener AN B, (AUBY ' : AU_(B"C)'-"(AUB)“(C—A)




2-59,

2-60.

2-61.

2-63.

2-64.

. Demostrar

Demostrar

. Demostrar

. Demostrar

. Demostrar

Demostrar

Demostrar

Demostrar

. Demostrar

Demostrar

Demostrar

. Demostrar

Demostrar
iyUc=¢
ii)U =¢°

. Demostrar

CONJUNTOS
A=(ANB)U(ANES)
BCA < (A—B)UB=A

(A—B)UB=AUB
AAB=9p < A=38
AXB=¢ ®» A=¢ vV B=¢
ACB A CCD«» AXCCBXD
(ANB)XC=(AXC)N(BXC)
(A-BXC=AXO—-EBX(

i) ACB=(AUC)C(BUCQ)
i) ACB=(ANC)CBNC)

ACB A ACC © AC(BNC)
ACC A BCC « (AUB)CC

ANB=¢ A AUB=C > A=C—B

i) ANA°=¢
iv) AUA°=U

AUB=U A ANB=¢ = B=A°

2.68.

2-69.

2-70:

2-71.

2-72.
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Demostrar ]
i)A—(A—B)=ANB
HAUB—A)=AUB

Demostrar la equivalencia de
AUB=U y A°CB

Demostrar la equivalencia de

Si A tiene # elementos escribimos C(A) = n (cardinal de A esigualan). SiAy B
son finitos, entonces el cardinal de la unidn es igual a la suma de los cardinales,
menos el cardinal de la interseccidn, es decir

C{AUB)=C(A)+C(B)—C(ANB)

Demostrar ’
C(AUBUCO)=CA)+C(B)+C(C)—C(ANB)—
—C(ANC)—C(BNC) +C(ANBNC)

Sean U % ¢ y 4 una familia no vacfa de subconjuntos de U, es decir:' 4 CP(U).

Por definicidn, 4 es un dlgebra de Boole de partes de U, si y sblo si A es
cerrada para la complementacién, para la union, y contiene al vacio. Es decir

i) Aed = A€A

i) Ajed,iel = U Ajed
iel

i) ¢geAd

donde I denota un conjunto de {ndices a lo sumo numerable..
Demostrar que A contiene a U, y que es cerrado para la interseccion.

2.73. Sean: §2# ¢, A y B dos ilgebras de Boole de partes de £2. Demostrar que 4 N B

es un algebra de Boole.



Capitulo 3
RELACIONES

3.1. INTRODUCCION

Se desarrolla aqui un tema de fundamental importancia en el esquema de la
matemitica actual: las relaciones binarias. Mediante ellas es posible vincular elementos
de dos conjuntos, no necesariamente diferentes, y segin sea el tipo de conexibn se
tienen Ias distintas clases de relaciones. En este capitulo se estudiarin con adecuado
detalle las relaciones de equivalencia y de orden.

3.2. RELACIONES BINARIAS

Sean A vy B dos conjuntos y P {x ,y) una propiedad relativa a los elementosx €A e U

€ B, enese orden. Esto sugiere naturalmente la consideracion del productc cartesiano
AXB. y la determinacién de los pares ordenados (a , b) para los cuales P (2 , b) es una
proposicion verdadera. De este modo queda definido un subconjunto R C AXB,
llamado relacion.

Para fijar ideas consideremos el conjunto A formado por las personasa. b, cyd. y
el conjunto B cuyos elementos son las posibles notas semanales obtenidas en una
asignatura: 1, 2, 3, 4 y 3. correspondientes a insuficiente, aprobado, bueno.
distinguido v schresaliente. Fsdecir

A={ a.b,c.J;‘s y B= {1,2,3,4,5}

Los clementos de A quedan vinculados con los del conjunto B mediante la
propiedad ]
‘ P(x,y): xobtuvo la notay

Supongamos que la situacion al cabo de una semana queda especificada mediante el
siguients diagrama .

e e O
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Esta relacion entre A y B estd caracterizada por el conjunto de pares ordenados

R={@.2),@,4,(.9.d.9}

como ¢ no tiene ningiin correspondiente en B, consideramos que no ha sido clasificado
en la semana. Se tiene

(x.¥)ER @ P(x,y) es V

Definicion
Relacion entre A y B es todo subconjunto del producto cartesiano AXB.
En simbclos

Resunarelacidonentre Ay B & R CAXB

Para indicar que un par ordenado (a , b) pertenece a la relacidn suele escribirse
aR b, loqueequivale a(a, b) €R.

3.3, REPRESENTACION DE RELACIONES

Sea R una relacion entre A y B, es decir, R C AXB. En el caso de conjuntos finitos
se utilizan los siguientes tipos de representacién:

i ) Mediante diagramas de Venn, como en el ejemplo anterior.

ii ) Mediante un grafico cartesiano. En este caso s consideran como abscisas los
elementos del primer conjunto, y como ordenadas los del segundo. Mediante
paral:fas a los ejes trazadas por los puntos de divisién se forma una
cuadricula cuyos vértices son los elementos del producto cartesiano AXB; de
éstos se sefialan los que pertenecen a R.
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Considerando el gjemplo propuesto en 3.2, se tiene:

Jdo A EDZENN
; { — /.,:4/ \_/, AXB
3 / } 1/ —> R
L
14—\ —/,.

a b c d

iii) Mediante un matriz. Sobre una columna se anotan los elementos de A, vy
scbre una fila los de B. En el dngulo superior izquierdo, el significado de Ia
relacion. Se asigna a cada elemento del producto cartesiano AXB un 1 o bien
un 0, segin que el par ordenado correspondiente pertenezca o no a ha
relacién. Con el mismo ejemplo, resulta

R 1 2 3 4 5
a 0 1 0 1 0
b 0o 0 o 1 0
¢ o 0 o0 0 0
d 0 0 0 o 1

3.4. DOMINIO, IMAGEN, RELACION INVERSA

Consideremos una relacion R entre los conjuntos Ay B. .

Si (x . ¥) € R diremos que y es una imagen de x a través de R, y que x es un
antecedente o preimagen de y por R.
Definicién -

Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admiten imagen en B

Dp= {xeA/(x,y)eR}

w
s

¥

TR e b

SR

BB e
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Definicion 7
Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admiten un antecedente
enA

iR= {}'EB/(x,y)GR}

Definicion £
Relacion inversa de R es el subconjunto de BXA definido por

R-1-={(y,x)/(x ,}')ER}

Ejemplo 3-1.
Con relacion al caso estudiado en 3.2, se tiene

1R={2,4,5}

Dp = {ab.d}
La relacion inversa es '
R ={(.0.¢.0).(4,0).65.D}

y corresponde a la propiedad .
P(y.x): eslanota obtenida por x

El grafico cartesiano de esta relacion inversa es

LTRSS
Bl
N\

N
N

[ =)
w
H
w
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3.5. COMPOSICION DE RELACIONES

‘ A partir de las relaciones R C AXBy i
[ y § € BXC, es posible defini i0
Ay C, llamada composicion entre R y S, mediante f © defimir una relacién entre

SeR={(c,2)/3y€B A (x,3)€R & (».2)es}

La f:omposicién de relaciones admite las siguientes propiedades:
i ) Asociatividad.
(TeS)sR=T-{S-R)

i e .y .
)La rfhuxof\ inversa de la composicién es igual a la composicion de las
relaciones inversas, en orden permutado.
(SeR)'=R‘tos™?
Las demostraciones quedan como ejercicios.
Ejemplo 3-2.
Consideremos los siguientes conjuntos y relaciones:

a={-1,0,1} B={1,3}

c= {312,520}

:CC AXB estd detjmjda por: la imagen de x es su cuadrado.
'C BXC caracterizada por: el correspondiente de y es su mitad aumentada en'1

Se tiene:
R= {(—1,1),(1,1)}

s-{(-2) . 6.9) B
sor={(1.3) . (.2)

N TSI 5 O

[IE——

AN SN e deac5
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La relacién compuesta S o R C AXC estd determinada asi:

2
(x,2)eSoRez= ’; +1

3.6. RELACIONES DEFINIDAS EN UN CONJUNTO
Sea R una relacion entre A y B, donde B = A, En este caso la relacién estd definida
en A. v se identifica con un subconjunto de A® = AXA.

Definicion
R es una relacion definidaen A, siy sdlosiR C At
Como tod
R es una relacion definidaen A siy solosiR €P (A?)

’
Es claro que el conjunto vacio y el mismo A? son relaciones definidas en todo

conjunto A; ya que son subconjuntos de Al
Si A tiene n elementos, entonces A? tiene #* elementos, y ¢l conjunto de partes de

¢ . . 2 .
A? tiene 2"*? elementos, es decir, existen 2" subconjuntos de A?, olo queeslo

mismo, relaciones en A.

Ejemplo 3-3.

Se trata de formar todas las relaciones que es posible definir en el conjunto

I b}
A= i 2y .Eg]

/"\

aq - /
H

a, \

/“"
\\w-_-«ﬂ"/< »u

o subconjunto de A? esunelemento de las partes de A?, podemos decir:
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Determinamos primero el preducto cartesiano
e T

Az 2{(é1 ,al)’(al ,ﬂz),(az ’al)a(az ’a2)}

Co 2 » N . .
mo A® tiene cuatro elementos, existen 2* relaciones en A, y son las siguientes:

R, ={ @ ,a))}
Ry ={ @ ,a;)}
R, ={ (2, :’11)}
Ry ={ (& .a2) )
{ @ \a1). (@, Ja3) b
R: ={ @ ,@), @ ,a1) }
Ry ={ @1,20), (2 ,22) }
Ry ={ G1.03), () }
Ry ={ @1 ,a5),(a; ,az)}
Ry ={ (a; ,a4,),(z; ,a,)}
Re={ @, a).@,0),@,0))
Ry ={ {ay ,a4,),(a, ,a;),(a, ,a:)}
Ry ={ @y ,a1).(@: ,0,), (@, ,a;)}
Ris ={ (@ ,a3).(a; ,a,) (e, ,az)}
Ris =A?

Ejempilo 34,
Grifico cartesiano de la relacion definida en R, mediante
(x,))eR & x* =y m

] La relacion es un subconjunto de R?, y pertenecen a ella los pares ordenados de
nitrmeros reales que satisfacen a (1). Ahora bien ’ :

x? =yz ox? -—y2 =0°(x +y).(x _y)=0

cw

e

s

A B

P

T i o

nom o ARG S b;

Sprpgies s e i
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Sabemaos que en R, si el producto de dos factores es cero, alguno de los factores es

nulo, es decir .
x+y=0 Vv x—y=0®y=—x V y=x

Cada una de estas ecuaciones es la representacion analitica dq una recta del plano;
en este caso, se trata del par de bisectrices del sistema de ejes.

SiA={(x,y)/_v=‘x} yB={(x,y)/y= x}

entonces la relacion

R= { (x,y)x? =)? } = A UB, es decir es la union de ambas bisectrices.

3.7. POSIBLES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DEFINIDAS
EN UN CONJUNTO

Sea R una relacion definida en A, es decir, R C A?. Dicha relaciébn puede
clasificarse de acuerdo con las siguientes propiedades:

3.7.1. Reflexividad o
Resreflexiva ¢ Vx:x€A = (x ,x)€R
La reflexividad de R se caracteriza porque todo elemento de A forma pareja consigo
mismo, y el par asi obtenido pertenece a la relacion. ;
- Llamamos diagonal de A* al conjunto D = { (x,x)/x €A esdecir,la diagonal
de A? es el conjunto de los pares de componentes iguales. La reflexividad se tradu-

ce en el hecho siguiente: la diagonal de A? estd contenida en 1a relacion, es decir
Resreflexiva & DCR
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3.7.2. No reflexividad

. I
. / 2
Consiste en Ia negacion de 3.7.1. * , / A \A
Resnoreflexivas 2 x /x€A A (x,x)€R ( ) ‘\ \
La no reflexividad de R queda especificada por la existencia de al menos un 2 / F\\\
° R q ficada 7 s
elemento de A que no esté relacionado consigo mismo. e /\7
En un diagrama cartesiano ocurre que-la diagonal de A% no esta contenida en la i 1 y
relacién, osea: Q./ 4
' B esnoreflexiva « ROD=D \
3 bl T
i - 4
3.7.3. Arreflexividad

Resarreflexiva © Vx:x€A = (x.x)éR

W 7={(1,2,2.0.6.0} .
E§ decir, ningdn elemento de A Esté relacionado consigo mismo, o lo que es igual, Es arreflexiva, ya que ningin elemento de A forma pareja consigo mismo en
ningln elenento de la diagonal de A*® pertenece a la relacién o equivalentemente s relacion
5 relacion.

Resarreflexiva « RND=¢ ‘
Es claro que toda relacidn arreflexiva es no reflexiva. ! g .
- . N— A-
Ejemplo 3.5 e I
EnA= { 1,2,3 } consideramos las siguientes relaciones: / A~ \
. 2
i) R={(1,1,2,2.6.3.02,3} NN > r
De acuerdo con la definicion dada en 3.7.1., resulta R una relacion reflexiva 1 \ \\ )'/
N
A? \'r——"‘

/ s / \ ' 37.4. Simerria ) :

B

! g d ; { : exwiEhiiv. e R = e R
\ fg /' /’ ¢ Roegmmeineg & vx o €Al ien 1L ”
- i i ar tar sus
1 &/ » F Es decir, si un par pertenece a fa relacion. 'ei par que resuita ge pern;i\:“aétricQ
componentes también pertenece, y €n CONSECUENCIa el diagrama canesxa{\o es
respecto de la diagonal de A%, '
1 2 3
3.7.5. No simetria
i) Ex cambio § = {(1" D.2.3.6, 2)} es no reflexiva, pues Es la negacion de la simetria.
2€A A (2. D4R ’ R esno simétrica= 3x 3y [ (x . y)ER A (v,x)¢éR




74 RELACIONES

La no simetrfa nc impide que dos pares de componentes permutadas pertenezcan a
la relacién, pero exige que haya al menosun paren la relacion, y que el que resulta de
permutar sus componentes no pertenezca a ella.

3.7.6. Asimetria
R esasimétrica @ Vx Vy: (x,y)eR = (v ,x)¢R

En este caso debe ocurrir que si un par pertenece a la relacion, entonces el que se
deduce por permutacién no pertenece.

Ejemplo 3-6.
i
EnA= { 1.2,3 clasificamos desde este punto de vista las relaciones:
i) s={11.,1.2,3.6,2}
€s simétrica.
i) 7={0,9.,2.0.6,n}
s no simétrica, ya que
BG.DeT A (1,3)¢T
i) 0= {(1,2.(1,3),2,3)
es una relacion asimétrica en A.
3.7.7. Transitividad
Restransitiva & YxVy Vz:i(x,3)eR A (,2)eR = (x,z)eR

Es decir, si un elemento esti relacionado con otro (no necesariamente distinto), y
este estd relacionado con un tercero, entonces el primero estd relacionado con el
tercero.

3.7.8. No ftransitividad
Por ser la negacién de la transitividad. decimos
“ Resnotransitiva & 3x3y3z/(x,»)eR A (¥,2)€R A (x.2)¢R
3.7.9. Atransitividad

ResatransitivaeVxVyV::(x,y)eR A ,2)eR = (x,2)¢R -

Ejemplo 3-7.

Considerando el mismo conjunto A de los ejemplos 3-5 y 3-6 se tiene:
i ) Ry U son transitivas.

Ry s e e -

e G
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i) v={(1,2,2,3,(1.,3),3,1) } esno transitiva, ya que
(1,3)eV A 3, DeV A (1,1)¢V

i) W= {(1 ,2),(2, 3)} es atransitiva, ya que
(1,2)eW A (2,3)eW =(1,3)gW.

3.7.10. Antisimetria
R es antisiméirica e Yx Vv (x.y)eR A (¥, X)ER = x=y

- . . o Aess mames ds anminnnantac nermutadac nertenecen 3 la relacidn
En esic vasso, 5i 4G5 pares G componenies permuiacal permenecen 2122 ACION,

entonces dichas componentes se identifican.
De este modo, ia relacion R del ejemplo 3-5 es antisimétrica, pero no lo es S puesto

que es F la proposicidn
(2,3)eS » (3,)eS=>2=3

Ejemplo 3-8.
En R se considera la relacion R definida por
(x,MeR > x—yel (1
Estamos interesados en la clasificacion y representacion de R.
La definicion (1) se traduce en estos términos: dos reales estan relacionados, si y
s6lo si su diferencia es un entero. .
i ) Reflexividad. ' \
veR =>a—a=0¢e¢Z ={2,a)€R
ii ) Simetria.
@.b)eR =»a—beZ=>>b—acl ={b,a)eR
Por (1), porque si un niimero es entero, sit Opuesto también lo es, y por(1).
iii) Transitividad. :
@.b)éR A (b.c)eR =a—beZ r b—cel =
=(@—b)+(b—c)eZ =2a—c€L=>(a.c)eR

iv) R no es antisimétrica, pues
(3.2)eR A (2.3)eR =2=3 e F

v ) Grafico de R.
A R pertenecen los pares de reales (x , y) talesque x —y € Z

Ahora bien

x—veZ >x—y=kikeZ =v=x—k con keZ
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Para cadi entero k se tiene una recta paralela a la primera bisectriz.

©

pas
4 /\

X
pPANE
,!/r / // /\{.7\1../"' ’

SN

Vs . a d L s P P
r ~
4 ) /‘/ // //f 7 //
S
/ // // / 4 ?

La relac;o? consiste en todos los pares (x , ¥) € R? pertenecientes a la familia de
rectas, es decir:

~

rR=U{ 2 /e
(G eR y=x—k]

Ejemplo 3-3.

Sea d,:dur conjunto. Como el vacio es parte de cualquier otro, la proposicion ¢ C A?
¢s verdaden: y, en consecuencia, ¢ es una relacién en A. Tal i0 ifi
° s . relacion v
e opiedades acion verifica las
i ¥ Ameflexividad. La proposicién

2

YYIXEA = i{x,.X1€9

esverdadera, va'que el consecuente de la implicacién es V.
ii ) Simetria. Se verifica por ser V la proposicién
VxVyi(x,v)eEp = (¥ ,x)€E@
i) Transitividad
(x.y)e¢ » (v,2)€¢p = (x,2)€¢

esV porque el antecedente es F.

B RT3

U S N . S A

e
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a
AY

jv) Comeo la implicacion
(x,))e¢p A (p,2)EP =Xx=Y

es verdadera por tener el antecedente falso, la relacion es antisimétrica.

Es decir, la relacién vacia definida en un conjunto, es arreflexiva, simétrica,

transitiva, y antisimétrica.

Si A = ¢. entonces la misma relacion es ademds reflexiva, pues

Vx:x€A =(x.x)eP

#s verdadera,

3.8. RELACIONES DE EQUIVALENCIA

s en un cogjunto, que verifican las propiedades

Las relaciones binarias definida
de equivalencia y dessmpefian un pape!l

reflexiva. simétrica v transitiva, se Haman
importante en dlgebra.
3.8.1. Concepto de relacion de equivalencia
Definicion
La relacién R C A? es de equivalencia en A siy solo si es reflexiva, simétrica y
transitiva.
Por razones de simplificacion se utiliza el simbol
perteneciente a lu relacion se llaman equivalentes.
La notacion 2 ~b se lee g es equivalentea 7.y significa que ¢l par (¢ . b) pertene-
ce a la relacion. En este sentido, las relaciones de equivalencia satisfacen:
i ) REFLEXIVIDAD. Todo elemento de A es equivalnte a si mismo.
YVX:XxX€EA =Xx"X
ii y SIMETRIA. Si un elemento es equivalente a otro. entonces éste es

equivalente aiprimero.
Yoy ox vy = ey

o ~. y los elementos de todo par

it TRANSITIVIDAD. & un elemento &% equivalente 4 otre. ¥ £l 2%

equivalente a un tercerc. entonces el primero s equivalente al rervero.

YxWurvyoix~y A y~I=x~I

Ejemplo 3-10.
EnA={1.2.3

\

3
)/
~= {(1.1).(2.:1,<3.3).(1.2),(2,1)}

. la refacion
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es de equivalencia. Clasificamos las siguientes proposiciones:

1~V 1~2V 3~1F
2~V 2~1V 2~3F
2~3V 1~3F 3~2F

En virtud de las tres primeras queda asegurada la reflexividad. En cuanto a la
simetr{a es suficiente ver que

1~2=2~] e V
Mis aun, si el antecedente es falso la implicacién es verdadera
1~3 =3~1

Para la transitividad, descartando los casos de antecedente falso, es suficiente
verificar:

I~ A 1~2=1~2

2~1 A 1~2=2~2

v
I~2 A 2~ =21~1 V
A"
I~ A i~ =1~ V

El diagrama de Venn es

donde cada arco orientado estd asociado a un par perteneciente a la relacion. En forma
cartesiana: -

[t S

.

Vg,
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1 2 3

3.8.2. Clases de equivalencia y conjunto cociente

Sea ~ una relacion de equivalencia en A #¢. Un problema de interés es la
determinacién de todos los elementos de A g#e son equivalentes a uno dado, es decir,
que forman pareja con €l. La respuesta conduce en cada caso a un subconjunto de A,
llamado clase de equivalencia del elemento.

Definicion
Clase de equivalencia del elemento a € A es el conjunto de todos los elementos
de A equivalentes aa.

Ka={x€A,~’x~a}

Con relacion al ejemplo 3-10:

i

K, {I.?.}:K;

!-(3-—-{3}

Es decir, hay dos clases de equivalencia, que son subconjuntosde A.

K,
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Podemos avanzar un poco misy preguntarnos por el conjunto cuyos elementos son
las clases de »quivalencia: K y K. -

Para denctarlo, podemos elegir un Gnico eleménto en cada clase de equivalencia,
digamos 1 y 3, con lo que queda caracterizado un conjunto de indices I = { 1, 3} ,

de modo tal que a cada elemento de éste le estd asociada una clase de equivalencia. El
conjunto fornado por las clases de equivalencia se llama conjunto cociente de A por la
relacion de equivalencia, y la notacion es

2= {xi .k}

o bien, medimnte el conjuntc de {ndices
A v o
- = i Kyfuel }
Las clases de equivalencia constituyen una particién de A, en el sentido siguiente:
son no vacias. disjuntas de a pares, y su unién es A. Este concepto serd precisado en los
pdrrafos siguintes, y es un hecho comin a toda relacién de equivalencia definida en

un conjunto ro vacio,

Ejemplo 3-1i,

En el conjinto Z de los enteros introducimos la relacion de congruencia modulo n,
mediante la sizuiente

Definicion

Dos ent:ros son congruentes médulo 7, si y s6lo sin es divisor de su diferencia.

En simbolcs

@y b son congruentes médulon @ n|a—b

Adelantandsnos al hecho de que la congruencia es una relacion de equivalencia
podemos escritir
e~b e nla—ph (1)

* Por definicion, el nimero naturaln es divisor del entero x si y solo si éste es igual al
primero por unentero, es decir

nlx »3keZlx=nk

Especificamos las siguientes propiedades de ia relacion de divisor, que utilizaremos:
i ) Si un nimero divide a un entero, divide al preducto de éste por cualquier
enterc.
nix =njix.y
En efecto, por definicién de divisor

nx sx=nk=>x.y=nk.y=x.y=n(k.y) =

=nx.y
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ii ) 8iun nimero divide a otros dos, entonces divide a su suma o diferencia.

nlx A nly=nlx+ty

Demostracion) o
Aplicando la definicion de divisor a las dos proposiciones de la hipétesis, sumando

y restando en Z aplicando la distributividad del producto respecto de la suma y resta,
y la definicién de divisor, tenemos

nlx A nly=sx=nk A y=nk' =
=xty=nkink’ sxtysnktk) =

=Rrixty

iti) Si un niimerc divide a un entero, entonces divide a su opuesto.
Es una consecuencia de la propiedad i ), ya que
nix =ni(—1).x > nj—x
Retomamos ‘ahora nuestro propdsito de probar que (1) es una relacion de
equivalencia,

a) Reflexividad.
Como n | 0, se tiene

Va:ael =>nla—a =>a~a
b) Simetria. Sean los enteros a y b tales que
2~b = nla—b=nl—@—b)=>nlb—a =b~

por (1), propiedad iii}, por opuesto dea — b y por (1)

c) Transitividad. Sean los enterosa, b y ¢, tales que
a~b A~ b~c=nla-b A nlb—c=nl@a—b)+@b—¢c) =
=nla—c =>a~c
de acuerdo con { i),'la propiedad ii ), ;educcién de términos, v (1)

Vamos a determinar las clases de equivalencia de los enteros. Seaz £ Z: entances:
K,,={ XeZix~a;
e

Ahora traducimos Ja propiedad que define al conjunto K, :
xX~a=njix—a=x—a=n.k con keZ =
=x=a+n.k con keZ ‘

Es decir, a K, pertenecen todos los enteros del tipo 2 + 1. k, donde  y 1 estén
dados, y k recorre Z. En otras palabras, a K, pertenecen las sumas de « con todos los
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multiplos de n. En particular:

KO::{ ...... ,—-211,—n,0,n,2’n,3n, ...... }

Kl—{ ...... ,l—-2n,1—-n,1,l+n,]+2n,1+3n, ...... }
K,-{ ...... 2=2n,2-n,2,24n,243n,...... }

K, ={. ... —1=2n,=1=n,=l,—1+n,—1+2n,.... .. }

Verificamos que no es posible obtener otras clases distintas de éstas; si queremos

-

Ko={ ..... ,—=2n,~n,0,n,2n.3n.,...... } =Ko
Andlogamente: K,,,, =K, = Kiyni =K., = ete.

Los subindices de Ias clases de equivalencia son los posibles restos de la division de
un entero por 7, es decir: 0,1,2,...,1—1,ya que de acuerdo con el algoritmo de la
division entera el resto es no negativo y menor que el divisor. Por este motivo reciben
el nombre de clases de restos modulo n, y suelen denotarse mediante

0,1,2,..... =1
El conjunto cociente es
£ -{5.1.3,..... =1 ) =1,

O bien
Z,={K,/0<u<n)}

Lo mismo que en el ejemplo 3-10, las n clases de equivalencia son no vacias,
disjuntas dos a dos, y su union es Z.

Vamos a considerar el caso particular de las clases de restos médulo 3, en cuyo caso
el conjunto cociente es

2,={0.7.3}={K.Ki K, }

donde O es el conjunto de todos los miltiplos de 3, o lo que es lo mismo, el conjunto
de los enteros que divididos por 3 dan resto nulo; a 1 pertenecen los enteros que
divididos por 3 dan resto 1, y andlogamente 2,

La particién de Z es
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Realizamos la representacion cartesiana de la relacién. De acuerdo con ( 1). se trata
del subconjunto de Z? cuyos elementos son los pases ordenados de enteros (x , ¥), que
satisfacen

3ix—y =x—y=3kconkeZ =>y=x—3kconkel

Para cada entero k quedan determinados los puntos de coordenadas enteras 'de la
recta ¥ =x — 3 X%, y en consecuencia, la relacion consiste en el siguiente conjunto
discreto de puntos del plano N

s

4
Z“ r‘* & = ZL‘ )
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k= 0=y=x
k=—1=2y=x+3

k= 1=>y=x-3

k= 2=y=x—6,etc.

La rilacion es

&= U ezt iy=x~3k)

kel

3.8.3. Particion de un conjunto ne vacio

Sean dos conjuntos A * ¢ ¢ 1 # ¢ tales que, cualquiera que sea el elemento u € 1,
existe wn subconjunto K, € A.
Definidon
El conjunto ( K, /ue€l } es una particion de A siy solo si
iYVu:uel =K, 0
pyu#r =2K,NK,=¢
ii) vaeA.3uel/aek,

Los elementos K, de h particion son subconmjuntos no vacios de A, y estin
asociacos al conjunto de indices I; ademis, elementos distintos del conjunto de indices
determrinan subconjuntos diuntos de A; finalmente, la condicidn iii) significa que la
union fe los subconjuntos de A que son elementos de la participacion, es A.

Ejemplo 3-12.
| YSea r una recta contenida en el plano a. El plano queda particionado en tres

subconjuntos K,, X,, K3, siendo 1= { 1.2,3 } un conjunto de indices.

13

K; .

e

i) Las relaciones de eduivalencia de los ejemplos 3-10 y 3-11 conducen a las
particiones indicadas en éstos.

e
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jif) Investigamos la particion asociada a la relacién de equivalencia del ejemplo
3.8, En este caso, la relacion esta definida en R mediante

.

a~b e a—bel
Sea ¢ € R; entonces, por definicion de clase de equivalencia
K, = {xeR/x~a}

Ahora bien
x~qa =>x—a€l =>x—a=kconkel

Entonces a K, pertenecen todos los reales del upo

siendo keZ

Es decir, todos los elementos equivalentes a 4, se obtienen sumando a ¢ todos los

enteros. En consecuencia, si elegimos como conjunto de indices al intervalo semiabierto
Ry ?

1=1{0,1),la particién Rees

x=a+k

={ K, /uelo. ]

~

1=[0,1)

ol

3.8.4, Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia definidas en un
conjunto no vacio,

Vamos a demostrar 1o que ya hemos verificado a través de ejemplos anteriores, a
saher, que toda relacion de equivalencia definida en 4n wnjunto no vacio determing
una particion de éste en clases de equivalencia.

TEOREMA

Si ~ es una relacion de equivalencia definida en el comunto A # g, entonces existe
un subconjunto 1 C A, tal que cualquiera que sea 4 en 1,existe K, C A, de modo que
se verifican las siguientes proposiciones:

iyuel=K,#9
ii) a~a’ < aya’ pertenecen al mismo K,
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i) K, NK, #¢ = K, =K,
iv) u#v =K, NK,=¢"
V) VaeA,3uel/aek,

NOTA

I es un conjunto de indices que se forma eligiendo un Gnico elemento en cada clase
de equivalencia.

Demostracion)
i ) A todo elemento del conjunto de indices le corresponde una clase no vacia.
Por hipotesis. reflexividad v definicion de clase de equivalencia®
A$p =3acA =a~a > aeK, =K, #pVYaeA
Ahora bien, como [ C A
uel »ueA =K, +¢
ii ) Dos elementos de A son equivalentes si y sdlo si pertenecen a la misma clase.
a)a~a’ =aeK, » aek,
Siu €K, entoncesaya’ €K,
blaya'eK, =a~u » a'~u =
=ag~u A u~g =a~a
iti) Clases no disjuntas son idénticas.
K.NK, #¢ =K, =K,
En efecto. por hipOtesis:
K,NK,#¢ ==3xeK,NK, =
=3 xeA/xeK, » xek, =

XU A XY SDSU~N A X~ ()
Sea .
YEeK, = y~u )
De (1) y (2), por transitividad
yeK, =y~ = yeK,
Osea K, CK, '
Andlogamente K, C K, y resulta

K, =K,

e fe,
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iv) Elementos distintos del conjunto de indices determinan clases disjuntas.

uFv =K, NK,=¢
Suponemos K, NK,#¢ =>3xeK, A x€K, =

=X~ A XY = UTSX A XV =

=y ~v = u € K,. Absurdo porque contradice la definicién de I.

v) Todo elemento de A pertenece a una clase, o lo que es lo mismo, las clases de
equivalencia “cubren” a A.

SeaaqeA =a-u >acKs (1)

Siu €K, entonces K, =K, , yresultazeK, .

NOTA ,

Las proposiciones i ), iv) y v ) significan que toda relacién de equivalencia, definida
en conjunto no vacio, determina una particién de éste en clases de equivalencia.
Precisamente, las clases son los elementos de la particion.

3.8.5. Particion y relacion de equivalencia
Sea { Kyluel } una particion de A. Entonces queda inducida en A una relacion

de equivalencia.
Para demostrar esta propiedad definimos primero una relacion en el conjunto no

vacio A, mediante
“dos elementos de A estin relacionados, si y solo si pertenecen al mismo
subconjunto de la particiéon”.
En simbolos

(2, b)€R < ayb pertenecen al misno K, (1)

Vamos a probar que es de equivalencia.
i ) Reflexividad.

Por definicion de particion
" aeA =3 uel/ael(au = g y a pertenecen a K,
Entonces, por (1) (z, @) €R
ii ) Simetria. Seana y b en A, tales que

(a,b)€R = gy b pertenecen al mismo K, =
= by a pertenecen al mismo K, = (b,a)€R
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iii) Trnsitividad. Sean @ , by c en A, tales que
(¢,b)eR A (b,c)e€R = a,by cpertenccen al mismo K, =
= ay ¢ pertenecen al mismoK,, = (2,c)€R
Ejemplo 3-13.
Se consideraen A = { 1,2, 3} la siguiente particion:

i
{ro}.{2}§

La relacién de equivalencia comrespondiente es, entonces

{(;.1},(3,3>,u.3).(3.1).(2.2)}

A

De acuerdo con 384 y 3.85, los conceptos de particion y de relacion de
equivalencia son identificables. Esclaro que en un conjunto no vacio es posible definir
tantas relaciones de equivalencia como particiones.

A continvacién proponemos todas las relaciones de equivalencia definibles en el
conjunto A.

a)
R, = {(1,1),(2,2),(3,3)} es la igualdad en A, es decir

(x.y)ER, ®»x=y

b) ‘
R:={0,1.2.2,0,2,2,1,6,3}
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En este caso )
(x,Y)ER, ®x=y V x+y=3

A
<)
Rs=={(l,l),(3,3),(1,3),(3,1),(2,2)}
O sea
(x,y)‘ER3 ex=y v x+ty=4
A -~
&2
d)

Ri = {(’l,i‘),(},2),(3,3},(%3},(332)}

Siendo

i
(22}

fx PIER, =y ¥V OXTVS
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)
Rs = {(1.1,(22),63),01,2),@21) L(13),3.),(23),(32) ) = A2

Es decir

(x.¥)€Rs & (x,p)eA?

Aqui la particion consiste en un Gnico subconjunto: el mismo A.

3.9. RELACIONES DE ORDEN

Es usual en matemitica y en la vida cotidiana ordenar los elementos de un conjunto

de acuerdo con algiin criterio conveniente. El orden queda especificado a través del
ermino “preceder”, y decir

“x precede a y” significa (x, y) € R

Lo esencial de toda relacién de orden es la transitivid
otras propiedades se habla de orden am
o total.

ad, y seglin se cumplan o no
plio o estricto, y en cada caso, de orden parcial
3.9.1. Orden amplio

Sea R C A®. -
Definicion «

R es una relacion de orden amplio en A si y s6lo si es reflexiva,
transitiva.

Obviando los cuantificadores universales tenemos:
i )} Reflexividad.

antisimétrica y

2€A = {z2,a)€eR

-
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ii ) Antisimetria,
(a,b)eR A (b,a)€R = a=b
jii) Transitividad.

@,MNeR A (b,c)eR =(a,c)eR

3.9.2, Orden parcial y total

Sea R una relacion de orden en A. . 1
i YR esde orden parcial si v s6lo si existen pares de elementos incomparables, es
decir
Ja,3b/(a,.b)eR ~ (b.a)eR

ii } El orden es total en caso contrario, ¢s de(iil'

e+bh =>(a.b)eR v (b.1)ER

Ejemplo 3-14 .
i YEn N la relacion de divisor ¢s de orden amplio y parcial.
Por definicion 1
nla e 3meN/a=n.m

a) Reflexividad.
geN=a=a.1 =>da
b} Antisimetria.
Sean alb A bla= nymenN/b=a.n A~ a=b.m=

=g.b=a.n.b.m =>1=n.m=n=m=1
Luegoa=b.
c) Transitividad.
Sean alb A bic=b=a.n r c=b.m
Entonces b.c=a.n.b.m =c=a.(n.m) =c=a.p =alc.
: . . )
Por otra parte, este orden amplio es parcial, pues existen pares’de naturalef tue r;a
son comparables por la relacién de divisor. Un contraejemplo estd dado por 2y 3,
ue 2|3 y 3|2 son proposiciones falsas. o _6 o
! Es claro que un par ordenado de niimeros naturales pertenece a la relacion si y &
. . ) o da.
si la primera componente es divisor de la segun . ~ enadas
Els}ta relacion esta representada por los puntos del primer cuadran;: Sd:;:(i;dd .
naturales que tienen abscisa natural, v para cada una las ordena 1
miltiplos naturales de aquéllas.
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Nel L
2 : ]
4
*r—¢— ¢
3 & .
2
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N
1 2 31 4 S5 e

.Sn‘ consgderamos la relacion de divisor en Z, no se tiene un orden amplio, pues Ia
antisimetriano se cumple. En efecto

3{—3 A =3|3 =3=—-3 esF
ii)EnA={1,2,3}larelacién .
R={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)} es un orden amplio
y total. Se trata evidentemente de la relacion de menor o igual.

3.9.3. Orden estricto.
Sea R C A%,
Definicion
R es una relacion de orden sstricto si v s0lo si 25 ameflexiva, asimétrica ¥
fransiiva. |
En simbolos
i ) Arreflexividad. Ningin elemento del conjunto estd relacionado consigo
mismo.
g€A = (a,a)¢R

ii ) Asmetria. Si un elemento estd relacionado con otro, entonces éste no lo esta
con el primero. ' °
(@a.b)eR = (b,a)¢R
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jif) Transitividad.
@,b)eR A (b,c)eR = (a,c)eR

Lo mismo que el orden amplio, el orden estricto puede ser parcial 0 total.

Ejemplo 3-15.

i ) La relacién de menor en R es un orden estricto y total.

ii ) Por definicion, un conjunto estd estrictamente incluido en otro si y solo si
todo elemento del primero pertenece al segundo, pero existen elementos de
éste que no pertenecen al primero. La notacién y simbolos son los siguientes:

cB e ACB » A¥B
#

En P (U)la inclusion 2stricta es una relacion de orden estricto y parcial, como puede

verificarse sencillamente.
iii)EnA={a,b,c]larelacién ,
R= { (@a,b),@.c).b, c)} es de orden estricto y total.

3.9.4. El dgno de preceder

Si R es una relacion de orden definida en A, y dos elementosa y b estan vinculados
por dicha relacion, al escribir (@, b)eR v aRb suele decirse que “a precede a b”,y

1a notacion es a<<b.
Con esta notacion se tiene:

i ) Reflexividad.
acA =a<a
ii ) Antisimetria.
e<b A b<a =a=b
iii) Transitividad.
' a<lb r b<c =a<c
i} Linealidad
astdh = a<b v b<wa
Anilogamente, para la arreflexividad, asimetria, orden parcial y total, teniendo en
cuenta que “‘a no precede a b” puede escribirse a<b.
3.9.5. Elementos distinguidos de un conjunto ordenado

Sea A un conjunto ordenado por una relacién de orden<<.
i yPrimer elemento. El elemento 'a € A se llama primer elemento si
precede a todos los demis.

y solo si
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a € A esel primer elemento <> xe A = a<x

i) Ultimo elemento. El elemento b € A se llama Gltimo elemento si y sélo si
todo elemento de A precede a b.

be Aesellltimoelemento < xe A = x<lb

De estas definiciones no se deduce que todo conjunto ordenado deba tener
necesariamente primero o dltimo elemento; puede ocurrir que carezca de ambos, que
tenga primero o bien ultimo, o que tenga primero y tltimo,

iii) Elementos minimales. El objeto m de A es un elemento minimal si y s6lo si
no existe un elemento distinto que lo preceda.

meEAesminimal @ VxeA: o <m=>m=x

iv) Elementos maximales. El objeto n es un elemento maximal si y sélo si no
existe en A un elemento distinto que lo siga.

ne€Aesmaximal & Yx €A m<{X=x=pn

Puede ocurrir que en un conjunto ordenado no existan elementos minimales o
maximales, y si existen pueden no ser {inicos. ’
v } Cotas inferiores. El elemento 2 € A es una cota inferior del subconjunto
X C Asiy solo si precede a todo elemento de X,

gaeAescotainferiorde XCA & xeX = a<lx

vi) Cotas superiores. El elemento b € A es una cota superior del subconjunto
X C A si y solo si sigue 2 todo elemento de X.

beAescotasuperiorde XC A @ xeX = x<b

vii) Supremo o cota superior minima. El elemento s € A es el supremo del
subconjunto X C A si y s6lo si es el primer elemento del conjunto de las
¢otas superiores.

viii) fnfimo o cota inferior mdxima. El elemento i€ A es el infimo del
subconjunto X C A si y sblo si es el dltimo elemento del conjunto de las
cotas inferiores.

Las cotas de un conjunto, si existen, no son necesariamente Gnicas. En cambio, el
infimo o supremo, aunque el conjunto no sea acotado, pueden no-existir, ya que un
conjunto ordenado puede carecer de primero o Gltimo elemento; pero si existen, son
unicos. Precisamos los conceptos anteriores en los ejemplos siguientes.

‘Ejemplo 3-16. -

i ) Consideramos el intervalo abierto (— 1 , l) C R, donde se define la relacion
de menor o igual.

Esta relacion en R es de orden amplio y total, pues

*
ik
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a) Reflexividad.

aeR =a<a
b) Antisimetria.
a<b AN b<a=a=b
c) Transitividad.
a<b r» b<c =a<c

d) Linealidad.
a#b =>a<b v b<a

No existen en (— 1, 1) ni primero ni Gltimo elemento, ya que los extrem?s -1yl
no pertenecen al intervalo abierto. Tampoco existen elementos minimales ni
maximales. Es claro que cotas inferiores de (— 1, 1) hay infinitas: todos Ios‘ reales
menores o iguales que — 1. Andlogamente sorf cotas superiores todos los nimeros
reales mayores o iguales que 1. El infimo es — 1 y el supremo es 1, y ninguno
pertenece al conjunto (— 1, 1).

i) Con la misma relacién de menor o igual el intervalo semiabierto {—'- 1,
tiene primer elemento — 1, que es también minimal, cota inferior e infimo.
Carece de Giltimo elemento, de elementos maximales, de cotas superiores y de
supremo.

iii) Sea ahora el conjunto A = { 2.3,6,9,12, 36} ordenado por la
relacion de divisibilidad. Se ha visto que ¢l orden es amplio y parcial. Como
no existe en A ningin elemento que sea divisor de todos los demds carece de
primer elemento, pero tiene Gltimo y es 36. Este es elemen’to maximal, y
tanto 2 como 3, son minimales. No hay cotas inferiores ni infimo, pero la
cota superior v el supremo son 36.

3.9.6. Diagramas de Hawe

Sea A un conjunto ordenado. y

i ﬂ) Elementos éonsecutivos. Los elementos a y b de A son consecutivos si y s0lo
si .

a) a<<b

b) a<x<b =a=x V b=x .

ii ) Representacion de conjuntos ordenados. Es posible representar un conjunto
ordenado y finito, mediante un diagrama llamado de Hasse‘, asxgnafldo a cada
elemento del conjunto un punto del plano o bien del espacio, y.umendo cadal
par de elementos consecutivos por medio de un vector orientado en e
sentidodexay, six <
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Asi, el diagrama de Hasse correspondiente al conjunto A ={ 2,3,6,9,12, 36},

ordenado por la relacién de divisor, es

12 6
/"‘_—__"'““"""‘°2
36:\

™ e @

9 k!
.Toda Puiigonal orientada determina un subconjunto towimente ordenado por ia
misma relacion, y constituye una cadena.
Ejemplo 3-17,

Dado A = { a,b, c} , en P (A) consideramos la relacion de inclusién, definida
por

X<Y e XCY
De acuerdo con 2.3.4., esta relacion es de orden amplio y parcial en P (A).

El correspondiente diagrama de Hasse es la siguiente representacion espacial

{a.b,c}=A

{a.c)

140

El conjunto P (A) tiene primer elemento y aitimo elemento: ¢ y A, respectivamen-
te. Ambos son el elemento minimal y maximal. A dos elementos cualesquiera de P {A)
. les corresponde una cota inferior mixima y una cota superior minima, es decir, un

infimo y un supremo. Asi, dados {a,b} y {a. c} el infimo es {c“} y el
supremo es {a, b, c} . Cuando esto ocurre para todo par.de elementos de un

conjunto ordenado, se dice que €l conjunto tiene una estructura de red o de reticulado,

o de Igttjce.

"
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3.9.7. Conjuntos bien ordenados

Sea < una relacion de orden en A.

Definicion
Un conjunto estd bien ordenado por una relacion de orden si y solo si estd
totalmente ordenado, y ademis todo subconjunto no vacfo tiene primer
elemento.

Ejemple 3-18.
i ) El conjunto de los numeros reales, ordenado por la relacion de “‘menor o
igual”, estd towlments ordenado, pero no es un comjunto bien ordenado.
pues no todo subconjunto no vacio de R tiene primer elemento. En efecto. el

intervalo abierto {— 1, 1) &5 una part¢ no vacia de R, pero carece de primer
elemento.

ii ) El conjunto Z de los enteros estd totalmente ordenado por la misma relacion,
pero como carece de primer elemento nd estd bien ordenado.

iii) E1 conjunto N de los nameros naturales estd bien ordenado por la relacion de
menor o igual, ya que se halla totalmente ordenado, ¥ toda parte no vacia de
N tiene primer ¢lemento.

iv) El conjunto cuyos elementos son ¢, { a } . {a. bj , {a. b, c} estd
bien ordenado por la relacion de inclusion.
v) El conjunto A = { 2,3,6,9,12 ,36} propuesto en 3.9.6. ii ), ordenado

por la relacion de divisor, no esta bien ordenado, por no ser totalmente
ordenado.
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i ) Definir a R por extension.
_ii) Formar el diagramade R.
iii) Clasificar R.

: 3-25. En N? se considera la siguiente relacién
TRABAJO PRACTICO i @,b)~@,b) s atb’=bta’ " ..
Demostrar que es de equivalencia, obtener las clases de equivalencia, un conjunto
i de indices, el conjunto cociente, y representar las clases.
3-19. Sean A={x eN./ 1<x <5} ¥ B={3, 4, 5} 26. El conjunto {{ a},(b ,J ,{d }} es una particion de A ={a ,b,e ,d\> . Obte-
Se define R C A X B mediante S ’
(x,ER & x+y<5

ner la relacion de equivalencia asociada.

i ) Definir R por extension. : 3-27. EnA = { 1,2,3, 4} se considera ia relacion
ii ) Representar A X By R. R={(x VEAT fx=y V x+y= 3}
iii) Determinar R, Definir R por extension, probar que es de equivalenvia y determinar la
320.Se consideran A={1,2, 3,4, 5}B={1,4,6,16}C={2.3, 8, 10}y hs comespondiente particion de A. '
relaciones R C AX B, § C”BXC, definidas por 3.28. Clasificar la relacion R definida en Z* mediante
(x,y)€R & y=x' ” ) @,b)R(a’,b") < ab'=ba’
3-29, En el conjunto de los ndmeros reales se define
G.)eswz=2 R={<x,y)en=m—u=i.v—u}

Se pide:
i ) Determinar R y § por extensiOn,
ii } Definir la composicion So R C A X C por extension.
iif) Determinar los dominios e imégenes de las tres relaciones.

Demostrar que es de equivalencia, y representarla.
3-30. Una relacion R definida en un conjunto A es circular si y solo si
@.b)eR A (b,c)eR =(c.a)eR
Demostrar que una relacion es reflexiva y circular siy sblo sies de equivalencia.
3-21. Obtener los graficos cartesianos de las siguientes relaciones definidas en R: 3.31. EnR se define “~" mediante
i)x.y)eRey=3 ' x~y¢x2—x=v2-—v
i) (x,y)eSex+y=1 Demostrar que es de equivalencia, determinar las clases, un conjunto de indices,
i) (x,NeTex+y<1 ; el cociente, y representar la relacion.

3.22. En Z se define R mediante 3-32. Sean R y § doswrelaciones definidas en A. Demostrar: =
SiR y'S son reflexivas, entonces R U Sy R N § son reflexivas. .. .

2 e

_ @,b)eRea*+a=b*>+b .
Clasificar R. 3 3-33. En R se define

3-23. En R? se define la relacion “~" mediante ; R ={(X J)ERY [Ixi+2¥i=1 } e :,‘:';il-i;f,
B e ~&y) ey=y : o o . el i

. - ’ . elgrafico cartesiano de R. ‘:1.‘

Probar que es de equivalencia, determinar las clases de equivalencia, un conjunto A . Obtener el dominio ta magen y eT8TTHe > “"‘““"“4""’—038 "‘.‘;

de indices y el conjunto cociente. -

324 EnA= { 1.2.4,6.8 } se define la siguiente relacion 3-35. Clasificar y representar la relacion R C R? definida por &gi‘é
XLV ER & 3 x + (x,7)eR & x—yeR’
y . ]

3-34. Sea R C A?. Demostrar que la relacion R UR ™ es simétrica. 154 2 Z
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3-36. En A = [~ 1, 1] se considera la relacién
R ={(x,y)€A2/x2 =y2}

i ) Representar R.

ii ) Probar que es de equivalencia.

iii) Obtener la particién de A.
3-37. Sea R umrelacién definida en A.

Demostrar:
i ) R ¢ simétrica = R™! essimétrica.
i} R ¢s transitiva = R ™! es transitiva.

3-38. Sean R y R’ dos relaciones transitivas en A.
Demostrar que R N R’ es transitiva.

3-39.Si R y R’ son dos relaciones antisimétricas en A, entonces R MR’ es antisi-
métrica.

340. Sean “~" una relacion de equivalencia definida en A#¢ y X CA. Por
definicion, se llama saturado de X por la relacién de equivalencia al conjunto de
los elementos de A que son equivalentes a los elementos de X,
La notacifu es:
X* = xeA/x*-y,VyeX}
Demostrar:
i)yxcx=
H)XUY)Y =X*ruy*
3-41. Clasificar las siguientes relaciones definidas en el conjunto de las rectas del
plano
i)@,b)eR e anb+¢
ii)(@,b))eR < alb
3-42. Clasificar todas las relaciones del ejemplo 3.3.
343, Clasificar la relacion R definida en R mediante
) x.y)eR = ix +yi=2
L4 EnA=01,2,3,4,5 § se considera Ia relacién de menor o igual
Determinar los elementos maximales y minimales.
. 3-45. Definir por extensién la relacion de divisor en el conjunto del ejercicio 3-H4, y
obtener los elementos maximales y minimales.
,346. Con relacion al ejercicio 3-45, determinar una cota superior y una infericr del

subconjunto { 2,3 }

s
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.+ 3.47. En R, ordenado por la relacion de menor 0 igual, se considera

A={xeR/x=% A neN}

Investigar si A tiene primero o Gltimo elemento, si estd bien ordenado, y si

admite cotas, infimo o supremo.
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4.1. INTRODUCCION

Dada la importancia del tema a desarrollar hemos preferido asignarle un capitulo
especial, con abundante ejercitacion y ejemplos. Por otra parte, en virtud del cardcter
elemental del texto, y la conveniencia de que en primera instancia el concepto sea
utilizado con dinamismo y seguridad, se ha prescindido del estudio de las co-
rrespondencias. Se estudian las funciones o aplicaciones especiales. la composicion
de funciones, y el dlgebra de las imigenes y preimagenes.

42. RELACIONES FUNCIONALES

Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominio y codominio
respectivamente. Entenderemos por funcion de A en B toda regla que hace
corresponder a cada elemento del dominio un tinico elemento del codominio. Mas
precisamente, una funcién es un conjunto de pares ordenados tales que la primera
componente pertenece a A y la segunda a B, es decir, un subconjunto de A X B, de
modo que todo elemento de A sea primera componente de un par y sélo de uno. Esto
nos dice que toda funcién de A en B es ina relacién especial entre A y B.

Usualmente, los signos que indican funciones son £, g, &, etcétera. Asi, para denotar _

que /es una funcién de A en B, se escribe:
f:A->B

y se lee: “f es una funcién o aplicacién de A en B”, o bien “f es una funcién con
dominio A y codominio B,

En particuler, siA = {—=1,0,1,2) B={0,1,2,3,4} yfeslarelacion
definida por ,
(x.,p)ef o y=x*

i b

wa
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. entonces se tiene

f:{ -1,1,(0,0,0,1D,2, 4)} ya que cada segunda componente esel

cuadrado de la primera.
Fl diagrama de Venn correspondiente es

Tanto en la definicién de f por extensién como en el diagrama es facil advertir que
todo elemento del dominio tiene un correspondiente 0 imagen en el codominio; y
ademas tal correspondiente es Gnico, en el sentido de que no se tienen dos pares
ordenados distintos con la misma primera componente. Resulta entonces que f es una
funcion de A en B. Observamos aqui las siguientes situaciones: elementos distintos de
A pueden tener la misma imagen en B, como ocurre con — 1y 1, cuyas imagenes sc:on
1; ademds, puede darse que elementos de B no tengan un antecedente* en‘A, es decir,
que pueden existir en B elementos que no sean correspondientes de ningfin elemento
de A, comoocurre con 2y 3.

Definicion

f es una funcion o aplicacién de A en Bsi y sblo sifesuna relacién entre Ay B,
tal que todo elemento de A tiene un dnico correspondiente en B.

O bien: .
Definicion ‘
f es una funcion o aplicacién de A en B si y sélo sifesun sybconjunto de AXB
que satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad:

i)VaeA,3beB/(a,b)ef
i) @,b)ef n (@a,c)ef =b=c |
Si (@ , b) € f decimos que b es el comrespondiente o imagen de a, por f, y suele

escribirse b = f (a), es decir, b es el trasformado de a por la funcién f.' ) .
Para denotar la misma cosa, algunos auteres utilizan la notacion 3 izquierda:

af=b
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Una fugcic‘m queda especificada si se dan el dominio A, el codominio B, y ademds la
relacion f € A X B, que satisface las condiciones i ) y ii ) de la definicién.

Por ser un conjunto, f puede estar dado por extensién, es decir, como conjunto de
pares ordenados, o bien por comprension, mediante una férmula o ley de correspon-
dencia que permita asignar a cada objete del dominio su imagen en el codominio.

Ejemplo 4-i.
Determinamos si las siguientes relaciones son funciones.
. A 1 4 k! "
iYSanA=ga.b.c.d; B= {n .2.3 % ylarelacion
\ E

r={@.D,6,,..@. 0}

Se cumplen las condiciones de la definicion, y resulta f una funcion tal que

fl@=1 fe=2 f@=2 f@=1

Eidiagrama es

A

ii ) Con los mismos A ¥ B, la relacién

{@,1,@.2.¢.2.c.1)}

no es una funcién por las siguientes razones: no se cumple i ), ya que no
toco elemento dei dominio A tiene imagen en el codominio B, pues d carece
de trasformado. También deja de verificarse i }, puesto que un mismo
elemento de A tiene dos imagenes #n B, comeo ocurre cong, El diagramade la
relacion es

A

e

R PN S
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jii) Si A es el conjunto de las personas y f es la relacion en A definida por
(x,y)ef & xeshijodey
entonces J es una funcién de A en A, ya que toda persona tiene padre y €ste
es unco.
En cambio la relacién definida en el mismo A mediante
(x,y)ef < x espadre dey

no es una funcién de A en A, ya que existen en A personas que no son padres, es decir,
elementos del dominio que carecen de imagen en el codominio: por otra parte,
tampoco se verifica la unicidad. pues existen personas que son padres de mds de un
hijo. Esto significa que si una relacion es funcion, a relacion inversa 0o o es
necesariamente.

4.3. REPRESENTACION CARTESIANA DE FUNCIONES

Lo mismo que las relaciones. las funciones pueden represeniarse mediante un
sistema de coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio, segin que el dJominio
sea unidimensional o bidimensional, respectivamente. En el caso de representaciones
planas, el dominio es un subconjunto del ¢je horizontal, y el codominio. del eje
vertical.

Ejemplo 4-2.
Representacion cartesiana de la funcién propuesta en 4.2,

A={-1,0,1,2) B='{0,1,2,3,4}

LT (x) = yi\= xz\?i

* X S .
:
1,1 i
g
‘ | \ i

: ©,0) .
-1 0 1 2
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Ejemplo 4-3,
Sean A = -2,—~1,o,1,2},,3=N y f:A = Ntal que

o) =|x|+1
resatta /= { (=2,3),(-1,2),(0,1),(1,2,2,9 }

Cada elemento (z , b) € f
, es un punto del plano de coordena
representacion cartesiana es P dwayh la

AN

+4

L R e e L T S I o

- - .

.
"
I3
1
1
1 L 3
1
t
1
i
+

et e
PO rm e m -

Ejemplo 4-4.

. §ea f: Z - Z tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1, es
ecir ’

fy=-x+1
(-2,3) @ cmeme o Ay
5 -1,2)
TR (G
L L (1,0

REPRESENTACION DE FUNCIONES o7

No es posible representar completamente a f, por ser Z un conjunto infinito; ro
obstante, la representacién de algunos puntos nos sugiere el comportamiento de la
aplicacion. En éste, y en los ejemplos anteriores, el hecho de que cada elemento del
dominio tenga una Gnica imagen en el codominio se traduce en que a una misma
abscisa le corresponde una sola ordenada.

Ejemplo 4-5.

Sig: R—-Restal queg (x)=—x +1
Su representacion es un subconjunto continuo de R?, consistente en una recta del

o
ijiuii'\i.

Es facil notar que, aunque se mantenga a ley de correspondencia o asignacion, al
variar el dominio o el codominio, la funcién cambia. En nuestro caso, g # faunque s
f Cg Es conveniente insistir entonces en el hecho de que la caracterizacién de
una aplicacién se da a través del dominio, codominio y la ley de asignacion. En la
terminologia clsica, ePelemento genérico x del dominio se llama variable independien-
te, y su imagen y = f (x) es lo que se conoce como variable dependiente.

cumple

Ejemplo 4-6.
ConsideremosA={ 1 ,2} ,B= {l .2,3 ,4} y la funcion
, f:A*—>B
que asigna a cada elemente del dominio A2 1a suma de sus componentes, es decir

f(x.y)=x+y
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a) Podemo: confeccionar una tabla de simple i i
cach panto 0 dominis ple entrada que especifique la imagen de

(x,) " foe,p)=x+y

(1, n ] 2
(1,2 3
2,1 3
2.2 4

El elemento | de B carece de antecedente o preimagen en A.

b} Otra representacion de las imagenes se tiene mediante una tabla de doble entrada

detcei) L.a representacion cartesiana es en el espacio, ya que cada elemento del dominio
rmina un punto del plano, y su imagen debe tomarse sobre otro eje.

A
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¢) La misma funcion puede representarse de la siguiente manera, desconectando el
dominio del codominio

Ejemplo 4-7. k .
Seaf: R — R definida por f(x) =x*

Como cada nimero real tiene un cuadrado y s6lo uno, se cumplen las condiciones
de la definicion. El grifico cartesiano es una linea continua de puntos del plano.
llamada paribola. Hemos sefialado algunos pares ordenados de f, los que se han unido
mediante un trazo continuo. Como el cuadrado de ninglin nimero real es negativo, las
imdgenes son reales no negativos. ‘

' R
5
. ' '
i .
1 ‘.
- l: ;
j : ! ; I
Ejemplo 4-8.
Representacién de f: R Z definida de la siguiente manera
—1 six<0
f)= 0 six=0
1 osix> 0

S
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z
1
0 R

Es la Hamada funcibén “signo de x™, v su representacion consiste en la unidn de dos
semurectas abiertas (sin origen), con el conjunto cuyo tnico elemento es el origen de
woordenadas.

4.4, CLASIFICACION DE FUNCIONES

Sea una funciénf: A—B
Si ocumre que elementos distintos del dominio tienen imdgenes distintas en el
codominio, entonces f se lama funcién inyectiva, biunivoca, o uno a uno.

Por otra parte. si todo elemento del codominio es imagen de algin elemento del
dominio, la funcién se llama sobreyectiva.

Cuando se presentan ambas situaciones simultineamente, la funcién se llama
bivectiva o corresponderncia biunivoca.
i ) Definicién x
f:A > Besinyectiva® VX'VXx" €A : x #x” = f(xV#f(x")
Equivalentemente, mediante la implicacién contrarreciproca, podemos decir
f:1A —> Besinyectiva @« VX' VX"€A: f(x)=f(x") = x"=x"

En la inyectividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la
misma imagen. Las funciones estudiadas en los ejemplos 4-1 i ) y 4-1 iii) no son
inyectivas. Tampoco lo son las cormespondientes a 4-2 y 4-3. En cambio son inyectivas
{as funciones de los ejemplos 4-4 y 4-5, )

En el diagrama de Venn correspondiente a una aplicacién inyectiva no puede
presentarse ninguna bifurcacién de elementos del dominio hacia el codominio. En la
repiesentacion plana cartesiana no puede ocurir que una ordenada corresponda a mas

. de una abscisa.
ii ) Definicion -
f:A — Bessobreysctiva & VyeB,3xeA/y=f(x)

En el caso de sobreyectividad, el conjunto de las imdgenes se identifica con el
codominio de la funcion. . '

CLASIFICACION DE FUNCIONES 1t

Los ejemplos 4-2 y 4-3 co'rresponden a funciones no sobreyectivas. En cambio lo
son en 4-4 y4-5. B .

Es usual nombrar a las funciones sobreyectivas con las palabras “sobre” o
“suryectiva’’.

iii) Definicion »
f: A—B esbiyectiva < [ esinyectivay f es sobreyectiva.
Las funciones propuestas en los ejemplos 4-4 y 4-5 son biyectivas. ‘
Negando el antecedente y consecuente de la doble implicacion se tiene

f: A->B no es biyectiva ¢ f no es inyectivao f noes sobreyectiva.

Ejemplo 4-9.

Representamos v clasificamos la funcién
f:N—>Ntaquef(x)=2x
’
Esta funcion asigna a cada nimero natural su duplo. El conjunto de las imdgenes es

¢l de los niimeros naturales pares, y estd incluido en N, como codominio.
Su representacion es un conjunto de puntos aislados del primer cuadrante.

N4
4 J --,w;-----,o--w_.‘m- - -
P ¢ t |
' i 1 t
3 e
1 ! f '
3 ! ' !
¥ t 1 |
2 S R
“7 4 ¥ : !
[ + . | .
) 1 ' \
T S s
¥
. i 1 3 ,
' 1 1 '
: R -
i 2 3 4 N

Vamos a probar la inyectividad de f. Sean x'y x”enN tales que f(x") =f(x")."

. S es
Esto significa que 2x’=2x" y, en consecuencia, ¥ =X . De modo que f

inyectiva o 1-1 (uno a uno). - e
Ademis f no es sobreyectiva, pues los elementos del codominio que son imp:
carecen de antecedente en N. Resulta que f no es biyectiva. :
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Ejemplo 4-10.
Consideremos ahora €] conjunto P de Jos nimeros naturales pares, y
f:N > P talque f(x)=2x

La ley de asignacion es la misma que en 4-8, pero el codominio se ha “restringido” a
los naturales pares.La inyectividad se mantiene y probamos la sobreyectividad.

Hay que determinar si para todo y € P existe x en N tal que f (x) = . Esto significa
que debe ser, de acuerdo con la definicion de £,

2x=y¥

1
Resulta x = 5- €N, pues la mitad de un ndmero natural par es un nimere statural,

De modo que VveP,3x = % tal quef{x)=f (%) =2 % =¥
Siendo f inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva.
Ejemplo 4-11.
Sean A = { H.§3! ¥ B={§.,.2}
Definimos f: P (A)~>P (B) mediante f(X)=XNB

Es decir, la imagen de todo subconjunto de A es su interseccion con B.
El siguiente diagrama nos muestra que f es sobreyectiva, pero no inyectiva.

P (A) P (B)

1l 3?0

Ejemplo 4-12,

Se lanza um moneda tres veces. Los posibles- resultados de este experimento
aleatorio son todas las ternas formadas por “caras” y “sellos”, o bien por “unos” y
“ceros”, y son los siguientes:

A={(1,11),(1,1,0), (1,0,1) ,(0,1,1),(1,0,0) , (0.1,0) , (0,0,1) , (0,0,0) }
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El conjuntc A de tales elementos, se llama espacio muestral asociado al.
experimento.

Definimos ahora la funcién de A en R, que asigna a cada elemento la diferencia
entre el nimero de caras y el nimero de sellos. Damos la siguiente representacion de f

(0,0,1)

R

t

fno es inyectiva ni sobreyectiva.

Ejemplo 4-13.

. 3
Sea f: R —R definida por f(x)=x". ‘
i )f es 1-1. En efecto, sean x; y Xz en R tales que [ (x;) = f (x») es decir

x® = x3. Por pasaje de téminos
3
x3—x3=0

factorizando la diferencia de cubos

{xy —~ 'Cz)(x, +x;5 X2 +x2} 0
i
Xy ~X; =0 =X T X

O bien o,
x{ +xy x3 tX5 =0

La relacién que vincula ax, conx; esti dada por

/ 2
S Xy £ X —4\'. _ TE # -3 X3

x,=——————2—”"‘ 5
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Es decir

Xy = (—NEL i—i\/;f_) X, (1)

S§i x, = Oentonces x; = 0y resultax, =x,
' Estos son los Gnicos valores reales que satisfacen (1) y, en consecuencia fes
inyectiva. ‘
S ‘ <
ii ) f es sobreyectiva, pues
VyeR.3x=\3/y tal que
3
fy=fRv) =Ry =y
Qcurre entonces que f es biyectiva.
Ejemplo 4-14.
Seatf: R—R% tal quef() =& — 1)
Sien R* consideramos ejes x e v. de acuerdo con la definicion. se tiene
([x=1
Ly=-t
que corresponde a un sistema de ecuaciones paramétricas de una linea del plano x3.
Eliminando el parimetro f resultay = - x .que esla ecuacion de la segunda bisectriz‘.

A (R

e iy
b

Es claramente una funcion inyectiva. pero no sobreyectiva.
4.5. FUNCIONES ESPECIALES

4.5.1. Funcion constante

La funcion f : A — B. que asigna a todos los elementos del dominio el elemento
& € B, se llama constante. ’
Esta definida por f(x) = b para todo x € A
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Se tiene

f={x.b)IxeA}

A menos que A sea unitario, la funcién constante no es inyectiva, y €§ sobreyectiva

solo si B se reduce aun finico elemento.

4.5.2. Funcién identidad

Identidad en A es la aplicacion
in A~ Atalqueip (x)=x
La identidad en A es entonces la funcion que asigna a cada elemento de A el mismo
elemento, es decir, deja invariantes a los objetos de A.
A cada conjunto le comesponde una funcién identidad. v a veces en lugar de
denotarla mediante i 5 se utiliza el simbolo 14.
Se tiene

z‘A={(x,x),ixeA}

Es decir, la identidad en A es la diagonal de A2, Es facil verificar que, como
relacion, es reflexiva, simétrica ¥ transitiva, o sea, de equivalencia en A: ademds es
antisimétrica, v en consecuencia de orden amplio. La funcidn i, es obviamente
biyectiva.

4.5.3. Funcion proyeccion

Consideremos A X B, y las funciones
. P,:AXB-—A
P,:AXB—B definidas por

Py (a,b)=a Yy P;\(ﬂ,b}"—'b

Tales funciones se llaman primera y segunda proyeccion del producto cartesiano. ¥
asignan a cada par ordenado la primera y segunda componente, respectivamente.
En un grafico cartesiano se tiene

AXB
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4.5.4. Fuacion candnica

Sea ~ una relacion de equivalencia definida en ‘el conjunto no vacio A. Por el
teorema findamental de las relaciones de equivalencia queda determinado el conjunto

. A . .
cociente — . cuyos elementos son las clases de equivalencia.
Definicion

Aplicacién candnica es la funcion

gia-2

que asigne a cada elemento de A, su clase de equivalencia. es decir. tal que
elx) =K,

Dos elementos equivalentes pertenecen a la misma clase y en consecuencia admiten
la misma imagen. es decir, la aplicacién canonica no es inyectiva, salvo en el caso de
clases unitarias. Por otra parte. como cada clase es no vacia, ocurre que siempre es
sobreyectiva, es decir

A
vK,€ - .3x€eA Telxy=K,
Vale la siguiente proposicion
a~b + pla)=yb)

La funcién canénica en el caso de la congruencia médulo 3 definida en Z es
¢ Z — Z tal que g(x) = K,. siendo i ¢l resto de la divisién de x por 3.

Ejemplo 4-13.
En R? consideramos la relacion definida por
(@.b)~@.b) #a=a’

Es decir, dos pares ordenados de reales estin relacionados si y solo si tienen la
misma primera componente. Puede verificarse ficilmente que la relacion es de
equivaiercia. v el proposito consisie en caracterizar la aplicacion candnica. Las clases
de equivziencis son dal npo

» { 3
K(a,b):’{(x*}')’;x=‘z}
y estdn representadas por paralelas al eje de ordenadas. Para definir ¢l conjunto

cociente necesitamos un conjunto de indices, y al elegir un tnico elemento en cada
clase, lo -omamos sobre el eje de abscisas, de modo que

RZ
Tz{K(u,o) /UER}
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2

R-
. Pl v . 2 et
Entonces la funcion candnica es Q- R? » — talque

ole, by =Koy st u=4a .

4.6. COMPOSICION DE FUNCIONES

Bajo ciertas condiciones es posible definir, a partir de dos funciones fyg. unanueva
funcion. llamada la compuesta de aquéllas.
Sean

foA=R v g Bl

=(gofIx)

donde coinciden el codominio de la primera con el dominio qe_ la segundz.t. Si bien
consideramos este <aso mas usual. es suficiente que el codominio de la primera sea
. e
e del dorninio de la segunda, esdecir: B < B
parte del dorinic de 22 8 . o ) o .
Nuestro proposito es asignar a cada elemento de A un unico eiemento de s’{, y !
camino natural consiste en determinar la magen de cualquier x €A por [, ¥
continuacion obtener la imagen def{x)€eB,porg

Definicion ¢ )
® . o Y iz CFeA = C

Composicion de las funcicnes - A = Bveg B = Ceslafunciong=f1 & C .

definida por

vEA

o1 marn Tadies
I w3 oparaiode KO8
ig b

El simbole g ¢« f 7 denota la funcion compuesta de fcong. 0 i:;. gomposmon def
con g. Puede leerse “f compuesta coft g . ovgeeritof © biengaf .

Ejemplo 4-16. . ’ . ) .
Sean Az{l .2.3}- B:{a,b,c,d},(‘={5.6)}y lasfunciones f: A=8

g - B —C definidas asi
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r={1.9,2.6),6.9}
e={@.9,6.5,¢,5.@.9)

Resuita

g:1={(1,9,2,5,3.6)}

E1 diagrama correspondiente es

A B C
£ETN
le / 'é ® 5
2e ¢ .6
3 ‘z

Debe notarse que no coexisten g o [y f o g, ya que en este caso el codominio de g
es C y el dominio de fes A. Ambas composiciones existen si C C A.

Ejemplo 4-17.
Sean ahora las funciones
F:R->R talque f{x)=2x

g:R—->R talque g(x)=x*
Entonces
i) gof:R->R estd definida por
Eo N =g[fW]=g2x)= 2x)* =4x*

ii) fog: R—R esti definida por
(Fod) ) =Flg(¥)]=f(*)=2x
Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son
distintas, por diferir en la ley de asignacion. ’
" Definicion x )
Dos funcionesf: A — Byg: A — B son iguales si y slo si para todo x de Ase

verifica f (x) = g (x).
Cog»relaci()n al ejemplo se tiene: go f#fo g
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4.6.2. Asociatividad de la compaosicion

Seanf: A—>B,g:B->Cyh:C—D.
Entonces se verifica
(hrog)of=heo(gef)

Las dos composiciones son funciones de A en D, y se trata de probar la igualdad.
Interpretamos la situacion en el siguiente diagrama

Con relacion al primer miembro se tiene

f:A-B
=>(hog)of:A->D
hsg:B—-D
Para el segundo miembro es
gof:A-C
= ho(gof):A—>D
h:C—-D

Siendo (% o g) o fy h o (g o f) dos aplicaciones con el mismo dominio y codominio,
para probar la igualdad, de acuerdo con la definicién expuesta en 4.6.1., hay que
verificar la igualdad de"imégenes para todo elemento de A, dadas por dichas funciones.
Sea x € A; aplicando reiteradamente la definicién de composicion

(thoyor)er=tro0)(£69)=n{glren) W

Por otra parte
(2)

(he =)o =h(Gee N @)= {slre)]

De (1) y (2) se deduce
(@eper)w=(hoon)@ vrea
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Y por definicion de igualdad de funciones resulta
(hog)of=ho(gef)
4.6.3. Composicion de funciones inyectivas
Sif: A—Byg:B~C son inyectivas, entonces g o f: A—>Cesinyectiva.

De acuerdo con la definicion de inyectividad 4.4. 1 ) debemos probar que six’y x”
son elementos de A que tienen la misma imagen por g = f,entoncesx’=x""

Sea pues : (gnf}é_fi’?}:;(gcf} ix7y
Por definiciOn de compaosicion
glF =gl x"i
Por ser g inyectiva resulta
fxY)=&")
ya que estos elementos de B tienen la misma imagen por g. Y por ser finyectiva:
x' =x"

Queda probado, asi, que la composicion de funciones inyectivas es inyectiva.

4.6.4. Composicion de funciones sobreyectivas

Sif: A-Byg: B~-C son sobreyectivas, entonces g f: A —=C es sobreyectiva.

Segin 44, ii) hay que probar que para todo z € C existe x € A tal que
(g-Nx)=z

Por serg: B —C sobreyectiva,
vzeC,3yeBl/g(y)=:
Ahora bien. dado ¥ € B, por ser f : A —B sobreyectiva,
IxeAlfix)=Yy
De agur se deduce que
gifwl=giyy==

Entonces. dado cualquier z ¢ (, 3 X € A tal que (g f)(x)=2z.de acuerdo con la
definicion de composicion.

En consecuenicia. la composicién de funciones sobreyectivas es sobreyectiva.
4.6.5. Composicion de funciones biyectivas
Sif:A = Byg:B = Cson biyectivas, entonces la composicion g of :A—>C

es biyectiva.
Este enunciado es una consecuencia de 4.6.3.y 464. .
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Ejemplo 4-18.

En 4.6.3. s¢ ha demostrado que la composicion de dos aplicaciones inyectivas es
inyectiva. La inyectividad de la composicién no implica la de cada funcidn, pero si la
de la primera. Es decir, i f:tA->Byg: B —C son tales que go f: A->Ces 11,
entonces f es inyectiva.

Sean x’'y xen A tales que f(x") = ). Hallando la imagen de este elemento de
B por g, se tiene

gl =g fx]
ya que cada clemento del deminic B tiene imagen Gnica en C, por definicion de
funcion, Por definicion de composicion
(goNx)=(8o /I
y. por ser g o f inyectiva, resulta x’=x"".
En consecuencia, f es inyectiva.

De modo amilogo el lector puede demostrar que si la composicién de dos
aplicaciones €s sobreyectiva, entonces la segunda es sobreyectiva.

4.7. FUNCIONES INVERSAS

Toda funcidon f: A—>Besum relacion; cabe preguntarse si la relacion inversa es
una funcién. En general, la respuesta €s negativa, como se ve a través del ejemplo 4-2,

donde A={—-1 ,0,1,2}, B={O,1 ,2,3,4}yf:A—->B es tal que f(x)=%",
es decir ' ,
s fey 1y 0, M, (1,1 {2 4‘1}
J ‘L\ 1O D R I e 2} sl
La inversa de esta relacion es el subconjunto de B X A:
{(1,—1),(0,0),(1,1),(4,2)}

Se ve claramente que esta relacion no esuna funcién de B en A, pues los elementos

2y 3 del eventual dhminio carecen de imdgenes en A, v ademds no se cumple la
condicién de unicidad, ya que 1 tiene 408 correspondientes en A.

I B
Sea en cambio el siguiente caso A=q¢l. 2.3 ,B7 a.b, 0}y

= {(1 Lay,(2,¢).3, b)} una funcion de Aen B. La relacion inversa es

g={@.D,¢.3). 2}
es claramente una funcion de Ben A, llamada funcion inversa de f, La composicién

gor={(1.1,2,2,6,9}=ia
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fog={(a.a).(b.b),(c.)p=1is

Definicion X

La funcmnf A ~ B admite inversa si y sdlo si existe g : B A tal quegof=i,

yfog=
Ejemplo 4-19.

La funcxon f: R ~R definida por f (x) = x + 2 admite inversa g : R >R tal que
g(x)=x —2, pues
E-NX=glfW]=g(x+2)=x+2 ~2=x=ix (x)

(F-) V= floe(x V= fly = Ne=v e ;| I
e LR S S T L N -y L - N -~

€ =g {)
segun las definiciones de composicion. de f de g y de identidad, Por igualdad de
funciones resulta

gof=ip y fog=1ix

-

La representacion cartesiana de dos funciones inversas conduce a grificos simétricos
respecto de la primera bisectriz:

La funcién f es biyectiva, como puede pmbarse ficilmente, y este hecho es
necesario y suficiente para que admita inversa.

4.7.2. Propiedad

Una funecibn admite inversa si v s6lo si es biyectiva.

T} Si una funcibn admite inversa, entonces es biyectiva.
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Hipbtesis) f : A ->Bestalqueexisteg: B—>A siendogo'f=is y fog=ig

Tesis) fes biyectiva.

Demostracion)

a) Vemos primero la inyectividad de f.

Sean x’y x” en A tales que f(x’) = f(x""). La imagen de este elemento de B porges
glf &)= [f(x™)]

Por definicion de composicion, esto se traduce en

€NED=@NE")
y s1endo por hipOiesis g o [ = {,, ¢ tiene
g (X") =iy (x7)
Es decir: " = x", lo que demuestraque fes 1 — .
b) Demostramos ahora que fes sobreyectivd.
De acuerdo con la definicion, debemos probar la verdad de la proposicién siguiente

YyeB ,3xeA/f(x)=y
Sea entonces cualquier elemento y € B: por definicion de identidad en B se tiene

y=ig(¥) , ycomo por hipbiesis ig=fog

se tiene
y=(fo8) ()

Por definicidn de composicién
y=rlgl

Es decir, a expensas de y € B, hemos determinadox = g (¢) en A, tal que f (x) = ».
Siendo f inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva.
1) Si una funcidn esbiyectiva, entonces admite inversa.
Hipotesis) f: A —B es biyectiva.
Tesis) 3g:B—~Atalque gef=iy y fog=ig.
Demostracidn) Necesitamos proceder en tres etapas.
a) Primero se trata de definir una funcién g : B — A, de modo que se verifiquen las
restantes proposiciones de la tesis.
En este sentido, definimos

g:B—>A mediante g(¥)=x si fx)=y 1)
Tenemos que ver que (1) satisface Ia definicién de funcion. En efecto:

i ) Todo elemento y del dominio B tiene un correspondiente x en A, ya que, por
ser f sobreyectiva, todo y € B proviene de algin x € A.
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ii ) El correspondiente x asociado a ¥ es @inico, por ser f inyectiva: . i ) Funcién valor absoluto es la aplicacion
Fn efecto, si x y x' fueran antecedentes distintos de y por f se tendria | 1:R Ry ( siendo Ry=R*U {0})
x#x A fE)=f(x)=y loquees absurdo por la inyectividad de A .
b) Hay que probar queg o f = ia. o definida por >0
Cualquiera que sea X én A se tieng, por definicion de composicion, por (1), y por x 8 X<
definicion de identidad en A bl = .
-—x 8 X < 0
@ HE=glf@]=g(=x=ir &) i 4
Entonces. por det‘mieién de funciones iguales ‘ Su representacion cartesiana consiste €n el,?gr- de b1sei:tr1c?s de} ?nmere y segundo
‘ cuadrante. La funcion valor absoluto es sobreyectiva, pero 1o inyectiva.
gof=ia
¢) Finalmente, demostramos que fog=ig.
Como fo g: B—B, para todo y € B, tenemos, por definicion de composicién, por TRD

(1) y por identidad en B
(fap) O =flgM=F @)=y =iz () | ’

Es decir

fog=1ip
4,7.3. Consecuencia . . \ R
- —_

Sif: A —B es biyectiva, entonces la funcién g : B = A a que se refiere el teorema
anterior es tinica y, ademds, biyectiva.
<j existieran dos funciones g v g que cumplieran las condiciones de 4.7.2. 1) =

e o

tendria ‘ o _—
g’=g’cf3=g’o(f°g)=@"0f)og=i,xog-"‘—g | ig)Funcién“signoueX‘ es la aplicacion
sg: R—~>Z definida por

por ser ig neutro a derecha e iguala f» g, por asociatividad de la composicion, por set .
» - - . . . . » e H o
g = f=1ia.yporque i, esneutroa izquierda. En consecuencia. g es unica. 1 5‘_ x>0 o
Por otra parte, de acuerdo ¢on 4.7.2. I} se tiene esta situacién: g : B—A estalque sg(x)= 0 six ; g
? bt st x<
13

existe 1 A —B.siendofsg=ig ¥Eo17 {5 En consecuencia, g €8 biyectiva.
La funcién 2 se lama la mvarsa de /v se denota con o simbele 71
Esta funcion ya fue graficada &n ejejemplo 25

Ejemplo 4-20. j
Se trata de probar que i iii) Cualquiera que sea el nimero real x, s¢ curnple
- . H :
. R->(— 1, 1) definida por < .
d ¢ ‘ g i et A ’ xl =x . 5§ (x)
X . v
fx)= =——= admite inversa. - ] L
L lo que &s facil de verificar teniendo en cuenta las definiciones de valorb

absoluto y de signo de x.
Retomamos nuestro propasito inicial:
a) fes inyectiva.

De acuerdo ¢or el teoremna anterior €s suficiente probar que fes biyectiva.
Previamente, aecesitamos precisar algunos conceptos relativos a la funcion valor

absoluto, y sv conexion con la funcion signo.
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Seanx’y x”en A, tales que
fE)=ri")
’ u E1

X X

5] - TR con sg(x)=sg{x")

'l
x’+jr’|x"!=x”+x"lx’] y sg(x)=sg(x”)
)
x+x x"sg(x)=x"+x". x's5g(x) Por iii)
ru »
x'=x

Osea: fesl—1.
b} fes sobreyectiva.
Seay€(—1,1).Si3xeR/f(x)=y, entonces debe ser

T—ﬁ-ﬂ =y con sg{x)=sg(y)

Operando

x=y+ylxl Por (1)

x=yu+yxsg(x) Por iii)

x= yuﬂy sg(y) Por(1)

x - xuy sg(¥)=y Por trasposicion

x(1 —3 b =y Por distributividad y iii)

x= l—ylyl. Pues 1 —{y] >0yaqueyi<li
Es decir

Vye(—1,1), =7 _
Ye( 1),3«x =

FUNCIONES INVERSAS

tal que
y
= y __1—=wl
ro=r (25 Ty
1=l
Y
11—y _ y =y
L+ Iyl 1=yl +1¥l
1=yl

Esto prueba que f es sobreyectiva.
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Por a) y b) resulta que f es biyectiva y en consecuencia admite inversa. La iversa

es
fti=1,1)—R talque
o NP S
f (x)" l_;xv

¢) Verificamos que g o f = ig
En efecto

vxeR:(g-NNX)=g[f®]=

X
_ x  1+kx .
=¢ () - - = =x=ir ()
T+ xly
d) Ademé's,'fgg = i(“'l,l)
Pues
x€i—,n=(feDX)=flg@)F
X
- 2 1—Ixi o
=7 (75) - =] =x=
l—lxiQ

=f(-|,1)({‘)

Ejemplo 4-21. »
La funciénf: A — Bes inyectiva si y solo si existe2: B > Atallquegef=ia

1) Hipotesis) f: A—Bes1-1.
Tesis) 3 g: B+Atalquegof=ia.

Demostracion) La funcién f no es necesariamente sobreyectiva, de modo que

eventualmente existen elementos del codominio sin preimagen én el

ayudamos con el siguiente diagrama

dominio. Nos
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Definimos una funcidn g - B — A mediante la siguiente asigrracion
X siflxy =y

g(”y):: ,

x (Cualquier elemento fijo de A) si no
L existe x € A tal que f{x) =W

De este modo, todo elemento de B tiene un correspondiente en A, y ademas es
{inico, por sir f inyectiva.

Ahora bien, utilizando las definiciones de composicién, de g y de identidad en
A, se tiene, cualquiera que sea x € A

o NW=glf@]=g)=x=1ax)
y por definicion de funciones iguales resulta
gof=ia
I1) Hipotesis) f: A >Bes tal que existe g : B> A de modo que g o f =i,
Tesis) f es inyectiva. :
Demostrzcion) Sean x’y x’" en A tales que fixy=fix"y
Entonces g [f()]=g[f&x")]
Por defiricion de composicion: (g o f) (x")=(g2 /) x”).
Por hipdtesis: i (x) =ia (x7). _
Esto implica x” = x”. y en consecuencia f es 1-1.

S N,

4.8, IMAGENES DE SUBCONJUNTOS DEL DOMINIC

481, Sean § : X - Y ¥y A un subconjunic de X. Las imigenes de todos ios
elementos de A determinan un subconjunto de Y, llamado imagen de A por [

R

g+ e

e bbb 8

I
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Definicion
Imagen del subconjunto A C X es el conjunto cuyos elementos son las
imagenes de los elementos de A.
En simbolos

f®)={f@/xen}

QO bien _
fay={veY/axea » &)=y} =~
El simbolo f{A) se lee “imagen de AV,
De acuerdo con la definicion
yef(A) ®IxeAl/y=/(x)
En particular, si A = X, entonces f (X) se-llama imagen del dominio por f o
directamente imagen de f. Ademds, f@®=9¢
Se tiene obviamente que f es sobreyectiva siysolosif(X)=Y.

4.8.2. Propiedades de la imagen
Sean f: X =Yy Ay B subconjuntos del dominio.

a) Si un subconjunto del dominio es parte de otro, entonces la misma relacion vale
para sus imdgenes.

Es decir,sif: X—>Y ,ACX ,BCXyACB,entoncesesf(A)Cf(B).
En efecto, sea

z€ef hA)
~ 3XxEA/fx)=z Por definicion de imagen
4
dxeB/ f{xy=z2 Porser AC B
3 -
2 FIB) Por delimicion de imagen

b) La imagen de la umon de dos subconjuntos del dominio. €3 igual a la union de
sus imagenes.

Hipotesis) f: X-Y .
ACX y BCX'

Tesis) f(AUB)=f(A)US(B)

Demostracion)
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HIRSY)

Probamos la doble inclusién.

143 Sea
zef(AUB)

4

IxeAUB/f(x)=z2
3

Ixi(xeA vV x€B) A flx)=2z
)
* (3x ! x€A A fx)=2) vV (3x/x€B fiy=2)

4

zef(A) v z€f(B)

'
zef(A)VF(B)

Es decir

f(AUB)C f(AVFB) (1)
29} Usando propiedades de la inclusion y a)
ACAUB = f(A)Cf(AUB)
BZAUB = f(B)Cf(AUB) =
‘ _ A_}?f(A)Uf(B)Cf(AUB) @
De (1) y (2) resulta
FAUB)=F(A)VS®) ]
¢) La imagen de la interseccion de dos subconjuntos del dominio estd incluida en la

iterseccion de sus imdgenes.
Se trata de verquesi f: X=>Y,AC XyB C X, entonces

FIANB)CSF(AYNS(B)

PREIMAGENES

En efecto, sea
zef(ANB)

)
> 3xeép[3/f(x)=z
T
(3xeA[fx)=2) A (3xeB/f(x)=2)
4
zef(A) A z€f(B)
$

zef{A) DB

—

Entonces
f(ANBYCFA)NS(B)

El siguiente ejemplo prueba que noes valida la inclusion en el otro sentido.

Sean £ : Z — N definida por
fy=x

y los subconjuntos deZ
a={-2.-3.4} y3={2,3,4,s}
L : J

Se tiene ANB= {\4} y

f(AnB‘)z{is}

FayNF@®={4.9,16}0 {a,9, 16,25)={4,9,16}

¥ Resulta
) FANB) G (AN (B)

)
4.9. IMAGENES INVERSAS DE SUBCQNJUNTOS PEL CODOMINIO

4.9.1. Concepto
na parte del codominio Y. Un problema de interés consiste en
del dominio cuyas imgenes pertenecen a A. Tales elementos

Seanf: X—>YyAu
X, llamado imagen inversa 0 preimagen de A por f-

determinar los elementos
forman un subconjunto de
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Definicion
Imagen irversa o preimagen del subconjunto A C Y. es el conjunte de los
elementosdel dominio cuyas imagenes pertenecen a A.

La notacién para indicar la preimagen de A porf, es [7' (A)y no debe entenderse

que s indica lafuncién inversa, la cual puede no existir, ya que nada se prefija acerca
de /.

En simbolos
Fr@ay={xex/r@e A}

Es claro quw
xef1(A) « fx)eA
Es decir, unelemento del dominio pertenece a la preimagen de A si y solo si su

imagen perteneie a A.

Ejempio 4-22.

Sea f: R —R definida por f(x)=x?.
Determinarros las preimagenes de los siguientes subconjuntos del codominio

EECUUSE LIPS DR T DN B PN
Se tiene_
SN e e 11 R/ Fix)e(—o,~ 1
i) flee,-1)={xeR/fx1e(~=,~ 1]
Ahora bien

fx)e(=,— 1jex*<—1exe¢

Resulta
fle= 110

ii ) En el segundo caso

xef ' 1,1}
8
fx)e1,1]
¢

xte(—1,1]
$
—j<xt Ll
&
xt <1
¢
xi2 <1
%
~1<x<1
$
xel-1,1
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Por definicion de preimagen
Por definicion de f

Por definicidn de intervalo
Pues x* >~ 1,9 X%
Porque x? = ix{?
Porserif| <1

Por definicidn de intervalo cerrado

Entonces f' (—1,11=1,D

ili) Se tiene

Luego f ' 1, =11
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i} Finalmente xef™ [4,9] b) La preimagen de la interseccion es iguala la interseccién de las preimdgenes, es
¢ ’ . decir :
fx)el4,9] ' : fr@AanB =" @A)nfr*®
A ‘

Razonando andlogamente, s¢ tiene

x*el4,9]
N xef1(ANB) & f(x) EANB «
4<x2 <9 | @ f(x)eA A f(x)eB &
$ exef(A) A xef(B) &
24 A x*<9 : CexefT (AN (B)
$ , ¢) La imagen inversa del complemento de un subconjunio dei codominiv es igual of
X222 oA <3 complemento de su preimagen
¢ | - e
xe[-3,-2] v xe[2,3] | A= Ml
s i En efecto . x
xel-3,-2]U[2,3] | xef(AY) » F()EAT & f(X)EA © |5 A
Entonces : e ~[fx)eAl & ~[xef (A)] .
f4.9=[—-3,—21V[2,3] o xéf(A) & xelf™ (AN

+4.9.2. Propiedades de la preimagen
Ejemplo 4-23.

El conjunto § consiste en los posibles resultados que se obtienen al lanzar una
moneda, es decir

Sean f: X —Y y los subconjuntosAC Y,BC Y
a) La preimagen de la unidn es igual a la unidn de las preimagenes.

2={e. 1}
'; Se define f: £~ R mediante

;

| fle)=1
" f)=0

N .
En un diagrama, fa situacion es

«

Sg trata de probar que f ' (AU B)F:-—";;;-'W(X)» Uf;‘ (B)

F uilizamos sucesivamente las definiciones de preimagen, de unién y de preimagen:

t . Xef'(AUB) »f(x)eAUB &
@ f(x)eA v f(x)eB & ”
“XxefMA) v xef T (B)e
sxefT AU M

Cos o
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Determinar f! (- ,x},Vx €R
Por definicién de preimagen

! (“"“,x]z{weﬂ/f(w)<x}

Entonces

{s} si O0<x<1
L fels)sio 1<

J’ ¢  six<0
)
Ejemplo 4-24.

Sea una aplicacion

f:A-R
Demostrar
oo
vieR: U £ xm2 T =r (m )

Para cada x € R, el primer miembro denota la unién de una sucesion de conjuntos

del dominio A. cuyicidentiﬁcacién con la preimagen de (—o= , x) debemos probar.
i)Seawe U [ (—oe, x—2.n]
Por definicidn Se‘ulnién, 3 m €N tal que
weft(—w, x—27"]

Por definiciSn de preimagen

fwy<x—-27" 8Y}
Y como

g™ {2}
Sumande {13y ¢y

Fiwy<lx

es decir: f(w)e(— =, X},
y por definicion de preimagen resulta

wef ™l (—=,x)

Luego
U Fiex—27"Cf™ (—=,%) @)

n=1
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ii) Sea ahora
wef™ (=, x)

Por definicién de preimagen

fw)<x

Esdecir: x—=f(w)>0
Y siendo x — f (w) un niimero real positivo existe m € N tal que

x—f(w)=2"m

Por trasposicién de términos
fiwy<x—2"
O sea
ImeN/fw)e(—=,x—2T"]
’

Y por definicion de preimagen
ImeN/wef (—e,x— 27"}
Por definicidn de unién resulta
we U [, x—27]
n=1
Esdecir

fe,nc U e, x-27] (4

n=1

Las inclusiones (3) y (4) demuestran Ia igualdad propuesta,

4.10. RESTRICCION Y EXTENSION DE UNA FUNCION

Sean f: X =Y y A unsubconjunto de X. Definimos la funcion g : A - Y mediante
fa asignacion g (x) = flx} cualquiera que sea x € A. Decimos que g es la restriccin de fa
splicacién f al subconjunie ALy la denotamos €= FiA.

Si g es la restriccion dé f al subconjunto A, entonces /1 X —Y esuna extension de
la funcién g sobre el conjunto X. Es claro que la restriccion de f:X-Y al
subconjunto A es Gnica; mientras que, dada una funcién g : A =Y, ésta admite mds de
una extension sobre el conjunto X que contiene a A. En efecto,sig: A—>YyACX,
entonces podemos definir una extensién de g al conjunto X, de la siguiente manera, sea
o un elemento cualquiera de Y definimos: .
g(x) si x€A
f:X =Y mediante f(x)= ’

Yo si xeX—A
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4-25. Dados A = { 1,2, 3} y B= { 0.1.2.3, 8& definir por extension la

funcion f: A—B, que asigna a cada elemento de! dominio su cuadrado
disminuido en 1. Representar y clasificar £

4-26. Siendo A = { —-2,—1,1, 3} representar y clasificar la aplicacionf : A— Z.

tal que la imagen de cada elemento de A es el resto de su division por 3.

4-27. Por definicién, parte entera de un nimero real x es el mayor entero que ne
supera a x, Si e s la parte entera de x se verifica

esx<e+1
Para denotar la parte entera del nimero real x. se usan las notaciones ent {x) o

x1
Estudiar. representar y clasificar la funcién f: R—Z, definida por
fx)=ent(x)
4-28. Representar y clasificar la funcién mantisa, que s¢ denota por

mant : R—>R
y se define mediante mant (x) = x — ent (x)

4-29, Representar y clasificar las siguientes funciones:

i) f:R-R talque fix)=x—1 : :

i) fiR—[1.%) tal que f(x)=x" +1

(iii) f:Z—>Q definidapor f(x)= XE 1

430 sena={1.2,3}y B={2.3}
Representar y clasificar f: AX B —Z definida por
fl@.by=3a—b
4-21. Dados A = { 1, 2,3}y B= { 1,2,3 ,4} definir por una tabla y clasificar
f:P(A)>P(B) talque FX)=B—X

1 o s et e T
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4-32. Definir aplicaciones no constantes, con los dominios y codominios que se
indican:
i)f:Q->1
i) g: Z->N (que sea biyectiva)
iii) h :R—>{0,1}

4-33. Sean f : Z — N definida por f) =x*ylos subconjuntos del dominic
a={-1.-2,-3,4)y B={1,23 4},
Verificar las propiedades de la imagen.

4-34. Se considera la funcién f : R* >R tal que flx. =y
Dar dos subconjuntos A y B del dominio, tales que B C Ay f(A—B)#*
#f(A)—f(B)

4-35. Proponer dos conjuntos X ¢ Y, una parte A C X y una funcién f: XY tales
que

i) FX=ACY—=f(A)
i) Y-FACF(X—A)
iii) FX—A)ND Y-f(A)=¢

4-36. Sea f : R — R definida por fix)=x* + 1 Determmar las preimagenes de los
siguientes subconjuntos del codominio:

{—l’1)s(—w?'i—}:{oa3}*{0'3)9[1’10]

4-37. Sea f: X =Y. Demostrar la equivalencia de 1as siguientes proposiciones:
a) fesinyectiva,
B)VA,ACX =S [f(A)]=A

4-38. Las funciones f : Z—>Qy g : Q- Z son tales que
x2
+ fx)= —-— +1 y glx)=ent(x)
Definirgof fo8 Y determmar(g o N=2), o8 (~-5 )
4-39. Las funciones f: A>Byg:B—Cson tales que g o f es sobreyectiva. Demostrar
que g es sobreyectiva. '

4-40. Las funciones f: A~ B, g B->Cyh:C—=Dson tales que g o fy ho gson
biyectivas. Demostrar que f,gyhson biyectivas.

" 44l Las funciones f: A->B,g : B>Cyh: C-> A son tales que hogefy foheg

son sobreyectivas, mientras que go f o hes inyectiva. Demostrar que £, g y hson
biyectivas.
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FUNCIONES

4-42, Sean f: X - Y una funcién, y los subconjuntos A C Xy B CY. Demostrar las

siguientes relaciones: .
a) ACS [f(A)] ) fX)=f(A)Cf(X—A)
b)Y fIf™ (B)ICB QY -B)=X-f"(B)
f(ANST (B) =f(A)NB

4-43. Dado el subconjunto A C X definimos la aplicacién

Xa : X - R mediante
(1 s xeA
XA (.\T) =
io si xeX—A
X, se lama funcion caracteristica del subconjunto A C X.
Verificat que para todo elemento x de un conjunto X se cumplen las siguientes
relaciones entre las funciones caracteristicas de los subconjuntos de X:

i) XanB(x) =Xa () X5 (x)
i) Xaua(X)=Xa (x)+Xp (x) = X2 (x). x5 (0

4-44. Se considera la funcién 7 : X* — X? definida por f(a, b)=(b,a)

Demostrar que f < d = d, siendo d : X = X* la funcién diagonal.

445, La funcién f : R = R? estd definida por £ (x) = (x, — x). Demostrar:

) fe+n)=fx)+1(»
i) flk.x)=k.f(x), dondekeR
Nota: las condiciones i ) y ii ) confieren a fel cardcter de funcidn lineal.

4-46. Sea f uma funcion arbitraria de un conjunto A en R, Demostrar que para-todo

nimero eal x se verifica
oo .

N e x+ 2= (==, x]

n=1

447, Sea A es un dlgebra de Boole de subconjuntos de £2 y P es una funcién de 4 en

R que satisface:

iy PIAY > 0 cualquiera que sea A
i) PP =1

£ a)= 3P,
i) P(z;x A’) z‘:xp( i)

La aplicacion P, que verifica las condiciones anteriores, se llama funcion de

probabilidad; los elementos del dominio son sucesos, y .a imagen de cada uno de -

ellos es su probabilidad.
Demostrar:
a) La probabilidad del vacio es igual a 0.

#-48.

4-49.

4-34.

451,
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b) La probabilidad de la union de dos sucesos es igual a la suma de sus
probabilidades menos la probabilidad de su interseccion.
¢) La probabilidad del complemento de un suceso es igual a 1 menos la
probabilidad de dicho suceso.
Sean un dlgebra de sucesos de 0y X una funcién de Sken R. Demostrar que para
todox €R
X (—oo,x)ed & X (—o, x]eA
En las mismas condiciones del ejercicio anterior demostrar
X (—e= xleAe X7 [x.=)ed
Fn el mismo caso. demostrar
X! (—oo,x]ed & X' (x. =) €A
Sea f: X —»Y. Demostrar la equivalencia de las siguientes proposiciones cuales-
quieraquesean AC Xy BCX
1) A=A
i) f(ANB)=F(A)Nf(B)
i) ANB=9¢ = f(A)Nf(B)=¢
iv) BCA = f(A—B)=/(8)—/(B)

.

i w0

[0 T T—



Capitulo 5

LEYES DE COMPOSICION

5.1. INTRODUCCION

En este capitulo definimos, desde el punto de vista funcional, el concepto de ley de
composicion interna en un conjunto no vacio. Luego de proponer algunos ejemplos, se
estucdhan las posibles propiedades que pueden presentarse y la eventual existencia de
elementos distinguidos. Se introduce aqui el tema de homomorfismo entre conjuntos,
¥y su culminacidon en el teorema fundamental de compatibilidad de una relacién
de equivalencia con una ley interna. Con vistas a su utilizacién en la estructura de
espacio vectorial, se definen las leyes de composicion externa.

5.2. LEYES DE COMPOSICION INTERNA

Una ley de composicion interna, definida en un conjunto no vacio A, consiste en
una operacion que asigna a cada par ordenado de elementos de A un (nico elemento

de A. Esto significa que a cada objeto de A X A le corresponde un Gnico elemento de
A

Definicion

Ley de composicion interna definida en un conjunto no vacio A, es toda funcién
de AXAenA.

En simbolos
#esunaley internaen A «, +: A? > A
Es decir

a€A A beA=axbeA

La unicidad de a * & estd dada por la definicion de funcién. La imagen a = b, del
par (a ; b), esel compuesto de g con b.
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Son ejemplos de leyes de composicion interna, la adicion y multiplicacién en N, Z,
Q: R y C' ’

Ejemplo 5-1.
Las siguientes tablas de doble entrada definen leyes de composicion interna er el
conjunto A=={a b, c} @

i).* |abce iy *labe
a a b c a a bb
& b ¢ o2 h car
¢c lcabd c ybca

Eni esh * ¢ = a, pero en ii ) se tiene b *,c = ¢. Cudntas leyes de composicidn
interna es posible definir en este conjunto A? Es obvio que tantas como funciones
existan de A? en A; como A? tiene 9 elementos, s trata de todas las variaciones con
repeticion de 3 elementos de orden 9, es decir, 3°.

Ejempio 35-2.
En R? se define * mediante

@,b)y*{e,dy=@+c,b+dj

Esta ley interna es llamada suma ordinaria de pares y se efectia sumando en R,
componente a componente. Como cada par ordenado de mitmeros reales caracteriza un
vector del plano aplicado en el origen de un sistema cartesiano, resulta que el
significado geométrico de esta ley de composicién interna en R? consiste en la
diagonal del paralelogramo cuyos lados son los vectores dados.

(@.b)y*(c,d)
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Zjemplo 5-3.

Dado A = { 1,2, 3} se considera ¢l conjunto T(A) cuyos elementos son todas las
Jnciones biyectivas de A en A, es decir

T(A) ={f§ A - Alfi esbiyectiva}

Nos interesa cefinit en T(A) la composicion de aplicaciones. que &3 ghviamente und
&y de composicidn intermna. puesto que la composicion de aplicaciones biyectivas de A
s A conduce asplicaciones hiyectivas de A en A

El conjunto T(A) tiene 6 eicmentos, que caracterizamos « traves de lus coTrespoT
sentes conjuntes imagenes de las aplicactones

fx={(1,1)9(2;2),(,3,3)}=i,4 f={0.2,2.9,6.)

5 =g~ue1>,(2,3),(3,2)} fo={0,9.¢.0.6.;
(a1,

fs ={(a,2),(z_,1),(3,3)}

;

PRI WeI NERY

Para compener f; con f, determinamos fsofa mediante:
(o)M= 112 Mi=f(H=2
(f3°f2) =111 =H3= 3
3 cf2)3)=1

Resulta asifs o f2 =Ja.
El lector puede completar 1a tabla de la composicion de las funciones biyectivas de
A en A, comoen el caso del ejemplo 5-1.

5.3, PROPIEDADES v ELEMENTOS DISTINGUIDOS
DE LAS LEYES DE COMPOSICION INTERNA
Sea * una ley de composicion interna en A, es decr, * ¢ Al - A
5.3.1. Asocitividad

* - A® - A es asociativa < (axb)yxc=ax* (b *c) cualesquiera que sean 4. Fyc
enA. ’ '

5.3.2. Connutatividad

« : A? > A es conmutativa < 2 * b = b * a para todo par de elementosay bdeA.

e e T
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5.3.3. Existencia de elemento neutro

Cabe preguntarse si existe en el conjunto A un elemento e, qué compuesto a
jzquierda y a derecha con cualquiera otro no lo altere. Si un elemento tal existe se lo
llama neutro 0 identidad respecto de laley * de acuerdo con la siguiente definicion

eeAesneutrorespectode* o VacA:axe=exa=1a

5.3.4. Existencia de inversos en una ley con neutro

Sea « una ley interna en A. con elemento neutio ¢. Dado ¢ € A interesa investigar s
existe 4 € A, tal que compuesto a jzquierda y 2 derecha con a dé por cesultado ¢ El
aeutro es un elemento del conjunic relativo a tedos. £1 inverseo, si existe, €8 relativo 2
cada elemento. Proponemos la siguiente definicion

a'fAesinversodeaeArespectode* s gea =a*d=¢€

Los elementos de A que admiten inversos respecto de * se laman inversibles.

Ejemplo 5-4.

i)jlLa adicion es una ley intemna en N, conmutativa’y asociativa.

ii)La adicién es ley interna €n Z, asociativa, conmutativa, con neutro 0,y con
inverso aditivo para cada entero. i

jiii)EnR Ia multiplicacion es ley interna, asociativa, conmutativa, con neutro 1,
y con inverso multiplicativo para cada elemento no nulo.

iv} En el conjunto T(A) del ejemplo 5-3, la composicion de aplicaciones €s ley
interna, asociativa {la composicién de funciones es asociativa), comt neutro
f, =ia, y con inverso para cada elemento. Estas propiedades son verificables
sencillamente mediante latabladela composicion.

5.3.5. Unicidad del neuwo

S existe neutro €0 A respecto de *, entonces s Unico. )
Zupongames que £ Y o son neutros respesio de +; entonces. por 2T ¢ neuira y por
serio @, e tiene

s

=g se=ere =€

5.3.6. Unicidad del inverso respecto de una jey asociativa

Si un elemento a € A admite inverso respecto de la ley asociativa *, entonces dicho
inverso es Unico.
Supongamos que a’ ¥ a” son inversos de 4. Aplicando consecutivamente 13 defini-
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¢ién de neuiro, ¢! hecho de que a’ es inverso de g, la asociatividad, el supuesto de
que a” es inverso de @, y la definicién de neutro se tiene

a"=a"+e=a"%(@*a) =@ va)sa’=e *a’ =g’

5.3.7. Regularidad de un elemento respecto de una ley interna

La regularidad de un elemento respecto de una ley de composicion interna consiste
€n que es cancelable o simplificable a izquierda y a derecha en los dos miembros de
una igualdad.

Definicion
o , ) . faxb=axc =>b=¢
“ € A S5 ICEULAL TESPECiu de *
i bra=cxa=b=c

La regulanidad bilateral se llama regularidad a secas; si es preciso distinguir, habrd
que especificar si lo es a izquierda o a derecha. ,

La regularidad es relativa a la ley de composicién, y, lo mismo que la inversion,
Jdepende de cada elemento. Asf como existen elementos que admiten inverso, v otros
que no, aqui puede ocurrir que un elemento sea regular o no. Si todos los elementos de
4n conjunto son regulares respecto de cierta ley de composicion interna, se dice que
vale la ley cancelativa o de simplificacién.

Ejemplo 5-5.
i} En(Z, +) todos los enteros son regulares.
ii }  En (N, ) todos los naturales son regulares.
iii)  En (R. ) todos los reales, salvo el cero, son regulares.
iv)  En (R®, +) todos los elementos son regulares. En este ejemplo de ley de
composicion interna valen la asociatividad, conmutatividad, existe neutro
(0, 0) y elinverso aditivo u opuesto de todo par(a, bjes(—a,—b).

Ejemplo 5-6.
Se define * : Q* > Qmediantea *b=a+ b +a4. b(1)
Se entiende que + y. son la suma y el producto ordinarios de racionales,.de modo
que (1) caracteriza una ley de composicion interna en Q.
El problema consiste en analizar las propiedades de * en Q.
i") Asociatividad. Aplicando reiteradamente la definicién 1 -

(f‘z*b)*c=(a+b+a.$b)*c=a+b +ta.btec+@+db+a.b).c=

=a+b +c+ab+ac+be+abe V)
a*{brcy=a=(b tetb.c)=a+b+tc+b.c+a.(b+c+b.c)=
=a+b+c+ab +ac + be + abe ) ”

De(2)y(3) resulta(@*b)+ c =a (b *¢) y Ia ley es asociativa.
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ii ) Conmutatividad. Se verifica aplicando (1) y la conmutatividad de la adicién
y multiplicacion en Q
axb=ag+bta.b=b+ta+b.a=bxa

iii) Existencia de neutro. Si existe e, para todo a € Q debe cumplirse
axe=a
Por (1) ate+a.e=a,esdecir:e+a.e=0.

Luego (1 +4) . e = 0y cualquiera que sea ¢ ¥ — 1, resultae = 0.

T TR SR SN L N s T
ig= - Lsgticnkagre={~-1}+0= -

Resulta entonces que existe e = 0. Por la conmutatividad. sélo hemos analizado con
e a derecha.

1400 1 O 1
i v {7 ij v = ""1

H ki

%

iv) Elementos de Q que admiten inverso respecto de *. Si 2 € Q admite inverso,
debe existir &’ € Q, tal que
g*a'=e

es decir a+a'+a.a’=0=a. (1+a)=-—a.

Luego,sig# — 1, existea’ = TFa

Es decir, todos los racionales, salvo — 1, admiten inverso respecto de *.

v ) Elementos regulares. Investigamos qué racionales # son regulares a izquierda.

Sea entonces
asb=axc

Por (1)
a+b+a.b=a+c+a.c

Cancelando g en (Q, +) tenemos
b+a.b=c+a.c

Por distributividad
b(l+ay=c(l +a)
Si a # ~1, entonces ’ :
: b=c .
Luego, todos los racionales, salvo —1, son regulares respecto de *. O bien, vele
la ley eancelativa de * para todo racional distinto de —1.

Ejempio 5-7.

Se considera el par (A , .) siendo “.” el producto ordinario de niimeros reales, y A
el subconjunto de mimeros reales del tipoa+b /2 cona y b racionales. Estamos
interesados en caracterizar las propiedades de esta ley de composicion en A.
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i ) El producto es ley interna en A, o equivalentemente, A es cerrado para €l
producio. En efecto, sean
a=a¥rbJ2€A ¢ ﬁ=c+d\/_2—€A =
=»a.3=(a+bﬂ).(c+dﬁ)=(ac+2bd)+(ad+bc)ﬁ
y comaa, b, ¢, d €Q,resultace. f€A.

ii ) El producto en A €5 asociativo, por ser A un subconjunto de R, donde se sabe
que la multiplicacion es ley asociativa. Debe quedar claro que las jgualdades
que s verifican para todos los elementos de un conjunto se siguen
cumplizndo en cualquier subconjunto de ¢l Sdlo @s pre iso probar Ias
propielades relativas a la existencia.

iii) Por lasrazones expuestas en ii ), el producto en A es conmutativo

vavVpieA:a.f=58.
iv) Neutrcese =1 +0 2, pues
@+bv 2 +oy N =a+bV2

O tien, si existz neutro en A debe ser del tipoe=x +y V2. tal que para todo

a = a+ b /2 debe cumplirse
(a+bﬁ).(x+yﬁ)=a+bﬂ
con x e y a determinar. Efectuando operaciones:
(ax +2by) + (bx +ay)/2Z=a+b N

Q) ax +2by=a
Y bx+ ay=b

Sig = b = 0 (1) se cumple obviamente. Supongamos entonces que 2y b no son

simuitaneamente nulos y utilicemos el método de Cramer para resolver (2)

a 261
FaS g’i“

poa

SON #nLeros no simultineamente nulos por lo supuesto.

i a -2
Ax:i !za’.‘__lbz
(] al .
a ﬂ‘
Ay = j=ab-ab=0
b b |

A | .
=1 (=at 267 #0 puesay b
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Entonces ) Ax

Es decir, existe e =1 + 0 NE)

v) Todo real no nulo admite inverso multiplicativo. Se trata de ver aqui que si
a=a+b\2#F 0+ 0. \/i, entonces su reciproco pertenece 2 A. Siexiste serd

del tipo x + y V2 tal que
x+yV2) .t +bh/2)=1+0V12
§
fax + 2 by +idx ““e-a:'i\f’w'f-: 1 4'1}{’3
(azx-'v:byzi

(be +ay =0
4

A=a? =20 #0 A-E‘izbiia m—‘“i b
A=a . Y—§0 2l s O] \bO}'
. a —b
Es decir =TT e e g
_ a___ b
=T

vi) En cuantc a 1a ley de simplificacion, todo elemento no nulo de A es regular,
puessia# 0y a f= a7y, entonces
ap—ay=0
" s a(@-m=0
=p-y=0=6=7

Ejemplo 5-8.
Sea R™*™ el conjunto de las matrices reales de n filas y m columnas.
Definimos la adicion dg matrices en R"*™ mediante

At B :;dlji + [bui“-‘-‘" C tal que e :dil + bi..' 41 \f’

man slemento a elementa. Resulta claro gue o5

Es decir, dos matrices X 21 52 5U
posicion interna en R*A™ | que veritica 1S

ta definicion caracterizd una ley de com
siguientes propiedades:
i ) Asociatividad. Basandonos en la asociatividad de la adiciénen R

Aa+B)+C=(aylt by +leyl=
={ai; + bij) + el =@ F bij) +cijl =
=[ay + by +e)=laul * i +cul =
=[ai] + i) HlegD = AT (B+0)
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ii ),Conmutatividad. Con el mismo criterio anterior.
A+ B=[a;] + [bij]= [ai; + byl =
= [bij +£1,'j] = [bii] -+ [a,-j] = B + A

Hemos utilizado, sucesivamente, la definicién de adicién de matrices, la conmutati-
vidad de la suma en R,y nuevamente la definicion de adicién de matrices.

iii Elemento neutro es la matriz nula N e R"*™ definida por n; =0, Vi V/,
pues cualquiera que sea A en dicho conjunto

A+N=N+A=A

. A P . nxm 3 nxm :
iv) Inversa aditiva de toda matriz A ¢ R es lamatrizBeR definida por
by =—ay; Vv {i.j),pues

A+B=B+A=N
La matriz B, inversa aditiva de A, se llama opuesta de A,y se denota por — A
v} Toda matriz #n X m es regular respecto de la adicion. En efecto
A+B=A+C,ysumando —A
—A+(A+B)=—A+(A+0)

asociando (FA+A)+B=(-A+A)+C
por iv}) N+B=N+C
y por iii) B=C

5.3.8. Distributividad de una ley de composicion
interna respecto de otra

Consideremos el caso de dos leyes de composicion interna “+” y “o”, definidas en
un mismo conjunto A. Interesa caracterizar el comportamiento relativo de dichas leyes
internas en el sentido de obtener elementos del tipo (2 * b) o ¢, o bien (z o b) * c.

Definicion
*o™ es distributiva a derecha respecto de “*” si y solo si
@*b)oc=(@ec)*(bsc)
para toda ferna de elementos g, by cen A. -
La distributividad a izquierda de “o” respecto de “*” queda definida por

2,b,ceEA =>cofaxb)=(coa)*(cob)

PR

Se dice que “*o” es distributiva respecto de * si y solo si lo es a izquierda y a
derecha. '
Apdlogamente se define la distributividad de *‘*” respecto de “o™.
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Ejemplo 5-9. ;

i ) La adicién y multiplicacién son leyes de composicion interna en R, y la
segunda es distributiva respecto de la primera. Pero la adicién no lo es
respecto de la multiplicacion. :

ii ) En el conjunto N la potenciaciéon no es distributiva respecto de la adicion.
Aqui se define

a*b=a"ysetiene (@ +b) #a" +b".

Tampoco existe distributividad a izquierda, pues

(r-b)

2 a « B
n F=n o oTin

iii) Pero la potenciacion en N es distributiva a derecha, respecto de la
multiplicacion, ya que
{@. by =a™.p"
Sin embargo, no lo es a izquierda, pues

pfa.bl o po | nb

iv) En P (U) la unién e interseccién son leyes de composicién interna, y cada una
es distributiva respecto de la otra.

v) En P(U) se consideran la diferencia simétrica y la interseccion. En el ejemplo
2.28 se ha probado la distributividad de la interseccion respecto de aquélla.

5.4. HOMOMORFISMOS ENTRE CONJUNTOS

Sean (R, +) y (R*, .), donde R es el conjunto de los reales, R* el conjunto de los
reales positivos y las operaciones indicadas son la suma y el producto usuales.
Consideremos ahora'la funcién

f:R->R'

definida por f(x)=2% (1. -

Se tiene entonces
fl+y)=2""" =252 =f(x).f(¥)

Basindonos en la definicion (1), ¢! producto de potencias de igual base, y utilizando
de nuevo la definicion (1), hemos probado que la imagen de la suma en R es igual al
producto de las imagenes en R".

Una aplicacién f, que satisface esta propiedad, se dice un homomorfismode RenR*
respecto de las correspondientes leyes de composicibn interna.
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54.1. Homomorfismo entre dos conjuntos respecto de una ley interna en cada uno

Sean los conjuntos no vacios A, A’, Y las leyes de composicion interna
* AP oA
AT SN
Definicion
La fuacion f: A — A’ es un homomorfismo respecto de * y ¥ si y solo si la
imagen de la composicién en A es igual a la composicion de las imdgenes en A™.
En simbalos
f: A=A es homomorfismo respecto de * v # o fla*b)y=fa) = J{b)
cualesquierz que seana y b en A.
El concepto de homomorfismo es fundamental en dlgebra, y su interpretacion es la
siguiente:

i ) Hemos definido homomorfismo entre dos conjuntos respecto de sendas leyes
de composicion interna, Las leyes internas y los conjuntos no son
necesariamente distintos. Ademds, ¢l concepto de homomorfismo es aplicable
también respecto de relaciones que no son necesariamente operaciones. Se
tienen, por ejemplo, los homomorfismos de orden.

i ) Un homomorfismo, como objeto, es una funcién que respecta la propiedad
que lo define.

iii) El homomorfismo f : A - A’ proporciona una alternativa para obtener la
imagen de la composicién en A, a saber:

2) a€A A beA =a*heA =
= f(@a*b)eA’

b) a€A A bEA =f@eA A f)eAN =
=>f@)* f(b)eA
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El homomorfismo establece la igualdad de los objetos f(a = b)y f(a) ¥’ f(b), Y las
dos posibilidades son: componer en A 'y hallar la imagen, o bien, hallar cada imagen y
componer éstas en A’. Como sinonimo suele utilizarse el vocablo morfismo.

5.4.2. Homomorfismos especiales

Seaf: A=A’ un homomorfismo respecto de * y *,
i ) fes un monomorfismo si y solo si f es inyectiva.
it} fesun epimorfismo siy sélosi J es sobreyectiva,
iii} fesun isomorfismo si v solo si f es biyectiva.
iv) fes un endomorfismo siy solo si A = A
v ) fesun automorfismo si y 50lo si f es un endomorfismo biyectivo.

Ejemplo 5-10.
Sean (R, +),(R¥*?,+)yf:R® - R*>*? tal que

e o]
f{xx ,.T;,x3);:l l
?LXq x3j

P

Las operaciones consideradas son 1a surma de ternas ordenadas de nimeros reales
definida por
(xy X2 ,%3) + (V1,2 ,y3)=(x; +y1.X2 +y2 . %3 +J’3)

y la adicion en R?™® es la definida en el ejemplo 5-8. Vamos a probar que f
caracteriza un homomorfismo.
Sea

Flxy v x2.x3) + 0, yz vl =fley +v .62 +y2.X; +y3)=
(x, +v,- 0 ] ‘—xl 0 ]+1-,vl 0

= ] =f(x; ,X3,X3)+f(¥1,V2.¥3)
1_-’(2 + 2 xs“')’s_l sz X3

¥z ¥3j
P > . i+ . . ’ -
Ademas £ es un menomorfismo, e decir. invecuva. En efecto, sean

fx, .. xsy € RT s gy, ¥abE RO iy, ¥y .X3p=7 03, bz .t3) =

§FrFe

| x; =3 . X =¥2.X35)3 %

=>(X1 X2 .x3)=(yn W Va2 ’y3)

* ~

En cambio f no es sobreyectiva, pues A = ; 4
. |

e

carece de preimagen.
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Licmplo 5-11.
Seaf: R->Rtalque f(x)=—3x .
Resulta f un automorfismo de R en si mismo, respecto de la adicion, pues
i)fla+b)y=—-3.(@+b)y=-3a-3b=f(a) +f(b)
ii) fesbiyectiva, lo que se prueba siguiendo el esquema del ejemplo 4-9.

El lector podrd comprobar ficilmente que f : R —>R definida por f(x) =x + 1, no
es un homomorfismo respecto de la adicion.

w

.5. COMPATIBILIDAD DE UNA RELACION DE EQUIVALENCIA
CON UNA LEY INTERNA

Sean A # ¢ , ~ una relacién de equivalencia definida en A, y * una ley de
composicion interna en A. Cabe preguntarse si la composicion de pares de elementos
respectivamente equivalentes conduce a resultados equivalentes. Si la respuesia es
afirmativa. se dice que la relacién de equivalencia es compatible con la ley de
composicion interna.

Definicion

~ es compatible con * ® g ~a’ 2 b~ b = a=* b ~a’ * b cualesquiera que
seana, b, 2’y b’en A.

Ejemplo 5-12.

Investigamos la compatibilidad de la congruencia médulo n, respecto de la adicion

en Z.

Sean a~z’' A b~b' =nla—a » nlb—b =nlla—a)+{d-b) =
=nl{@a+b)—(a'+b") =at+b~a' +b’
Hemos utilizado sucesivamente la definicion de la congruencia médulo #, el hecho

de que si un mimero es divisor de otros dos es divisor de su suma, suma de dos
diferencias. v finalmente la definicién de la misma relacion de equivalencia. .

Ejemplo 5-13. B

De manera semejante comprobamos la compatibilidad de la congruencia médulo 7,
. respecto de la multiplicacion en Z.

1~a A b~b = nla—a A n|b—b =ag=a+nk’ A b=b"+nk” =
=agb=gh +ank”+nk’d’+nknk” =ab=a’b’+n@k” + kB’ + k'nk™)
=gb=ab'+nk =ab—ab’=nk = nlab—ah’ =>ab ~a’h’
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Ejemplo 5-14. ,

En el conjunio N? ‘de todos los pares ordenados de nimeros naturales se considera
la relacién de equivalencia estudiada en el gjercicio 3-25, y la suma ordinaria de pares,
definida por

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) (D
Sean (a,b)~(a’,b’) A (c.d)~(c",d") >g+b=b+ad AN ctd=d+c =
s @+ +@ +d)=0+rd)+@ ) =(ate,b +dy~@ +c', b +d) =
= (. b+ (c.dH~ab)+(.d)
De este modo resulta que la relacion de equivalencia definida en N® es compatible
con la adicién definidaen (1).

5.5.1. Teorema fundamental de compatibilidad

El hecho de que una relacion de equivalencia sea compatible con una ley de
composicion interna definida en un conjunto es de notable importancia, porque induce
una ley de composicién interna en el conjunto cociente, es decir, permite operar con
clases de equivalencia.

Teorema .
Si ~ es una relacién de equivalencia compatible con 1a ley de composicion interna *

en el conjunto no vacio A, entonces existe en el conjunto cociente —— una unica ley

de composicién interna *"_ tal que la aplicacién candnicaw: A >—esun homomorfis-
. A

mo. Ademas. las propiedades de x en A se transfierena *" en—.

Para demosirar este enunciado consideramos las siguientes etapas:

A’*Y~ . A

i~

i) Sean K, y K, dos elementos de % . es decir, dos clases de equivalencia.

Como la aplicacion canodnica @@ A =~ — €8 sobreyectiva existen x € A.y € Atales

que () =K, yo(nN=K. { 1). Con esto hemos logrado pasar del conjunto cociente
al conjunto A, donde * es uma ley de composicién interna, y por lo tanto x * ¥ € A.
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Alora bien, por definicion de aplicacion canonica, ¢ (x * y) € —f‘j , es’ decir,
o (x *») =Ky ).

De este modo, a partir de dos clases Ky ¥ K, hemos obtenido unaclase resultante
K, . Para que esta asignacién sea una ley de composicion interna en — hay que
dexr‘los'trar que K, depende exclusivamente de K, yK,, ynodela eleczién de sus
grexmagenes en A. En efecto, seanx’ ey en A, tales que ¢ (x) =Ky y e (¥»)=K,(3).
Entonces, por (1) y (3) se tiene

)= e(x) v @ (r)=ely) =& ~x o iy xeyinxey

por §a hipétesis’ de la compatibilidad; y por la definicion de aplicacion canonica resulia
glx'*y)=p*y)=K, con 1o que nuesiro proposito queda satisfecho.
Definimos ahora

* X

—

A .
- mediante

A

t]>

K, # K, =p(@) o) =9lx +y)=Ky
Esta definicion es la traduccién de lo anterior, y ademds queda establecido el hecho
de que la aplicacion canénica es un homomorfismo de A en — respecto de * y *,

ii ) Veamos ahora que esta ley de composicion interna *” es Unica, con la
condicion de que la aplicacién canénica sea un homomorfismo. Para ello,

supongamos que ademas existe *” en-{}: , con dicha condicién. Entonces
K, #K, = p(x) »» @) =p(x * y)=px) e =K+ K

Es decir: #” = *’ por definicion de igualdad de funciones.

iii) Ademas de la existencia y unicidad de la ley *', inducida en A por Ia relacién
de equivalencia compatible con *, veamos que las propiedades de * en A se

verifican para ¥ en%.
23 Asociatividad, Supongamos gue ¥ 583 asvuiativa < A, Entoncst
K, » K)o Ky =[o@» pn]rp@ =9 *y)ein) =
=l rz]=ol sn)] =) Py *2)=
= o(x) » [p(¥) » p@] =Ky + (K, ¥ Ko)

b) Conmutatividad. Si * es. conmutativa, *’ también lo es. En efecto

K, » K, = 00) » 9(0) =96 #1) =9(y +x) =9 () ¥ 900 =
=KU *? Ku ’

e A TR 7
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¢) Existencia de neutro. Si e € A es neulro, entonces @ (€) = K, es neutro en
A .

Sea K, ¥ K, =@(x) » ¢(e)= plxxe)=px) =Ky

Y analogamente se verifica K. ¥ K, =Ky,
d) Existencia de inversos. Supongamos que x’ sea inverso de x respecto de *.
Entonces las correspondientes clases K- y K, son inversas respecto de *’,
pues K, ¥ Ky =9 * ez rx )= = Ke
Anglogamente se tiene K, = K, =K.

Ejemplo 5-13.

Consideremos en Z la adicion y la multiplicacion, Sabemos gie la congruencia
modulo n es compatible con estas leyes intermas, de acuerdo con los ejemplos 5-12y
5.13. Fijemos en particular = 3; el conjunto cociente es ahora el de las clases de
restos modulo 3, es decir, Zs = {0, 1.2 }

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad, existen en Z, sendas
jeyes de composicion interna, \inicas, tales que a aplicacion candnica @ Z—Z; esun
homomorfismo. Las leyes inducidas se laman, respectivamente, suma y producte de
clases, que simbolizamos con @y @ Las tablas de estas leyes internas €n el conjunto de

1as clases son

La construccion de éstas se basa en el teorema fundamental; por ejemplo
T2 oo =g +2) =9 =eO= 0
TaT e sty =il D E et pth=1
En la prictica, dadas dos clases, se suman sus preimdgenss on 7 {0 bien ¢
multiplican, segun sea el caso); la suma obtenida se divide por 3,y s¢ propone como

resultado en Z; la clase correspondiente 2l resto de la division. El esquema que
proporciona la validez de este mecanismo consiste en la aplicacion del teorema

anterior.

Ejemplo 5-16.
Con andlogo criterio construimos las tablas de adicidn y multiplicacion de las clases
de restos modulo 4, y obtenemos .
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+ 123 0123
T (0122 03
111230 23
2 301 0 2
3 012 21

Nos decidimos por denotar con los simbolos + y . la suma y el producto de clases, y
nos interesa caracterizar las propiedades de estas operaciones en Z; y en Z,. De
acuerdo con el teorema fundamental, toda propiedad de la suma en Z se trasfiere ala
suma en Z; y Z, y lo mismo ocurre con el producto. Sabiendo entonces que la adicién

¥ oconmutativa voasociativa en 7 tamhidn 1o ag 12 suma de plages v nada ha
2 oconmutativa vy oasogiative en en 10 85 12 suma Qe 5

PRt Liase J fwmila nia

SR
demostrar. Ademds, como O es neutro para la adicién en Z. resulta 0 neutro para la
suma en Zy y Z4. Por otra parte, como todo entero tiene inverso aditivo, la misma
situacion se presenta con toda clase de Z; y de Z,. La multiplicacion en Z es
conmutativa, asociativa y con neutro igual a 1; en consecuencia, lo mismo ocurre para
la multiplicacién en Z; y Z,, siendo el neutro 1. Avanzando un poco mds en la
interpretacidn del teorema fundamental, se dice que toda propiedad de * en A, se
trasfiere a =’ en A; pero el teorema no establece que si una propiedad no se cumple en

A entonces no se cumple en%, Veamos esto a la luz de los dos ejemplos 5-15 y 5-16.

Se sabe que, en Z, elementos no nulos dan producto no nulo, o lo que es lo mismo: si
el producto de dos factores es cero, entonces alguno de los dos es cero. Esto se traduce
diciendo que en Z no existen divisores de cero. Pero, por lo anterior, si en Z no existen
divisores de cero no se deduce que no existan en el cociente. En efecto, basta analizar
la tabla de la multiplicacion de clases para ver la existencia de divisores de cero en Z,,
va que 2.2=0. Es decir, existen elementos no nulos que dan producto nulo. En
cambio es facil constatar que en Z; no existen divisores de cero. Mas adelante
demostraremos que para la no existencia de divisores de cero es condicion necesaria y
suficiente que el médulo de la congruencia sea primo.

5.5. LEY DE COMPOSICION EXTERNA

Se presenta a menudo la necesidad de operar con elementos de dos conjuntos, de
modo- que--la composicién sea un elemento de uno de ellos. Esta situacion es una de
las caracteristicas de la estructura de espacio vectorial. . ‘

Sean dos conjuntos A y §L este dltimo llamado de operadores.

Definicion

Una ley de composicion externa definida en A, con operadores de £, es toda
funcion de £2 XA en A, :

e
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Usualmente, una ley de composicion externa en A con operadores en £ se denota
mediante “.”, v suele lamarse producto de operadores de £2 por elementos de A.
En simbolos se tiene

«» es ley externa en A con operadores en {1 & . : 0 XA=A
Mediante esta funcidn, la imagen del par (& ; 2) se escribe &, a.

Ejemplo 5-17.

Si A es el conjunto de los segmentos contenidos en un plano y N es el conjunto de
los ntimeros naturales, una ley de composicidn externa en A con operadores o escalares
en N es el producto de nimeros naturales por segmentos del plano.

Ejemplo 5-18.
Sean R? y Q. Definimos producto de nitmeros racionales por pares ordenados de
numeros reales, mediante

a.(@a,b)=(a.2,a.b)

La igualdad anterior determina una ley de composicion externa en R* con
operadores en Q. Notamos aqui que el mismo signo “." aparece en la definicion
anterior con dos significados distintos: en el primer miembro se trata del producto de
racionales por pares ordenados de reales. y en el segundo miembro consiste en el
producto de racionales por reales.

En particular, si el conjunto A se identifica con £1 1a ley externa se vuelve interna.

Ejemplo 5-19.
Consideremos ahora R"*™ y R. Vamos a definir una ley de composicién externa en
R™*™ con escalares u operadores reales, mediante

a.A=a.la;]=[a. a;]cualesquiera quesean a€Ry A€ R™m

Se tiene asi el producto de nimeros reales por matrices n X m, y se realiza
multiplicando cada elemento de la matriz por el nimero real.

Ejemplo 5-20. *

Si R [X] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales. y el
conjunto de operadores es R, entonces el producto usual de nimeros reales por
polinomios es una ley de composicién externa en R [X] con escalares en R.

Pero si el conjunto de operadores es el de los niimeros complejos, el producto usual
de complejos por polinomios de R [X] no es una ley de composicion externa, pues
dicho producto no es siempre un polinomio real.
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TRABAJO PRACTICO A

5.21. En Z se define * por medio dea* b=2{a+b) Estudior las propiedades ¥ 1a
existencia de elementos distinguidos.

S
5.22. Demostrar que si existe elemento neutro respecto de una ley de composicion
interna, entonces es inico.

5.23 Formar la tabla de la composicion de aplicaciones bivectivas de A= { 1.2, 3}
en si mismo.

5.24. Demostrar que el inverso dei inverso de un elemento, si existe, se identifica con
dicho elemento.

5.25. Demostrar que sia 'y b admiten inversos respecto de una ley asociativa, entonces
se verifica

(@xby=Db"* a’

5.26. Estudiar las propiedades de * 72 >Zwiqueaxb=a+tb+ 4.

5.27. Determinar si la congruencia médulo 2 es compatibie con *, €n el caso del
ejercicio anterior.

5.28. Analizar las propiedades y elementos distinguidos de * : R? =R definida por
axb=0.

2.9, Reslizar 2l mismo analisis con relacidna L Q* X Q*-Q* taiquex Lymy T
siendo Q* = Q JO; .

5.30. En R se considera la ley de composicion interna * que asigna a cada par
ordenado de reales el minimo de ios dos. Estudiar sus propiedades.

5-31. E1 conjunto R!, donde [ es ¢l intervalo cerrado [0 . 1], consiste en todas las
funciones de TenR, es decir -

R ={f/f: {~Ry

" En R! se define la suma de funciones mediante (f+8) ¥) = fx)+g&)
paratodox €l Estudiar las propiedades de esta ley interna.

5-32.

5-33.

5-34.

5-38.

S
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Confeccionar la tabla de }a composicion de funciones del conjunto S%, donde
S ={a . b}.

La funcion [ : R2 >R esuna ley interna en R definidaporf(a,b) =4 + b2
Verificar que no €s asociativa ni conmutativa, ni admite neutro.

Se sabe que * esuna ley de composicion interna en A, que satisface
Vaﬁ\fb,Vc,Vd:(a*b)*(c*d‘)::(a*c)*(b*d)
Demostrar que * €8 asociativa y conmutativa, si existe neutro.

5 £n QF se define * talquea x b = 3 g b. Verificar que * €8 asociativa, con neutro,

conmutativa, y ademis todos los elementos sOn inversibles.

En R! se define el producto de funciones por medio de (. g)ix) =f{x).gix}

cualquiera que sea x € 1. Demostrar 12 ascciatividad, conmutatividad, existencid
de neutro, y la distributividad respecto de 1a suma de funciones definida en el

ejercicio 5-31. R

& es una ley de composicion extema en C con escalares reales. es decir:

+ - RXC—-Culquearz=a. 2 Veriticar las siguientes propiedades:
i}a*(b*:’):l\a.b)*:

i) (a+b)*:=(a*z)+(b*z)

iii)a*(z+W)=(a*z)+(asw)

Se consideran R* con el producto ¥ R con la suma. Probar que la funcion
f:R"—> R, talque f(x)=log; x,esun morfismo biyectivo.

— s g .
 Demostear que la aplicacion frz2—-¢—1.0, 1} es un morfismo respecto del
4

producto en ambos conjuntos, siendo f(x) =158 (x).

 En N se definen lasleyes de composicion interna * y ¢ mediante

X*y=X
. xsy=X + v
Invesugar las distributividades de * respecto de».



Capitulo 6

COORDINABILIDAD. INDUCCION COMPLETA.
COMBINATORIA

6.1. INTRODUCCION

En esta seccion se propone al lector el estudio de la relacién de coordinabilidad o
:quipotencia entre conjuntos, sobre la base de un tratamiento funcional, y se
itroduce como derivacién natural el concepto de nimero cardinal de un conjunto.
For esta via se define el nimero natuml, pero el estudio de las operaciones y
propiedades se desarrollard sobre la base del sistema axiomitico de Peano, en el
<apitulo siguiente. En conexion con N, se da el principio de induccién completa con
vistas a la demostracién de propiedades en las que todo estudiante de un curso basico
debe ejercitarse. Asimismo, se trata un tema de vastas aplicaciones en matemdtica
elemental y en Probabilidades: tal es el caso de la combinatoria simple y con
repeticién. lo que se reduce, en dltima instancia, a la no ficil tarea de saber contar los
<iementos de un conjunto.

6.2. CONJUNTOS COORDINABLES O EQUIPOTENTES

6.2.1. Concepto

Sea U un conjunto. En 2 (U) definimos la siguiente relacién: “‘dos elementos de
P(U), es decir, dos subconjuntos de U, son coordinables si y solo si existe una
biyeccion del primero en el segundo™.

Simbélicamente -

A~B & 3f: A>B/f esbiyectiva 8}

Esta relacion satisface
i ) Reflexividad. Todo conjunto es coordinable a si mismo.
Sea A € P (U). Como existe

in 1A —=>A, yesbiyectiva; por (1) resulta A~A.
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ii) Simetria. Si un conjunto es coordinable 1 otro, entonces éste es coordinable
al primero.

Sea A ~B.Entonces 3 f: A — B/ fes biyectiva.
Por 4.7.2. TI), sabemos que f admite inversa, es decir

3 B—A/f" esbiyectiva,
Io que significa, por (1), que B~A.

iii) Transitividad. Si un conjunto es coordinable a otro, y éste es coordinable
con un tercero, entonces el primero es coordinable con el tercero.

Se trata de probar
' A~B y B~C = A~(
Demostracion)
A~B A~ B~C Por hipétesis
“' 2
3f:A—B ~ g:B->C/fyg sonbiyectivas.  Por (1)
§

3g.f:A—>C/gof esbiyectiva. Porque la composicion de funciones
biyectivas es biyectiva, segiin 4.6.5.
¥
A~C Por (1)

Ahora bien, de acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones. de
equivalencia, existe una particién de P (U) en clases de equivalencia, las cuales reciben

¢! nombre de niimeros cardinales de los subconjuntos de U.

Definicion

! Niimero cardinal del subconjunto A C U, es la totalidad de los subconjuntos de

U que son coortlinables a A.
En simbolos

c(A)={xEP(U)fx~A}

e Se tiene

c(A)=c(B) # A~B
En particular ¢ (¢) = 0. es decir, denotamos con 0 el niimero cardinal del conjunto
vacio.
SiaeU, entoncesc({a})=1.
SiaybeU.entoncesc({a.b})=2.
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Es decir, los nimeros cardinales de las partes finitas y no vacias de U son nimeros
naturales. ‘

Con N, denotamos el conjunto N u{o}.
Ejemplo 6-1.

Se trata de probar que Ny Z son conjuntos coordinabies.
De acuerdo con la definicion, es suficiente proponer una funcion biyectiva de N en
Z. o lo que es lo mismo, deZenN,porla simetria de la relacidn, Para ello definimos

foZ-=N mediante

rx s x>0
Fixy=¢

l—ox+1 si x<0
13 representacion cartesiana de fes

A
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' ) i
s ! “ '
i ¥ N t
. 1 ! '
i 1 [ !
s ' ' '
] + 1 1
¥ i 1 1

2 i i ¥ " Z .

7 7 Cd 4 (4 7’ -

-3 =2 -1 0 2 3 Z

v ¢ lecior pucde compiobar gue [ 28 myeciva. Lo consecuencia, Z y M oson
coordinabies o equipotenies.

6.3. CONJUNTOS FINITOS Y NUMERABLES

6.3.1. Conjunto finito
i ) Definicidn
Intervalo natural inicial 1, es ¢l conjunto de los n primeros atimeros naturales.

L,=/1,2,... n}

(N
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i) Definicion
Un conjunto es finito si y solo si es vacio, 0 coordinable a un intervalo natural
inicial
Aesfinito & A=¢ V IneN/ A~

iif) Definicion
Un conjunto es infinito siy sblosinoes finito.

Los nameros cardinales asociados a los conjuntos finitos son el 0 o los nlmeros
naturales, Los numeros cardinales correspondientes 3 los conjuntos infinitos s {laman
trasfinitos. El nimero cardinal de un conjunto especifica la “numerosidad” de los
elementos del conjunto, o 1o que es lo mismo, su potencia. En el caso de los conjuntos
infinitos existe una jerarquizacion relativa a sus nUMEros cardinales, como veremaos més
adelante.

6.3.2. Conjunto numerable y sucesion
i ) Definicion
Un conjunto s numerable si y sblosies coordinable a N.

Aes numerablé o A~N e 3f:A=>N / f es biyectiva.

Un conjunto infinito no coordinable a N se llama no aumerable. Para indicar que un
conjunto puede ser finito o coordinable a N, suele decirse que es “‘a lo sumo
numerable”.

ii ) Propiedad. Un conjunto €s numerable si y solo si sus elementos constituyen

Ja imagen de una sucesion. '

Si A es numerable es coordinable a N, y esto significa que existe una funcion
biyectiva de N en A, es decir, una sucesion de elementos de A cuyo conjunto imagen s
exactamente A.

La representacion de A es entonces

* !
{ay.dg.. o dn o

¢

{H

R

Reciprocamente, 8 A €3 del tipo {1}, entonces & coordinable 2 N medante ke
asignacion (nY=4g,,Yyen consecuencia es numerable.
ne s
Ejemplo 6-2.
. . 1y 2 3 .
i )El conjunto A= i—z— R es numerable, por ser la imagen de

1a sucesion

f:N->A definida por fm= 7’:_——1-
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ii }1.a unidn de dos conjuntos disjuntos, uno finito y el otro numerable, es nu-
merable.

Sean A finito, y B numerable, talesque AN B = ¢.

a)SiA ?s vacio, A U B= B, y por lo tanto la unién es numerable.
‘ t) Consideremos el caso en que A es finito y no vacio. Entonces es coordinable a un
intervalo natural inicial 1,,, y puede denotarse

A :{a,.az..‘.,a,,}
B ={bg.b'_\.~..,bm’w\\;
N 3
Se¢ tiene

.AuB=.ia..a;,. ol by by

H

]

Definimos

W
.

f:AUB—N por mediode

ff' six =a;
fo= 3‘
Ln-H six=b;

£ facil ver que fes biyectiva y, en consecuencia, AU B ~N, con lo que la propiedad
quzda demostrada.

Eil mismo N es numerable, teniendo en cuenta la reflexividad de la relacion de
coordinabilidad. De acuerdo con el ejemplo 6-1, también Z es numerable, es decir,
ambos tienen el mismo numerc cardinal trasfinito, o sea, tienen “el mismo
1313.’1381'0 de elementos”. El nimero cardinal de N, introducido por George Cantor, es
% aleph cero, 1o denotaremos con 4. y escribimos ‘

cMNy=c@)=a

o nlel ejemplo 4-10 se demostrd la biyectividad entre Ny P, siendo P el conjunto de
los numeros pares positivos, es decir: P~N, y por consiguiente tienen el mismo
nimero cardinal. Puede escribirse ¢ (P) = g, y se dice que el conjunto de los nimeros
naturales pares es equipotente a N, a pesar de ser una parte propia de N. -

Esta propiedad es caracteristica de todo conjunto infinito, en ¢l sentido siguiente:

*un conjunto es infinito si y sélo si es coordinable a una parte propia del mismo’.

A esinfinito « 3 XS&A/X‘-A

:
3
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6.4. INDUCCION COMPLETA

6.4.1. Concepto.

El principio de induccion completa proporciona un método de demostracién por
recurrencia, de vastas aplicaciones en matemdtica. No es constructivo, en el sentido de
generar propiedades; pero hace posible la demostracién de éstas cuando son relativas al
conjunto de los niimeros naturales.

A fin de tener una idea intuitiva de dicho principio, consideremos el siguiente caso:
supongamos alineado el conjunto de todos los alumnos de una escuela; se sabe ademids
que, si un alumno habla, entonces habla el siguiente. Interesa determinar cudl es la
condicion para asegurar Gue, €n un memento dado, estén hablando todos los z2lumnos.
Es obvio que para que se dé esa situacion es suficiente ver que el primero estd hablando.
En este caso se trata de investigar fa propiedad que podemos enunciar asi: "todos los
alumnos estan hablando™, y para asegurar su verdad se requieren las siguientes
condiciones:

i )'El primer alumno habla.
ii ) Si un alumno habla, entonces habla el siguiente.

Extendiendo el caso a una propiedad P, relativa al conjunto de los numeros
naturales, queda asegurada la verdad de P para todo n €N, si se verifican las dos
condiciones anteriores, que sé traducen en

i YP(1)esV.
ii ) Si P(h) es V, entonces P(h+1)esV.

Llegaremos a la demostracion de este principio, llamado de induccion completa,
sobre la base del principio de buena ordenacién, que segin 3.9.7. admite el siguiente
enunciado: “todo subconjunto no vacio de N tiene primer elemento”

”

6.4.2. Teorema de induccién completa

Si S es un subconjunto de N que satisface
i) leS
ii) heS =>h+TeN
entonces S =N. .
En otras palabras: "todo subconjunto de N que incluya al 1.y al siguiente de /1
siempre que incluya al k1, es igual a N”. .
Hipotesis) SCN
i) 1eS .
ii) heS =>h+1€3
Tesis) S=N. .
Demostracion) Es suficiente ver que N C S, y para esto basta probar que el
subconjunto S’ de nimeros naturales no pertenecientes a S es vacio; o sea, de acuerdo
con la definicion de inclusion es falso que haya algin natural que no pertenezca a S.
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" Suponemos que S’ # §. Por tratarse de un subconjunio no vacio de N. de acuerdo
con el principio de buena ordenacion, existe el elemento minimo m ¢ § (1), _
Por hipétesis, 1 € S, y como los elementos de §* na pertenccen 3 § es.m £1.Por
otra parte, siendo m natural y distinto de 1, se tiene i :

m>1

y, €n consecuencia m—1>0.

Como m — 1 < m, por ser m el minimo de §', resultam — { ¢ §
Ahora bien, de acuerdo con la hipdtesis ii )

m—1€S=im=D+1€S8 amey

Esta propcsicion es contradictoria con (1). Luego N . g .
- e B e 3. v como por hipotesis
S N, resultaS = N. ¢ P P

6.4.3. Principio de induccién completa

Sea P (n) una funcién proposicional, donde n € N. S neurre qu
? L e
y. ademds, de la verdad de P () se deduce la verdad de P (5 +q N Pelet;sz:sﬂ::(i‘iir:;
verdadera pan todo n, " -
Hipotesis) P{l)esV
Vh:P(h) = P(h+1)

Tesis) vn:F(n)esV.
Demostracién)
El subconjunto S de niimeros naturales para los cuales P (1) es verdadera
contiene al 1, y al siguiente de h siempre que contenga a h. Luego pmy
el teorema 6.4.2.,S=N.Esdecir, P(n) esV paratodo n e N. ‘
Nota:
La demosiracion de una propiedad relativa a N por induccion completa, se realiza
probando la verdad de las dos proposiciones de la hipdtesis del teorema ante;ior
Ejemplo 6-3. .

Demostramos por induccion compieta:

a) La suma de los n primeros nimeros naturales es % )

Es decir. v € N se verifica

S,=1+2+.. +n= 20D
i ) Debemos probar que la propiedad se verifica pura n = 1. En este caso. la
suma se reduce al primer término, y se tiene ) ?

1.(1+1)

sl=1'= 3
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ii ) Demostramos la verdad de la implicacion de la hip6tesis del principio de
induccién completa, es decir, el siguiente teorema .

Hipbtesis) Sh:1+2+...+h=—@-—g~lj—ll—
Tesis)

+ h+2
Speq =142+, . +th+(+ 1)=-——(h _____1)?( ) -
Demostracion) Teniendo en cuenta la hipotesis inductiva, el primer miembro de la tesis
se trasforma en
h (h+
Spo =1+t  +ht(ht =Sy +(h+1)= JEFD e

Reduciendo a comiin denominador, y por distributividad

hoh+1)+2 (k1) b+ D) (Bt2)
3 = 2

She1 =

#
Resulta entonces la formula anterior, vilida para todo nimero natural n.
De acuerdo con ella, la suma de los 10 primeros nimeros naturales es

§po= 101U g5

-

b) Probaremos ahora
1 1 1 1 n

= -+ cee 4 =
S=1T3*73tv34 " D) n+l

. 1 1 1

i =] =8 = T

ya=l=8 =55 =5 =77

ii) PthyesV =P(h+ DesV
Hipotesis) §, = L

T R+

h+1
Tesis) Speq = i

Demostracion) Procediends como en el caso anterior
i ; b

h+ 1y
-5, + i __h .- i
TRT T+ +2) A+l h+1DHR+2)
_ hth+D+1 R A2RYL
THADwr+Y (+EDGRTD)

(h+ 1% h+1
A+ 2) h+2

S T O e D E D)

Sher = 7T 2.3 T

.
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6.5. EL SIMBOLO DE SUMATORIA

6.5.1. Concepto,

En muchas situaciones se presenta la conveniencia de abreviar la notacion de una
suma cuyos términos admiten cierta ley de formacion. En este sentido es Gtil Ia
introduccién del sfmbolo de sumatoria: Z.

Si a; es un niimero real que depende del indice i, para indicar la sumaa, +a, +a,
5
+4a4 +as escribimos Z 4.

=1
- . > . L
Si el indice es variable desde 1 a », 1a notacion Z  g; significa la suma abreviada de
i=1

ios nn términos 7, +a, +- - +a,, yse lee: “sumatoria de g; con { variando desde 1 a

7
El desarrollo de una sumatoria se obtiene asignando 2 i, cada uno de los sucesivos

valores de su rango de variacién, y sumando los términos asi obtenidos. Por ejemplo

SR=12422 430 442

i=1

Ejempio 6.

Desarrollar las siguientes sumatorias:

2 -"3; (Gl VA ol YtV AU D P e D

i i 2 3 4
1 1 1
= 1+2 .3...4.,.:{_
mE 20 _ 2.1 2.2 23  2a _
)i=li+1 1+1 + 241 +3+1 + +n+1_
1.4 6 2n
R L S |

<) é‘(i—li =(1-D+C2-1D+3-1=

=0+1+4+2=3 -
n
X a=ag+at+ ... +a=ng
izl [ M

n

SUMATORIAS L9

Aquisetienea;=a Vi

e)lﬁmll—_‘l_iL,L ... +1=100
i=1

U

3 —k+1 1 1 2
=+ - — - —
DZ, x+2 72 4 5

Ejemplo 6-5.
Expresar como sumatorias las siguientes sumas indicadas:

S
i=1
b)1+3+3+7+9+“=i:1(—"’ T o
4 3 ‘
) 1+8+27+64=2 i
) i=
3 4 5 +_6~__§ i+
d)2+'_2‘+'§'+'5; 5 =1 i

6.5.2. Propiedades de la sumatoria

R aapy=F 4+ b
i) £ @rb)=Z atl

En efecto, por definicion de sumatoria, conmutatividad y asociatividad de la suma
en R, se tiene
$ (g +b)=(a +b)+ @ +b)+ ... ¥ (@ Thr)=

=1
*=(g, tay * ... Fa) by by T b))

~

n .
i) % (ea))=a X a;donde a esconstante.
i=1 - i=1
Por definiciéon de sumatoria y distributividad resulta

(aa) =a ay+a a; + ... +aa,,n=
=g(a, +4a, +...+an)=a21ai
=

v

1
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Ejemplo 6-6.
Reducir

n B 2 n 2 n 2 n n
E ’C“‘f‘“]) =2 (x,' +2x'+l): z X; +z 2.,\:,"*'2 1=
i=1 i=1 i=1 =1 i=1

7 n
=X x] +22 x;+n
':

Ljemplo §-7.

Dados 7 mumeros reales x,. Xa. ... . X,. se define ¢f promedio X {x rava) mediante
T x
-« Xy txat o tXx, =1 0
K= 2 n o {1}
n n
Comprobai que

Se tiene

i)

Hemos aplcado el desarrollo de un binomio, las propiedadesi )y ii ). y el ejemplo
6-4 d).
Ahora bier, por (1)

W4
4
>1
e

que sustitvidc en {2) conduce a

. I - .
xR =% xj—2XnX+nX’ =

b=

n
. =
=_231xi -nX?
-

Esta formula es de aplicacién frecuente en Estadistica.
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Nota:
En términos de sumatorias, las formulas demostradas en el ejemplo 6-3 s¢ traducen
en

NSORE P )
2) izillﬁ 2

n 1 n
b)?il iG+1) n+l

Ejemplo 6-8.
Demostrar por induccion completa
4 &l nfn+1)
- 3
! 1.4
i = ¥ 3=13=1= " =,
i) n=1= z i 1 1 e
y la formula es vilida parann = 1.

12 .(1+ 1)
4

h 2 + 42
i) Hipotesis) 2 i° = Uy
2

<+
R+l (h + 1)1 (h +2)2
. 3 _
Tesis) .-E=1' = 7
Demdstr‘acﬁén)
h+1 h 2 \2
z i3=Z i3+(h+1)3=_____—mh gh+l’ +(h+1)3=
i=1 i=1
Bt 1 a1y g KHAGED
= 3 (n+1) : -
. ’i,. he 4 b B+ 1) +:2
=th+ 1P . ’*1}‘*4,”: {n 174(;3 ¥

Ejempio &-9. )
Demostrar que la suma de los 7 primeros nimeros naturales impares, es n®.
La expresién de un nimero natural impar es del tipo (2i—1)conieN.
Entonces

Qi-1)=1+3+5+ ... +Qn-1)

siendo (2 n — 1) el n-simo ntimero impar.
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1
i) n=1 =~s,=;2_1(2i—-1):1=11

ii ) Demostramos
Sh =h?* = Sy = (h + 1)2

En efecto

Spay = Sp + (2 +1),donde (2 h + 1) es el nimero impar de ugar (7 + 1).

Aplicando la hipétesis ¥ efectuando operaciones
Sy =k +Qh+ )=+ 1)

Ejemplo 6-19.
Demostrar

1) n::l=Sl=ii.12i=2l=2=4__2=21$1_,2

Esdecir, P(1jes V.
ii ) Se trata de probar que
Sp=21"1 =2 = Sy =202 -2
Demostracién)
mrl
Spey = -Z, d=2+P . 22
i=
=Sp 42t =20 =2 42"
= Spey =22+ 2L —2

La reduccion de los dos primeros términos conduce a
“ Spep=2.2"71—2
y por producto de potencias de jgual base resulta

_ ah*+2 _
Sp+r =2 2

¢OMO queriamos. - -
Ejempio 6-11.

Demostrar que

\Y
™

n>{1+~'11—>n vn
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Debemos probar que P (n) es V, cualquiera que sea n, a partir de 3. En este caso, €s
posible aplicar el principio de induccién, demostrando

i)P(3)esV
i)P() =>P(+1)

a) Sean =3. 64 4)3 ( 1)3
3>37—(?‘ =+

s . 1\)}1
b) Hipotesis) h >(1 + )
e ,._“.f‘. 1 ‘\h-t-]
jesis) n+ i /l\ 1+ ,H +i. ;
Demostracion)
g 1N R LY
‘\“'ZTT) =U+ 537 v+ 557 (1)
Por otra parte
P | 1 1
Y - + — R
h+1 <5 TR <i+5y =
2 - ~ h
={ 1+ 'h"_T) <i\1+ W j o=
2 “] ho - ( ’\)h i )
TThyl 7 - o)
- (gt Ut U7 (1+557) ¢
De (1) y(D)
s 1 hri I N Vs 1 «
l\‘*',,':’{) <1+ (1+537)

Por hipbtesis

) (1+ - ) " <n
L

Multiplicando las dos iitimas desigualdades, después de cancelar, nos queda’

- 1 ~ htl » 1 N -

(%t <h (l+h+1)

Por distributividad . nel i .

) <M a 3)
Como h<h+1 = L <|=h+ h <h+1 4) -

‘ h+1 h+1 >
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For transitividad, de (3) y (4) resulta *

1 _h+1
(1+———h+l) <h+1

6.6. LA FUNCION FACTORIAL

6.6.1. Definicion
Funcion fa:torial es la aplicacion
A‘ f: Ny — N detinida por
(f@)=1i
¢ fm=
(fr+l)=t+1).f () sih>1

El simbolo caracteristico de la funcion factorial es !, en lugar de f, y se escribe /1!
para indicar fi#). De este modo.lo anterior se traduce en

(ozix.

i 1t =1
(r+1) =Gr+1). k!

La expresién k! se lee “factorial de /™ o “h factorial”.

La funciénfactorial, es no inyectiva, pues 0% 1 y 0! = 1!
&.6.2. Propiedad

Fl factorid del nimero natural m> 2 es igual al producto de los n primeros
nimeros natusales.

n' =1.2.3..... n=n.(n—-1).m-2) ..... 3.2.1

Lo demosuamos por induccién completa
i }Sin= 2, entonces por definicién se tiene
) Moo=l =2

ii ) Hipotesis) A! =1.2.3 ..... (h—l).h
Tesisy (h+1) =1.2.3 ..... h.(h+1)y
Demostracion)

Aplicando al primer miembro de la tesis la definicién de factonal y la hipdtesis
inductiva, se tiene

G+ = +1).h =+ DA (i-1) ... .. 3.2.1

con lo que el teorema queda demostrado.
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Nota:

Es claro que la funcion factorial no es sobreyectiva, pues existen naturales que no se
identifican con el factorial de ninguno; tal es el caso de 7, que carece de preimagen en
No.

Por otra parte, para el cilculo, es muy 1til tener en cuenta, de acuerdo con la

definicién, que el factorial de un niimero es igual al producto de dicho niimero por el
factorial del anterior.

Asi, T'=7.6'=T7.

uu

Ejemplo 6-12.

Verificar la igualdad

[ HUU SURR S
m+1)y Al i+
En efecto
1 1 - n+1 _ 1 _
n! (n+ 1) (n+1)n!’ (n+ 1)
o onti _ 1 _nti~1 n
U ESS TES n+1) (n+1y

6.7. NUMEROS COMBINATORIOS
6.7.1. Definicion
Sean los enteros no negativos n y k, tales que n > k. Llamamos nimero combina-
terio “*n sobre k, al simbolo f’"‘\ definido por
)
(= wosor
Los elementos de un nimero combinatorio se llaman numerador y denominador.

(T L Tie 1654 T.6.5
LN i 3 314 34! 3.2t 32

=

Se presentan ios mguwm <asos especaaies

o ] - n(:t'-l)? -
( J :'0‘7“67 =1 l) 1t (n—-lp’ T =1t "

no n! ) _
(0)= 0! n! =1 () n‘ 0' =1

(n'l'l) (n+ 1) _(n+l)n. a1

a1t !
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6.7.2. Propiedades de los mimeros combinatorios

Si dos ntimeros combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus
denominadores coincide con aquél, se llaman nimeros combinatorios de Grdenes
. . . 7 7"
complementarios, Por ejemp]o( y )

3/ - 4/
i ) Dos nimeros combiratorios de ordenes complementarios son iguales
"n“) _ n! _ n! _ ( n )
Kk k' (n-k) (n—k) k! n-k.

ii) La suma de dos ndmeros combinatorios no es, en general, un nimero
combinatorio; pero si tienen igual numerador v denominadores consecutivos

vale la formula

n -1 fm=1%N_ nn
k-] P U 70!
En efecto
T - 10 n- 10 (n-1) - 1)
(" + _ (n -1
Jc—«}) .k ) (k-1 n-1)~(k -1} +.k5 (n—1 —k)!
- (- 1) . {n -1} _

k-1 (n—k)}  k'tm—-k-1)y

ktn-1)t . (n—k) (n-1)
k (k-1 (n-k) kl{n-k)y (n-k-1)
k (n-1) {n~ k) (n—!)!=

T kU (n-k) k! (n-k)
o k(n- 1) +(n-Kk)yn - 1) _ {n- 1) (K +n-¥K)
k' (n - k) k' (n-ky
_n (n-1! _ n! iy
k' (n-k)" k' (n-k) —‘\k,}

Ejemplo 6-13.

i ) Formamos el “tridngulo™ de Pascal
(o)
0
1 1
) (0/} (1)
)
) G G :
3 730 T3 3
0) [ l,/) (2) (3/‘. .

td

Qo
N
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Los elementos extremos de cada fila valen 1, y cada ndmero combinatorio restante
de acuerdo con la propiedad ii ), es la suma de los dos que figuran sobre €.~

i ) Probar

TN m -1 m-— 2 S Y, /n-1
(n } = (n—l)‘k(n»»l,)‘k“‘Ln-‘vi/'-'—‘\,,nulj

o

Es decir

Anlicandn reiteradamente la propiedad ii ¥ se tiene

Tme Tm—

por= P

“m— 1 |= “m— '";_H me 2 !H“'m -

P e U I W AL N R A PR S n
m=1 “\+f"m—-3“i+{"m—3 ]_Hf‘m-;.’i =
B B e L P
m— 1y Tm— 2T Sm 3 “on +.»"n' _
=\n~1,}+!‘xn*l} ‘\n-ﬂ;‘* ﬂn—l, ’,n,!
T -1 ‘m—2 m=3T n \-:’n—l‘i
=l\, n—1 f..n—!;”f n lt-" : ﬂ—l.’+“\11'“1,
ii) Demostrar
(’n‘,_ an—n—2)... (n—k+1)
k) k!
Aplicando la definicién y la nota que figura en 6.6.1, tenemos
:"n"’_ o _on—HY@m-I) .. n—kt 1 — k)
i\k,f— K (n—k) K (n—k)

Después de simplificar queda
"n\’* n(n-—l)(n—Q)..ﬁ,w~k+l)
k. k!

63. POTENCIA DE UN BINOMIO

6.8.1. Binomio de Newton

Una aplicacion inmediata de los ndmeros combinatorios se presenta en ¢l desarrollo

de la potencia de un binomio, con exponente natural, conocido como férmula del -

binomio de Newton, y estd dada por

A,

T
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Ia -
[l"“bn——"(n)n 0+ n) n-11 (ﬂ) n—2 K2 (ﬂ)o n
(¢ ) Oab Lla b+ Ja b+...+nab

Utilizando ¢l simbolo de sumatoria, se reduce a
@+b)= b hz)a”"'*b”
k :0& k

y la demostramos por induccién completa.

- p=1 = @+h) =a+b=a' b’ +a® b =
:;i‘j(l):}al B +f:;‘}a° b!
ii ) Hipdtesis @+ By = §=o(i}i}ah_k B
Tesis) @+t = i{_-' i{h + 1 )ab 1=k gk

=0 " ~

Demostracior) Aplicando la definicion de potenciacion y la hipotesis inductiva. se

tiene
@+b)*t=@+b).(a +bY =
&
4B ghE
={@+b
@+b). 2 | k) be
Por distributividad
(@+b* =a Z (h)h gk 4 p i ( )h kb

Bos 5.5 % 3 imtroducimes 2 ¥ b en cada sumatonia

. h :""i\ - h /'}\
(a+b)" b= kel gk 1) hek pl+t
Z e rtet ,.zzo(k)" b

Efectuando operaciones

@+oyt=(g)a o0+ 8 (B)arrriahs

’ h - h
+ h-k 1k+1 h+1
n=o(k)a b +(h)” b
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Teniendo en cuenta que €l {ndice de la sumatoria puede tomar cualquier nombre,
en la segunda cambiamos K por j :

h+l h) Rl 0 4 3 (h h-k+1 pk
(a +b) ,(0 a p° + kE;l k)a b* +

'f‘(h)ah-i P +(h)ao pht1
=0 \J. h

Para reducir ambas sumatorias hacemos j =k -~ 1 = k= i+ 1y sustituyendo en
ta misma sumatoria

h-R+i b?i +

. i . ) T
e R R
0. B=1 o K

hn 7 h D . h
+ ¥ h-k+1 phk 0 ph+l
k:xi\k" )u b +(}l)a b

P N E SR R LR
Como {H“’izo 3 ‘;," ;,.;.1}

después de sustituir y aplicar 6.5.2 1 ), nos queda
7 h

@ropt=(" g et s i [(@*U—— Jle

h+l\ o Lh+1
h+1l/ b

h—k=1 bk +

+

Teniendo en cuenta por 6.7.2 i § que

Wy \ Fh+10
( | + kk—\/ k X resulta

h+l) el o 4 (h:f\'ah-kﬂ b +

( +b)h+l __1

,;.12 - l\ s vl
+i e EJU iR
et

£s decir
@rpyt= T gt
B=0 -~ k

cOmo se queria.

Ejemplo 6-14.
Desarrollar (—x + 2 »)S.




COCRDINABILIDAD. INDUCCION COMPLETA. COMBINATORIA

Aplicamos la formula demostrada

crrant=(0) ot () e ot e+ (3) enant s

P ements (D) exr et (3) exr ey =

==x* +10x* y— 40x% y? +80x% y? —80xy* +325

4.%.2. Observaciones
Sen
0
@by = £ (o e
=0\ k

i ) Eldesarrollo de la potencia #-sima de un binomio tiene n + 1 términos, segiin
lo indica la variacién de &, desde O hasta 7.

ii } Cada término del desarrollo tiene como coeficiente un nimero combinatorio

de numerador igual al exponente del binomio, y el denominador es variable
desde O hasta 7.

iii) El exponente de a es la diferencia entre el numerador y denominador, y el de

b es igual al denominador. Es decir, 1a suma de ambos exponentes es iguala
A, para todos los términos.

iv) El término de Iugar 4 en el desarrollo, es

= n ~h+1 ph—1
T -(lz—l)an b

v} Los wérminos equidistantes de los extremos tienen igual coeficiente. por ser
ndmeros combinatorios de drdenes complementarios,

Ejemplo 6-13,
Determinar la suma del 49 y 62 términos del desarrollo de

.8
(2a—a?)
Como

1‘.;5(?8,)(2 a)® (—a?)? = —(g) 3241

r=(Deor oy =—(3).a0 :

=T, +Ts = -8 i f](Ja“ ALY

P s A o
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Ejemplo 6-16.
a) Demostrar g: ( ”)= 5"
i=o \i

Trasformamos la sumatoria en ¢l desarrollo de la potencia de un binomio

i%o(_?)= izzo(?)ln-i . =(1+1) =2

n iy
z (- =0
®) i=0 - (1,)
Procediendo andlogamente
n i L A i n _ "
(-~ . =2{. 1 (~)={1-1) =0 =0
= 0GR (G

s

Ejempio 6-17.

Determinar el término central del desarrollo de

2n
if o+ L} conx #0
) x

El nimero de términos es
Jnt+l=n+n+l=n+l+n

Ei término central esta precedido por 7 términos, y en consecuencia ocupa el lugar
{(n + 1), Se tiene

G (2

ntt N\

2
T =(2n)x "
n+i n

n

x
Es decir .
SYE
= X
TrH-l R 7 2V
En cuanto al coeficiente
2nY _ (A _en _
‘\n) T nl Qn-n) n!)?
2n(2n-1)Cn-2) ... 2n-(r-1]. nl _
(n!)?

2nCn-1)(2n-2) ... (n+1)
: n!
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134
i

Ejemplo 6-13.
Obtener el término de grado 14 del desarrolio de’
&2 —3x)"°
El desarrcllo admite 11 términos y se trata de ubicar aquel en ¢l cual el exponente :
o ocupa un lugar A, a determinar basandose en la condicién )
1

de x sea 14, Este términ
10— h+§ h-

S0 L5 N EEES
i

anterior
T ;':i
n h
710y 33-3n
= 25
Lo s 63

—- 3)}1-1 (h 1_01‘)}:32 -2h

Debe ser:32 - 2h =14 =»2h=18 =h=9
Es decir, ¢l 99 término tiene grado 14.

Lo calculamos
T, = (§) x* (32 =3 104"

Ejemplo 6-19
1 n

P
Desarrollar | 1 + -—~)

\ n
Llegaremos a una expresion que se utiliza en fa d

+(D 7+ )

eterminacion del nimero e, en los

cursos basicos de andlisis.
n
,
(1+ —1—) =1
n

Soon “M.

+ .+ Bl

G+

W AN
utilizando la formala del

Después de haber omitido las potencias de 1. Operando ¥

ejemplo 6-13 iii), tenemos A
n
NS R i oa(m=1) 1
(e ) =14 o= 5 7
1 +n(n—l)(n—-2)...{n—(n—2)] 1.
(n—1) n-1
n

n(n-1)(n-2)
+_____?_-,._.__;5_+
n

n-@-D1 1
! n

+ nn-Dn-12)..
n
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A partir del tercer término dividimos cada factor del numerador por el factor # que

- _2
1 n-1 n-2
n

figura en cada denominador
+ ey
3! n

1 n-1

s l\n
G+d) =1+1+ 5.7
_ ) i =2
R NI T-1 W = S Lt R St
{n - 1) n n "
+_l»_ n-1 ‘gg_;_-_?;mn v—'j - (n~1)
' H i n
Resuita
SR L1 1 1 20
- =24 — _ —_ - .
teo) =2+ U n)+ 3 (‘ A A
1 g i“(” 27 ( n—-.’.\
—_— —_ — — o
* (n -1 (\ n /] “ai n J ! n
SN ES INCREEY (RS
n N n 4 n

y 82 del desarrolio de

Ejemplo 6-20.
Determinar x € R de modo que la suma de los términos 32

1\9
3-—e~x—§ sea igual 2 0.

{2x
Debe verificarse
T; +Tg =0
1 O sea
SPR - . 2 . - 1
(e B e e 13 =0
es v pueden cancelarse

{ 0s numeres combinatorios son igual

x
Multiplicando por T
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tesulta

Es decir

20 i“
x= ¢ - enR
25

Racionalizando

Ambos valozes de x satisfacen la condicién dada.

6.9. FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES INICIALES

A fin de tratar el tema de la Combinatoria simple y con repeticién desde un punto
ie vista funcional, proponemos algunos conceptos y propiedades relativos a funciones
suyos dominio y codominio son conjuntos finitos, no vacios y por consiguiente
<dentificables, en cuanto a su cardinalidad, con intervalos naturales iniciales I, e I,,,.

6.9.1. Aplicaciones inyectivas de [, en I,, (1 <m)

Sea el conjunto cuyos elementos son todas las aplicaciones inyectivas de I,, en I,,,, v
que denotamos con .

in{l,,I,)= {f: I, = I [fes inyectiva}

Se necesita la restriccién n < m, ya que en caso contrario habria dos elementos del
jominio con la misma imagen en el codominio, ¥ ninguna aplicacion seria 1-1.

El elemento 1 de I, puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del
codominio I, es decir, existen m posibilidades para el 1 €l,. Una vez asignada la
imagen, para construir una funcion inyectiva, el 2 €1, admite (m — 1) imdgenes
pusibles en I,,. Seleccionadas sendas imdgenes para el 1 y el 2, se presentan (m — 2)
posibilidades para la imagen de 3 € I,,. Suponiendo hecha Ia seleccion de imdgenes para
1, 2....,n—1, el elemento nel, puede proyectarse sobre cualquiera de los
» -1 — 1) elementos restantes del codominio, y en consecuencia el nimero total de
aplicacicnes inyectivas de I, en 1y, es :

m.(m=-1)y.(m-2) ... [m—-(n-1)]

. e

-
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Es decir, el cardinal de In (1,, , 1,,) es igual al producto de n factores decrecientes en
una unidad, a partir de m,
Denotando tal ndimero cardinal con el simbolo V,, ,, se tiene

Vm‘,,=m.(m~—1).(m—2)...(mwn+l) 6]

Multiplicamos y dividimos el segundo miembro de esta expresion por

(m—n)y(m—n—1...... 2.1=(m-—-n)!
v =m.(m—])A(m~2)...(m—n+l).(m—n)!
men (m - n)!
v resulta '
Vion = W?F (2)

Demostraremos ahora esta formula por induccion sobre n.
*
i )Si n= 1, entonces el admero de funciones inyectivas de I; en 1, &
exactamente m, y se tiene

_ m.(m.—l)! m'

Vd SM= "0 T T G- Y

ii ) Probaremos que si la formula ( 2) vale para A, también es vilida paraz + 1.

Hipotesis) _ m!

m!
Tesis) Vin,a+1 = [m—(h + DI

Demostracién)  Supongamos definida una funcién inyectiva de Iy en I,. Si
exiendemos ¢l dominio a l.;, el elemento agregado, 4 +1, puede hacerss
corresponder con cualquiera de los (m — h) elementos restantes del codominio. Es
decir, cada funcién inyectiva de I, en 1,,, origina (m — h) funciones inyectivas de I+
en 1,,, y en consecuencia se tiene

Vm,h'*l: Vm.h .(m - h)

Usando la hipotesis inductiva llegamos a
m! Y m! (m-h) -~ m!
Vi nt1 = (m— Py (m-h)= m-n.m-h-1)}) [m—@E+D

Ejemplo 6-21. )
;Cudntos nimeros de tres cifras distintas pueden formarse con 1,2,3,4?

- Cada nimero pedido corresponde al conjunto imagen de una aplic:a}cién inyectiva
(ya que no pueden repetirse) de Iy en [, Es decir, existen tantos numeros de tres
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cifras distints elegidas entre 1, 2, 3 y 4 como funciones inyectivas de I; enls, y
resulta .
Vy3=4.3.2 = 24 segin la formula (1)

6.9.2. Relactn de equivalencia en In (I,,, L.} (n < m)

Definicion
Dos funciones inyectivas de 1,, en I, son equivalentes si y solo si admiten el
mismeconjunto imagen.

f~g e lif=1ig)

Esta defiricion caracteriza una relacién de equivalencia en {2 (1,,. 1, ). como puede
verificarse cen facilidad.

De acuerco con el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una
particion dd conjunto de las aplicaciones inyectivas de I, en I, en clases de
equivalencia.

En el casc del ejemplo 6-21, las funciones

f={‘»1’1)!(3’3)’(3’4)} y g={(1‘3),(2.1),(3,4)}

son equivalentes, ya que ambos conjuntos imagenes se identifican, A manera de ejem-
plo nos proponemos exhibir la particion de In (I,,, I, ) con la siguiente simplificacion:

Como todas las funciones inyectivas admiten el mismo dominio I; es suficiente,
para caracterizarlas, dar el conjunto ordenado de sus imigenes. Asi

134 corresponde a f
314 corresponde a g
Si considsramos como imagen a 213, se trata de la funcion inyectiva

{0,.2.,0.3.3)}

Con este citenic, fa particion de In il | L) es
123 124 i34 234
132 142 i43 243 -
213 314 314 324
231 241 341 - 342
312 412 413 423
321 421 431 432 -

En cadaclase de equivalencia hay tantas funciones como aplicaciones inyectivas de
I; enl,, esdecir, 3. 2. 1 = 3! elementos. ’
El nidmero de clases de equivalencia es naturalmente igual al nimero total de

o e R R A AL IR

e
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funciones inyectivas de I3 enls, dividido por el nimero de elementos de cada clase, es

decir 4

- ;!'3)”!_= 3l (44i 3y (i)

Si denotamos con Cy4 3 €l niimero de clases de equivalencia se tiene

i

Con=(31=4

. N : . ae b B iy o
En general, el nimers de clases de equivalencia determinado por la relacicn tiden

¢ conjunio Je las funciones invectivas de 1, 20 En, estd dado por
T
Lm.ﬂ = i 1 ﬂl

el nimero de funciones inyectivas de I, en I,,,. donde estd
cada clse de equivalencia hay tantas
las que son, ademds, sobrevectivas.

En efecto, sea V,
definida la relacion de equivalencia (1). En’
funciones como aplicaciones inyectivas de [.enl,.
¢s decir, bivectivas. Este numero ¢s. precisamente

n' ,
V., s e L
nen - n)!

El namero de clases es, entonces

Viu.n m! _m
Cmun =701 n! (m—-n)  .n.
EY]

6.9.3. Funciones estrictamente crecienies de I, en i,

Definicion
f: 1, —1, esestrictamente creciente si y solo si
x<y = f(x)<f)
! ! . . e
g funcidn § de! parrafo anterior €3 sstrictamenie creciente. pire g no 1o =5,
Volviendo 3l clemplo propuesto en 6.9.2., si clegimos un tmen 2lementc en cads
clase de eyuivalencia, se lo puede wmar Como representante de dichy clase. La elecaun
natural esti dada por la funcion estrictamente creciente que figura en cada clase. vy se
tiene .
123 124 134 234
ia estd dado por el nimero de funciones
estrictamente crecientes de I3 en Li. Realizando esta identificacion de clases de
eqitivalencia con funciones estrictamente crecientes, poc.lemos decir que existen tantas
clases como subconjuntos de 3 elementos pueden extraerse de 1.

El numero de clases de equivalenc
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Fiemplo 6-22.

;Cuintas comisiones de 3 personas pueden formarse con 4 personas" Rotulando a
las cuatro personas con 1, 2,3 y 4, las selecciones

123 132 213 231 312 321

. .z

corresponden a la misma comision (se supone que no hay distincion de jerarquias), y la
<sleccion natural es 123. Esta corresponde a una funcion estrictamente creciente de I
en I,, ¥ en consecuencia el mimero total de comisiones es

. ’4)_‘/43 _4.3.2

330 4

iempio 6-23.
-Cuintos nimeros de tres cifras distintas pueden formarse con las cifras 1, 2y 37
A s fuz de lo que hemos visto en el ejemplo 6-21, se tienen tantos nimeros como
aciones inyectivas de I3 en 15, las cuales son, ademds, biyectivas.
Emonces dicho niimero es

V3!3 =31 =6

6.9.4. Funciones de I, en I,,

Sean n y m nimeros naturales cualesquiera. Se presenta el problema de determinar
<} admero de funciones de I, enl,,.

Es caro que, elegida una de las m posibilidades para la eleccidn de la imagen de
1 € 1,. para el 2 también se presentan m, ya que no hay restricciones de inyectividad.

ndmero total de tales funciones, que denotamos con Vi, ,,esm.m. . .m=m",
—_—
n

Demostramos. por induccion sobre n , la formula Vi, , =m".
i }Sin =1, entonces se tienen m funciones de I, en 1, es decir

Vi..1 =m=m", con lo que la férmula es vilida en este caso.

ii ) Supongamos que se verifica para n = h, es decir V3, = m". Debemos
probar que Vi, pey = ket

s2a una funcidon de I, en I,,; si el dominio es ahora I, , entonces el elemento

# + 1 puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del codominio. Podemos

decir que cada aplicacion de I, en |, caractenza m funciones de Ip+q en I, y el
aenero de éstas es

Y
Vm.nﬂ =m.Vn.n -

aplicando la hipotesis y la definicion de potenciacion, se tiene

Vinner=m.mt =mh+1

FUNCIONES CRECIENTYS ) 191

Ejemplo 6-24.
;Cuantos nimeros de tres cifras pueden formarsecon 1, 2,3y 4?

Como no hay restricciones en cuanto a que las cifras deban ser diferentes, los
ntmeros 134, 143, 112, 222, etc., figuran entre los pedidos. Cada uno de ellos puede
considerarse como el conjunto ordenado de las imigenes de una funcion de I; en I,.
En consecuencia existen tantos nimeros de tres cifras formados con 1, 2, 3y 4 como
funciones de 15 en 14, es decir

.5. Funciones crecientes de [, en I,
Sean n y m nimeros naturales cualesquiera.
Definicion
La funcidn f : 1, =1, es creciente si y slo si
x<y = fSF)
E]emplo 6-25.

i ) Las imdgenes de todas las funciones crecientes de 13 en 15 son

111 122 133 144 222 233 244 333 344 444

112 123 134 223 234 334
113 124 224
114

Hemos seguido una ley de formacion a partir de 11, 12, 13, 14, 22, etcétera. ;
ii ) Las funciones crecientes de I3 en [; tienen las imagenes :

111 122 222 :
. 112
Llamando C}, , al nimero de funciones crecientes de I, en 1, se tiene, para los

casos anteriores
C3=20 ~ C3=4

Observamos que el nimero de funciones crecientes de I,, en I, se identifica con el
numero de funciones estrictamente crecientes de I,,+,; en I, ya que

. 6.5.4
Ca3=Css303=Ce3=—737 = 20

- 4.3
C23=Cz434,3=Ca3=—3=4

S~ rr g
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Teorema .El mimero de funciones Crecientes de 1, en I, es igual al de funciones
estrictamente crecientes de I, enlypan—1-
Tesis) Cpon = Crmsnat

Demostracién) Sean A el conjunto de todas las funciones crecientes del,enl,,, yBel
conjunto de las funciones estrictamente crecientes de 1, en 1, 4,-1. Nuestro
proposito es probar que ¢ (A)y=c¢ (B), es decir, que A y B son coordinables. Para esto
es suficiente ver que existe una aplicacion biyectiva de A en B.

Para Jefini tal aplicacion hay que asignar a cada funcién de A una Gnica funcidn en
B.

Seq f & A, Lu imagen de f es
FORTC), .. f)
tal que paratodoi=1,2,,..,01s¢ verifica 1 <f(H<m {1).
A expensasde £, definimosg : 1, > 1nn—1 mediante las asignaciones
(gthr=rm
| g()=f()+1
Q< gB@®=r@3)+2

...........

Kg(rt)~-—f(tz)+(n -1

De este mado, los valores extremos que puede tomar g son, de acuerdo con (1} iy
m + 1 ~ 1. Ademds. teniendo en cuenta (1) y la definicion de g, se verifica

feA = f(1)Kf(2),y como 0< 1, sumando resulta
fiH+o0Lf(2)+1.

Fs decir
FiL<fiy+1.

Luego

gli)<g(d).
Procediendo andlogamente vale la proposicion
l<f(l)<f(2)+l<f(3)+2<...<f(n)+(n—-l)<m+n-«l )

Es decir
1€gM<gM<gB3)< ... <gm<m+n-1
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La asignacion propuesta en (2) permite definirla aplicacion
F:A > Btalque F(f)=¢g

Falta probar que F es biyectiva. Para ello estudiamos

i ) Inyectividad de F. Seanfy f"en A, talesque F () = F (f7), es decir, tales que
£ = g". Esto significa que los conjuntos

(), F+1, . f)+(n-1)}
(PO O+, S+ =D}
son iguales. y en consecuencia f'{1) = f7{§) cualquiesa queseas =1 I
Resulta entonces f = £ v por lo tanto, F esinyectiva,
ii ) Sobreyectividad de F. Seag € B.
Entonces g : I, = Im+n—1 es estrictamente creciente, y se tiene

1<g(<g()<g(N<... <gmy<m+n—1

Ahora bien, g(2)>g(1) =g()—g(1)>0 =g —g(lH=1. ya que todo
numero natural es mayor o igual que 1. Resulta g(1)<g(2)— 1. y procediendo
analogamente tenemos

1<g(hy<g(2)—1 <g(3)—2<...Lg(n)—~(n— n<m
Esta situacion permite definir la funcion f:1, = 1,,, creciente, con la asignacion

f=gO—(—1)
Entonces, cualquiera que sea g € B, existe f € A tal que F(fi=¢
Las partes i )y ii ) prueban que F es biyectiva, es decir, A ~B, y en t€rminos de
numeros cardinales vale la férmula

, m+n—1)
Cm.n =Crtn-1 =( n )

*

Eiemplo 6-26.

De cudntas mareras pueden entrar 3 alumnos en 3 aufas, si 0o % hace distincidn
de personas”

Rotulemos a los alumnos con: 1, 2, 3, ¥ 4, v las aulas con: i, 2y 3. Esclaro que
una distribucién de las cuatro personas en las tres aulas estd asociada a una funcion de
I, en 1, por no haber distincion de personas, el hecho de que entren dos personas en
elaula 1, unaenelaula 2y otraenelaula3 estd dado por una funcién cuya imagen es

cualquiera de las siguientes:
1123
3121
3211, etc.
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Al no haber distincidn, estas distribuciones de cuatro alumnos en tres aulas son la

it o, De ellas elegimos natyralmente la que define a una funci6n creciente de I4 en
£, - oo H123

c. i saitn A P DO e o A - F
Fiid GBTIOUCIUn dlsiiiig ©s, pul Uj(}iii'{isi’u', 1113, gque significar tres alumnog

- raron 2n el aula 1 y el cuarto en e} aula 3.
e modo que existen tantas distribuciones posibles de 4 personas en 3 aulas, sin
i r.ncidn de las personas, como funciones crecientes de Iy en I3, es decir

: 76 6.5 .4
Chs =Cyeamra=Con =4 )= T35

.

=15

ta| e

6.9.6. Aplicaciones estrictamente crecientes por {razos de 1, en I

Sean los ntmeros naterales m, m;, ma,...,M,, tales que

m=m; tan +. . tmy, =2 my )

Asociada a la descomposicion { 1), queda especificada la siguiente particion de I, en
intervalos naturales cerrados
L,={1,m)+[m +1,m +my}+[my +my +1,m +my +my]+... +
k=1
P mrrm] @
L=

donde ef signo + denota una unidn disjunta.
i ) Definicion ) )
1a funcién f-: I, =1, es estrictamente creciente por trazos, respecto de la

« particién (2), si y s0lo si es estrictamente creciente su restriccion a cada
subconjunto de la particién.

Lempio 6-27.

En correspondencia corn la descomposicién 9 = 2 + 4 + 3 «¢ tiene la siguiente
“incion estrictamente creciente por trazos de I en Is.

FUNCIONLS ESTRICITAMLNTE CRECIENTES POR TRAZOS
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84
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S tiene aqui la particién I =1, 2] +[3 ,6]+ {7 .9} esdecir
b={1.2}+{3.4.5 6+ {7.,8,9]
Y la restriccion de £ a cada elemento de la particion es estrictamente creciente.
Ejemplo 6-28.

Determinamos el namero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de I
en 1, respecto de la particion de I, asociada a la descomposicion 7= 3 + 4. De
acuerdo con la definicién. la restriccion de cada una de las funciones a los
subconjuntos I e 1; debe ser estrictamente creciente.

Se sabe que ¢l numero ¢e aplicaciones estrictamente crecientes de I; en 1, es

S ()

Ademds, es claro que cada funcibn estrictamente creciente de I, err I, define

. unfvocamente una funcion estrictamente creciente de 4, 5. 6, 7enl,. Por ejemplo, si

g: 13 =1, estd definida por . .
gly=2 g(=>5 g(3)y=17
queda detenminada A f 4,5.6. 7} ], estrictamente creciente y tnica, a saber

r4)=1 h(5)=3. h(6)=4 r(H=6

SR e s A

=
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Fn consecuencia, el nimero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de

I, en 1, es el de funciones estrictamente creciéntes de I3 en 1, que denotamos
mediante

s3a (M _T
P =l3)" Frar

En el caso del ejemplo 6-27, tal nimero es

2.3.4 _ 9!
Po = o3

ii ) Propiedad. El nimero de aplicaciones estrictamente cre¢ienies por trazos
de 1,, en I,,. respecto de la particion (1), estd dado por

i Para cada m fijo hacemos induccion sobre el ndmero 7 de elementos de la particion
el,,.

a)Sin = 1,entonces la particion tiene como nico elemento 1, y la Gmica funcion
estrictamente creciente de I, en I, lo es estrictamente creciente por iraZos. & decir

P’ri‘—l— m _ m
Ml — =

pe il yaque m=m,

b) Suponemos que la formula es vilida para n = h, y demostramos su validez para
n=h+1.

Cada funcién estrictamente creciente por {(razos de Iyom,., €0 s mismo
determina Cppm, .y funciones estrictamente crecientes por trazos de l, en |

respecto de la particion asociada a la descomposicion

m=m; +my +...F+mpy,

Entonces
RTINS ?m P
" FrR P A iy
Aplicando la hipOtesis inductiva. s¢ tiene
pmx.m:;w..mh_“ _ (m—mpsy) . m!

m m,?mzlh.mh! m;,”!(m*-mhﬂ)!

Es decir

me.mz....,mhh - m!
m mymyt. L Mpeq!
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Ejemplo 6-29. ;

;Cusntos nimeros distintos pueden formarse permutando las ciftas del nimero
1122233337

Cada namero que resulte de intercambiar las cifras de 112223333 define una
aplicacidn estrictamente creciente por trazos de Ig en Iy, y reciprocamente. Asi, por
ejemplo, el nimero 133221323 determina la aplicacion de 1, en Iy, asociada a I
particion correspondiente a la descomposicion 9 =2 + 3 +4:

fin=1 f(2)=6 f3)=4 fid)y=3 f5)=8
fley=2 f(9)=9

a2 manera de determinaria es la siguiente: a cada elemento del dominio
asignamos come imagen. fespecto de la particion dada. el lugar que ocupa en el
numero propuesto.

Reciprocamente, a toda funcion estrictamente creciente por trazos respecto de la
particion, le corresponde un ntimero que se deduce del dado, intercambiando las cifras.
Asi.sif: 1o =15 estal que !

ftn=2 =9
fe)y=1
y el ndmero resultante es 313322231,

Entonces el nimero total de nimeros pedidos es igual al de funciones estrictamen-
te crecientes por trazos de 1y en I, respecto de la particién dada, es decir

fih=3 r(8y=17

f4)==6 ft9H=7
fo=8

f(3)=5
rm=3 f(8)=4

2,3,4 9 9.8.7.6.5.4 _ -
P = - 1.2.1.2.3. 4 =9.4.7.5=1260

6.10. COMBINATORIA SIMPLE Y CON REPETICION

6.10.1. Concepto

identificandc un cenjunto finite y no vacio con un intervalo natural inicial.
respecto Je la coordinab ilidad, la respuesta a la de terminacion del ndmero cardinal de
ertos subconuntos del mismo puede fograrse a la luz de cierto tipo de funciones
entre intervalos maturales iniciales, ¥a estudiadas en o9 Los problemas que s€
presentan dependen del tipo de Funcién que pueda diagnosticarse en relacion con el

problema. y son los seis que se tratan a continuacion.

s

6.10.2. Variaciones simples de m elementos de orden 7. (n<m)
Definicion * ) .
Variaciones simples de m elementos de orden n, o varaciones n-arias de m

. elementos, son todas las funciones inyectivas de I en L.
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C.uno todas las funciones inyectivas de I, en I, tienen el mismo dominio I,
cualavier variacién simple queda determinada por las segundas componentes de lo;
[ --s ordenados correspondientes a la funcién. Desde este punto de vista, toda
v. -i.0iAn n-aria de m elementos es un subconjunto ordenado de 2 elementos de Ip,. Es
claro que la inyectividad exige que no se repitan elementos en la imagen, es decir, dos
variaciones simples son distintas si difieren en algiin elemento, o bien, si constan de los
mismos, deben diferir en el orden. :

D¢ acuerdo con 6.9.1., su nimero estd dado por la formula

\Y = mt .
mn = (= nY!

% 7.3, Permutaciones de 21 elementos
{-nicion »
armutaciones de n elementos son todas las funciones bivectivasde I, en I,,.

{ mo toda funcién biyectiva de 1, en 1, es inyectiva, se tiene un caso particular de
var sviones simples, donde m = n.

Teniendo en cuenta el conjunto imagen, cada permutacidon de n elementos es un
con ._un}g estrictamente ordenado de I,. Su numero, de acuerdo con 6.9.1.. estd dado
por la formula

v — al n!
Pn“‘\’n.n" (n—n) =T=n!

\l decir permutaciones de # elementos se debe entender que son simples, en el
sesi.:do de que no hay repeticion, por la inyectividad.

6.11.4, Combinaciones simples de m elementos de orden n. (n <m)
Definicién

Combinaciones simples de m elementos de orden n, o combinaciones n-arias de
m slementos, son todas las aplicaciones estrictamente crecientes de I, en I,,,.

Una tal aplicacion estrictamente creciente identifica un subconjunto de n elementos
de I,.,. de modo dnico. Al mismo concepto puede legarse en virtud de la relacion de
equivalercia definida en el conjunto de las funciones inyectivas de I, en I, de
acuerdeo con 6.9.2. : ™

E! atimero de combinaciones simples estd dado por

Cm.n z(’m\"—" “V‘F"‘"‘m‘"

\n l
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6.10.5. Variaciones con repeticion de m elementos de ordenn

Definicion X .
Variaciones con repeticion de m elementos de orden 1 son todas las funciones de
I,enly,. )

En este caso no existen restricciones de 1 respecto de m. ldentificando cada
variacién con repeticién con el correspondienie conjunto ordenado de las imagenes,
ocurre que cada una esuna n-upla de elementos de ! ... Su nimero estd dado, de acuer-
do con 6.9.4., port

\‘w- = mn
m.n

6.10.6. Combinaciones con repeticion de m elementos de orden .

Definicion
Combinaciones con repeticion de m elementos de orden n, son todas las funcio-
nes crecientes de 1, en L.

En este caso. m v 71 son ndmeros naturales cualesquiera.

De acuerdo con 6.9.5.. su nimero estd dado por la formula
g — 1"

c —-C = m+n—1 )

n m 2

m. *n—i.,n 5 n o

6.10.7. Permutaciones con repeticion

En muchas situaciones, los elementos de un conjunto estan clasificados en tipos:
digamos. por ejemplo, un conjunto de 9 libros. entre los cuales hay 2 de dlgebra. 3 de
geometria y 4 de filosofia. En cada caso se supone que son del mismo autor, edicion,
etc.. es decir. indistinguibles. Un problema de interés consiste en la determinacion de
las distintas maneras segin las cuales pueden ordenarse dichos libros en un estante.

Una ordenacion posible es GAFAFGFFG. Es claro que si se permutan entre st
dos libros de filosofia. el ordenamiento es el mismo. Una distribucion distinta de los 9
libros en el estante puede lograrse’si se permutan libros de distinto tipo. Ahora bien, si
rotulamos los libros asignando el 1 a los de ilgebra, el 2 a los de geometria y el 3alos
de filosofia. la ordenacién propuesta &s

213132332
El problema consiste en determinar cudntos nimeros pueden obtenerse intercam-
biando las cifras del propuesto, lo que se identifica con el nimero de aplicaciones
estrictamente crecientes por trazos de I en 1o, respecto de la particion asociada a la
descomposicion 9 =2+3 +4, Tales aplicaciones se llaman permutaciones con
repeticion de 9 elementos, entre los cuales hay 2 del tipo A, 3 del tipo Gy 4 del tipo

F.
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Definicion
Permutadones con repeticion de m elementos, entre los cuales-hay m; del tipo
Ai=1,2.....n), siendom=m, +m, +... +my, (1) son todas las aplica-
ciones edrictamente crecientes por trazos de I, en I,,. asociadas a la particion
de 1,, carespondiente a la descomposicion (1),

Segin 6.9 € ii ). su nimero es

P Mn n'

m my iyt omy!

Ejemplo 6-3C

Seis persolas viajan en un vehiculo que tiene 10 paradas. De cuantas maneras
pueden bajars: en los siguientes casos?

i ) Sia osumo baja una persona por parada.
ii ) Sin estricciones.

En ambos casos. considerar la situacion con distincién y sin distincion de personas.

Observame que cada distribucidn de las 6 personas en las 10 paradas define una
funcién de Igen I, . Asi, 122279 indica esta situacién: una persona desciende en la
primera parada, tres en la segunda, una en la séptima y una en la novena.

i ) Alcsumo baja una persona por parada.

Significa cwe personas distintas bajan en paradas distintas, y, si se hace distincion
de personas, listribuciones como 134679 y 371496 son diferentes. Cada distribucion
de las 6 peronas en las 10 paradas, con distincién de personas, define una funcion
invectiva de ¢ en Ijo ¥, ent consecuencia, el namero total es el de varaciones simples
de 10 elementos de orden 6

Vio,=10.9.8.7.6.5

Si no se hace distincion de personas, las distribuciones 134679 y 371496
corresponder a la misma situacion y se selecciona la que estd asociada a una funcion
estrictamenté creciente de 1, en I,o En consecuencia. si no se hace distincion de
personas, hay fantas distribuciones como combinaciones simples de 10 elefnentos de
orden 6. es dicir

Vio,6
Ciw,6 = 76

ii ) Sinrestricciones. .
En este ciso puede bajarse mds de una persona por parada, y, si se hace distincion
de personas, cada distribucion define una funcion de I en I, o: es claro que se trata de
las variacionss con repeticion de 10 elementos de orden 6,y su nimero es

Vie,6 = 108
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Si hay distincién de personas, 122279 y 721229 correspunden a situaciones

diferentes. Pero si no se hace distincion de personas definen la misma distribucién, y se
elige la que corresponde a una funcidn creciente de I en I . El ndmero total, en este
caso, es el de combinaciones con repeticion de 10 elementos de orden 6, es decir

» = _ Visis
Clo,6 = Cro+6—-1,6 = C15,6 = 76!

Ejemplo 6-31.

Cuintas diagonales tiene un poligono convexo de lados?
E} namero de vérticeses 2. ¥, poY definicion. ires cualesquiera no estan alineados.

En consecuencia, cada par de vértices determina una recia.

El ntmero total de rectas distintas esta dado por el nimero de funciones
estrictamente crecientes de [, en [,. ya que. por ejemplo, las recias 13y3isonla
misma. Entre estas rectas figuran los lados y las diagonales. En consecuencia, €l
ntimero de diagonales estd dado por

nn—1) n? —3n
Cp—n= ——— TR

Ejemple 6-32.

 De cudnus maneras pueden alinesrse i personas. sioares de ellas
juntas? .

Una posible formacion de las 10 personas es

a, aza3a4a5.‘.a!o

Si no se especificaran condiciones, el nimero total seria el de funciones biyectivas

del;oenl,o. esdecir, Pyo = 10! |
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las tres primeras permanecen



i

202 COORDINABILIDAD. INDUCCION COMPLETA. COMBINATORIA

juntay en primera instancia pueden considerarse como un solo objeto, con lo que el

gmz}cro total se reduce a 8, y se tienen Py arreglos distintos. Ahora bien, en cada uno
e &stos, las tres persona an j { {, origi

o ot > Jas personas que estdn J‘untas pueden permutarse entre si, originando P,

alineaciones diferentes. Entonces el nimero total es

Pg.P_:)"'"S! 3

Eemplo 6-33,
En una urna hay 5 bolillas blancas y 6 bolillas negras numeradas. Se extraen
1ULsiras afio 7. ;Cua
n’ siras de tamafto 7. ;Cudntas de tales muestras pueden extraerse” ;En cudntas de
elii: figuran exactamente 3 bolillas blancas?

; 0y e vl .

i) E. experimento consiste en extraer al azar 7 bolillas de la urna, sin reposicion.
Es decir. se extraen una por una y no se reintegran hasta completar las siete.
Dos muestras como

by b- My Ry Ry R Ng b3 ny b3 Hg Mg Nsg b'z by

_son la misma. y existen tantas comc subconjuntos de 7 elementos pueden
formarse con 11 dados. es decir

v
c _ - vy 11.10.9.8
e =Cna = 23,301 -3
it ) Consideremos ahora las 330 muestras aleatorias de tamafio 7 que pueden
obtenerse. Estamos interesados en saber cudntas de tales muestras contienen
eXxactamente 3 bolillas blancas.
" Hay C5.3. maneras de elegir 3 bolillas blancas entre las 5 que existen. Por cada una
!‘c“ r.js(as pos:bnlxdades se presentan Cg 4 maneras de seleccionar 4 bolillas negras entre
a8 n que hay. En consecuencia, el nimero total de muestras que tienen exactamente 3
bolitias blancas es

[¥.%
(SR

=150

Csy . Con=- ”‘3"

. 5.
4.

wln

t] b

3
1

v N

o
Do
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Ejemplo 6-34.
Hay tres tipos de medallas: 3 de oro, 2 de plata y 4 de cobre. ;De cudntas maneras
pueden distribuirse entre 9 personas, si a cada persona le corresponde una y solo una?
Cada distribucion de las 9 medallas entre las 9 personas definc una aplicacion
estrictamente creciente por trazos de Iy en Iy, respecto de la particion asociada ala
descomposicién 9 = 3 + 2 + 4, Se trata, entonces, de las permutaciones con repeticidon
de 9 elementos. entre los cuales hay 3 del tipo 0. 2 del tipo Py 4 del tipo C,ysu
nimero es
2.4 g!

32, —_ 17
P, = 1260

IR

Ejemplo 6-35.

.Cuintos térmmos tiene un polinomio completo y homogéneo de grado 2 cor 3
variables’

Sean éstas x,. X; ¥ x3. Como el polinomio &s homogéneo, tedos los témminos son
de grado 2. Ahora bien. cada funcion creciente de I, en 1, determina uno de los
téminos del polinomio. ya que las imdgenes X, X ¥ X3 corresponden al mismo
término. ¥ se¢ considera la que es creciente.

El ntmero total es ¢l de combinaciones con repeticion de 3 elementos de order 2.
es decir

4.3

C" = .. ‘5:(‘4‘:: 5 =6

El polinomio puede escribirse

2 2 2
PL\".X:. Xyl =dyy Xy +a::x2 +d .Vs tdyy Xy X2 +dy3 Xy X3 +aday X X
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6-36. Demostra: por induccion completa

a-l . 1=

L ¥ A= i x#1
=0 i X

2 §_1=2— n+2
i=1 2 "

qn+l
6 2 )-2—
7. o -12n(@—1) si a>1

8. (1+x)"21+nx si x>0

10.  3{10"" +10" +1
i1, 2.nt+n
12.‘ 3‘8"-——5’"
13. a"—b" =a(@—>b)

1. Pt =@+ -1
- =t

[ S ———————————
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5. Rop=(2 i)z
i=1 i=1

6-37.5eanxy, X3, ..« » Xn ntimeros reales.
Demostrar que la suma de sus desvios respecto del promedio es 0, es decir
3 (i—9=0
x. — x =
=1

6-38, Demostrar que
I Y] n n
%.'%x;!::,ﬁx X oxx
= / =1

6-39. Subiendo que x,. Xz2.. - . ¥10 son tales que

¥ -100 y %2720 calcular
i=

.

g(x— 2)°

i=1
6~40. Demostrar
i) Zugu_(n,}}{n..g)gf.n!+(n-—1)!
i) n =__}___.______1__
@+ at (@tl)

6-41. Hallar x sabiendo que
7
(,.2 —x/ (2 - 2}

6-42. Desarrollar las siguientes potencias
iy (c2ar+ 1)
2 7 -
i) WF V9

643, 1 ) Sabiendoqueg + g = 1, calcular

L U

z é EH %EJ! Lg
=

i ) Calcular ) tkkk - (—‘;—-)

k=0

6-44. Hallar la suma de los términos 50 y 79 del desarrollo de(—-2x+x )

6-45. Determinar X sabiendo que el término central del desarrolio de (-x + ———) vale

A
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47,

6-18

619,

.3,

o-61.

o-61.

6-62,

EER A

B,
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~

- 7
. Sea(~ 2x + —?;) . Determinar x sabiendo que T; + T4 = 0.

Iz 10
Hallar el término de grado S del desarrollo de (\x2 - %-) .

. . 1 15
Hallar los términos de grado natural del desarrollo de (x + ;5—)

.De cudntas manems se pueden colocar 12 libros en un estante, si tres de ellos

deben estar juntos?’

. De cudntas manernss se pueden alinear 10 personas, sabiendo que Jos de ellas no

pueden estar juntas?

tormarsecon 1, 2.3 v 4.

- «Cudntas distribuciones circulares pueden formarse con 6 personas?

ellos que si lo estdn. ;[ Cuantas rectas determinan?

sabiendo que al menos un vardn integra cada comisién?

comercios?

. JCudntos nimeros de tres cifras pueden formarse con 0, 1.2.3. 4y 57

*1. Caleular la suma de todos los ndmeros de 4 cifras no repetidos que pueden

§3. Ocho puntos del pleno son tales que 3 cualesquiera no estan alineados. salvo 4 de
34, . Cudntas comisivnes de 6 personas pueden formarse con 3 varones y 9 mujeres.,
. .De cudntas maneras se pueden distribuir 100 botellas de leche entre 10

. oCudntos nitmeros de tres cifras distintas pueden formarse con 0.1, 2,3.4 y 57

De un mazo de naipes franceses (32 cartas) se extraen cinco cartas sin reposicion.,

;De cudntas maneras pueden obtenerse exactamente dos ases?

colecciones de tres cartas contienen exactamente 2 ases?

. Entre 36 cartas hay 4 ases. Se retiran tres cartas sin reposicion. Cudntas

JEn cudntos nimeros de k cifras elegidas al azar entre 1, 2, 3. ..., 9. aparece

¢xactamente 4 veces el numero 17 (k> 9)

Se consideran # personas alineadas al azar. (En cuidntos, de dichos arreglos, hay

exactamente & personas entre dos determinadas?

;Cudntos poligonos determinan 10 puntos del ialano. sabiendo que 3 cualesquie-

ra no estan alineados?

;De cuantas maneras pueden alinearse 5 varones y 5 mujeres de modo que

aparezcan alternados?

;Cudntas n-uplas pueden formarse con los nimeros 1, 2y 37
<En cudntas aparece exactamente & vecss el 17
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6-65. Determinar el nimero de prondsticos posibles que corresponden a una fecha de
los 13 partidos del juego llamado Prode. En cada partido puede apostarse a local
empate o visitante. ;Cudntos de tales prondsticos tienen k aciertos?

6-66. Demostrar que todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es nume-

rable.

6-67. Demostrar que la unién dz un ndmero finito de conjuntos numerables y
disjuntos dos a dos es numerable.

. . T De
6-68. Doce alumnos cursan una asignatura que se dictaen 4 horarios dx‘itu}lltos. .‘,Da
cudntas maneras pueden distribuirse los 12 alumnos en lo§ oranos.4
.Cudntas distribuciones determinan el mismo nimero de estudiantes en los
C

horarios?

6-69. Una persona apuesta 10 $ en una carrera en la que imen;ienen 5 caballes.
* - . « b
;Cudntas apuestas distintas puede hacer si cada vale cuesta 2 S 7

6-70. Para formar un compuesto se dispone de 6 sustancias del tipo Ay d}e 8 del tipo
B. El compuesto requiere 3 del primer tipo y 4 del segundo. ;De cuantas maze-
ras puede realizarse la experiencia en los siguientes casos?

i ) Sin restricciones. ‘ ‘ .
ii ) Una sustancia determinada del tipo A debe ser mclxjuda.'
iii) Dos sustancias determinadas del tipo B no pueden incluirse.



Sapitulo 7
SISTEMAS AXIOMATICOS

7.1. INTRODUCCION

El desarrollo le la matemdtica actual es principalmente abstracto y sé realiza. en
jran parte, por & via de los sistemas axiomdticos, cuyo concepto se expondrd en el
presente capituls, Este punto de visia representa el avance natural del desarrollo
sientifico, entroica los casos particulares y concretos en situaciones generales de las
cuales aquéllos st derivan, y esencialmente permite conocer mejor lo que antes se sabia
de un modo framentario. Como ejemplo de sistema axiomadtico se desarrollan el
ilgebra de Boolt y una introduccion al sistema axiomatico de Peano que conduce al
estudio del nimero natural. Finalmente se presentan las estructuras algebraicas de
monoide y semigupo.

7.2. SISTEMAS AXIOMATICOS

7.2.1. Conceptc

Un sistema aziomatico, en matematica, consiste en los siguientes objetos:
i ieérmines primitivos constituidos por elementos, conjunios © relaciones.
cuya mturaleza no queda especificada de antemano.
it ) axioms, que son funciones proposicionales cvantificadas, relativas a las
variabls que representan a los términos primitivos: es decir. son propiedades
a las que deben satisfacer dichos términos primitivos. Los axiomas definen
implicitamente a éstos.
iii) definiciones de todos los términos no primitivos.
iv) teoremas, es decir, propiedades que se deducen de los axiomas. -
Anexada al sistema axioma'gtico se admite la logica bivalente, con cuyas leyes es
posible demostuar los teoremas de la teoria. :
Cuando se sistituyen las variables o t€rminos primitivos por significados concretos,
se tiene una ingerpretacién del sistema axiomadtico: si esta interpretacion es tal que fos
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axiomas se convierten en proposiciones verdaderas, entonces se tiene un modelo del
sistema axiomdtico. En este €aso, todo lo demostrado eri abstracto en ¢l sistema ¢s
vilido para el modelo, y nada hay que probar en particular.

Ejemplo 7-1.
Consideramos el siguiente sistema axiomdtico.
i } términos primitivos. Un conjunto A,y una relacion R definida en A, €5 decir,
RCAXA _
No se especifica aqui cudl es el conjunto ni se define la relacion.
i Yaxiomas:
A, o R esreflexivaen Y
A; cRes antisimetrica en A
A, ¢ R estransitiva en A
Los tres axiomas pueden resumirse en el siguiente: R es una relacion de orden

amplio en A.

.
iii) definicién: en A se considera la relacion S.talque
a.b1eS @ (b, a)ER
iv) teoremas. Demostramos ja siguiente propiedad relativa a
Sesreflexivaen A.
Ya:a€A = (a,a)€R por A,
(@, a)éER = (@,a)eS por iii)

Entonces, por la ley del silogismo hipotético, resulta

vag:a€A = (a,a)€ES yen consecuencia, S es reflexivaen A.

Con procedimiento andlogo, se demuestra qué S es antisimétrica y transitiva en A.
Esto significa que la relacion 8. inversa de R, determina un orden amplio en A.

Damos las siguientes interpretaciones para este sistema axiomatico:

1) Si A es el conjunto de los nimeros reales, ¥ R es la relacion de “menor O
igual”. @ verifican A,. A;7y Ay La celacion §es. en este caso, la de “mayor oigual .
¢ riene un modelo del sisterna axiomatico.
junto de las partes de un comjunte Uy K oes ia relacion &

s & Loat e
Py A €5 ¥

el v
iiclusion. entonces valen fos axiomas v se tiene otre muodelo del sistema,

72.3. Propiedades de los sistemas axiomdticos

No toda coleccion arbitraria de términos primitivos y de propiedades relativas 2’

&stos caracteriza un sistema axiomatico. Es necesario que de los axiomas no se derive
ninguna contradiccion, es decir, debe cumplirse la propiedad de compatibilidad o no
contradiccion. Si esto no ocurre, 0 sea, si en el desarrollo del sistema aparecen dos
axiomas O teoremas contradictorios, entonces el sistema €s incompatible o inconsisten-
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te. La compatibilidad es eventualmente imposible de probar, ya que habria que agotar
todos los teoremas de la teorfa y comprobar su no contradiccion. La compatibilidad de
un sisterna axiomatico puede probarse indirectamente exhibiendo un modelo.

Otras propicdades son aconsejables en todo sistema axiomdtico, aunque no
necesarias, Sin entrar en detalles, mencionamos las siguientes: independencia del
sistema, en el sentido de que ningin axioma pueda probarse a expensas de los demds.

La no independencia de un axioma no niega la consistencia del sistema. Sea un
axioma A; de un sistema compatible. Diremacs que A; es independiente si y solo si el
sistema que se deduce del dado sustituyendo a A; por su negacion, ¢s compatible.

Si un sistema axiomitico compatible es tal, que de sus axiomas se deduce la
verdad o la faisedad de todo enunciado relaiivo a la teuiia. entonces s¢ dice que &3
completo o saturado,

Por otra parte. si dos modelos cualesquiera de un sistermna son isomerfos respecto
Jde las relaciones v operaciones definidas en los mismos. entonces se dice que dicho
sisterna es categorico. Se demuestra que la categoricidad de un sistema implica la
saturacion del mismo.

7.3. ALGEBRA DE BOOLE

7.3.1. Concepto

E| sisterna axjomdtico que conduce ai dlgebra de Boole consiste en
i Yrérminos primitivos son: un conjunto B # ¢ y dos funciones que se
denotan con + y .
il ) axiomas
B, : + v .son dos leyes de composicion interna en B.
B, : +y . son conmutativas.
B; : +y . sonasociativas.
B, ' +y . son distributivas, cada una respecto de la otra.
Bs : Existen neutros en B, respecto de + y de . que se denotan con oyl
respectivamente.
Be @ Todo elemento a € B admite un complementario 4’, tal que

a+a’=1 y a.a'=0

Ejemplo 7-2. .
1.os siguientes son modelos del dlgebra de Boole:

a)SiUes un conjunto, entonces el conjunto P (U), de las partes de U, con la uni6én
o interseccion. constituve un modelo de dlgebra de Boole, siendo el conjunto ¢ y el
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mismo U los neutros para dichas operaciones. Ademds, todo subconjunto de U admite
un complementario que satisface By .

b)SiB={1,2.3,5.,6,10,15,30)={xeN/x[30},+= v denotacl
minimo comin muitiplo, y . = A significa el mdximo comdn divisor, entonces resulta
otro modelo de dlgebra de Boole, donde los neutros son, respectivamente, 1y 30.

7.3.2. Dualidad en el digebra de Boole

Se llama proposicién dual correspondiente a una proposicion del dlgebra de Boole, a
la que se deduce de ella intercambiando los signos de las operaciones +y .,y sus
elementos neuuos Oy 1.

Asi. los duales de los seis axiomas relativos a la operacion + son los seis
correspondientes de la segunda operacion.

El principio de dualidad establece que el dual de un teorema del dlgebra de Boole es
también un teorema del mismo sistema axiomatico. -

7.3.3. Propiedades del dlgebra de Boole

e

Sea(B.+..)un iigebra de Boole. Demostramos los siguientes tegremas:

——r"

1) Idempotencia

En efecto a€B =a.a=a
a€B =a.l =a por Bs
=a.(a+a)=a por Bg
=qg.q+a.a’ =a por B,
=ag.a+0=a por By
=ag.a=a por Bs

Por el principio de dualidad se tiene
* ) aeB=a+t+a=a

Me+1=1

En efecto, por Bs, B3, ["y By tenemos

a+l=a+@+a)=(@+a)+a' =
=ag+a’'=1

Por dualidad resulta
1a.0=0

[l[) Ley involutiva.

aeB = (@) =a
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aplicandosucesivammte Bs.Bs. B2, Ba, B,,B¢,Bs,Ba,Bs ¥ Bs resulfa

@) = @) +0=@) +@.a)=
=@) +(.a)= (@) +a. (@) +al=
=[a’+@)}a + (@}=1.lat @)=
s@+d). [t @)V =a+a’ @)1=
=g + Q=a

1V Luy fe e Morzan
jg+by=a.b
Considermos
(@+b).(a.bY)=(a". b).(e+b)=
=[(@. b).a}+[@.b).b]=
=[b".a").a]+ [(a’. b). b}=
=[b". (" ol +le. . bl=
_—.(b’,0)+(a'. 0)=0+0=0
0
> @+b).(@.b)=0 ()
Andlogamente. se llega a
@a+by+@.p)=1 )
De (1)1 (2) resulta
@a+by=a.b
Lo forma dual es

we el ’ 3"
W e By =a vl

7 4. SISTEMA AXIOMATICO DE PEANO

7.4.1. Teoria de Peano

El sistma axiomatico de Peano es esenciaimente ordinal, y define al conp.mt? ‘de
los nameros naturales algebrizado con las operaciones de adicion y multiplicacion,
salvo isomorfismos. Consiste en :

AXIOMAS Db YEARO

1)
—
)

i )términos primitivos:

un objeto, que se denota con 1

un conjunto N # ¢

una funcion, llamada “siguiente” o “sucesor™, que se simboliza con *'s”.
ii ) axiomas '

d
i A, : ¢l objeto 1 ¢s un elemento de N, es decir
1eN
A, : la funcidn “siguiente” es una aplicacion inyectiva de Nen N —s Ph.
N —-N_{ll‘ es -l
5 Este axioma establece

a) todo elemento de N tiene un sucesor y sélo uno.

b)el I no es sucesor de ningin elemento de N.

¢) si dos elementos de N tienen el mismo sucesor, entonces son iguales.

A, : Principio de induccién completa. Si S es un subconjunto de N que
contiene al 1, y al siguiente de h siempre que contenga a h, entonces S =N,
Es decir, si $ C N es tal que satisface

1eS
heS = s(h)eS , entonces S=N
Coincide con 6.4.2., y puede expresarse, de acuerdo con 6.4.3. de la siguiente
manera: si P es una propiedad relativa a los elementos de N que satisface
i)P{l)esV
ii)Plh)es V=P (s(a)) esV,entonces P{n)esV paratodon € N.
iii) definiciones
1) de adicion
a) a + 1 =5 {a) cualquiera que se2 g € N. .
bra +s(b)= sla + b) cualesquiera que sean ¢ 'y b en N,

e mudtiplicacion
ava  §o=apaniodo g e N
bia.sehy=a b +acuslesquierd que sean ¢ v b en N

El sistema axiomatico se completa con otrss definiciones y teoremas. de lus cuales
demostraremos algunos a manera de ejemplos.

Interesa ver que las definiciones propuestas en 1) y II) caracterizan leyes de
composicion interna en N. Lo verificamos en el caso de la adicion, para lo cual hay que
provar, de acuerdo con la definicion de ley interna, que la suma de dos elementos
cualésquiera de N es un tnico elemento de N, &s decir

aeN A neN =a+n estdunivocamente
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determinado en N, para todo neN. ‘
En efecto, si S es ¢l subconjunto de N formado por los elementos 1 para los cuales
existe y es inicoa + », se tiene
iyn=1=a+1=5(a) por1 a) y por A, estd univocamente determinado, es
decir, 1 €S,
ii ) Hipotesis) h e S.
Tesis) s (h) € S.
Demostracién)

h€S = g+ h estd univocamente determinado por la definicion de S.

Por A, y por la definicién I b)Y, s (@ + ) = a + 5 (k) estd univacamente
determinado. y en consecuencia s (%) € S.

Luego. § = N. y por consiguiente, la adicion definida en I) es una ley de
composicién interna en N.

Con criterio andlogo puede probarse que IH) sztisface la definicion de ley de
composicion interna.

De acuerdo con lo demostrado, si denotamos

2=s5 (1) 3 =5 (2), etc., para efectuar 3 + 2, procedemos asi:

3+2=3+5(D=s@+DN=sECG)=s=5

teniendo en cuenta la definicion de 2, I b), 1 2), la definicidn de 4, vy la definicién de 5.

Ejemplo 7.3.
Si consideramos las sucesiones
10,11,12,13,.....
1,1/3,1/9,1/27,...
vemos que satisfacen los axiomas de Peano, pero si los algebrizamos de acuerdo con su
teoria, se tiene
11+10=12
1/3+1=1/9
siendo estos resultados distintos de los de la aritmética ordinaria. Se tienen, asi, dos
modelos del sistema axiomdtico, los cuales son isomorfos a N ={ 1,2,3,.. } En
iltima instancia son dos representaciones distintas de N.

7.4.2. Propiedades -

Demostramos los siguientes teoremas de la teoria de Peano.

L. La funcion sucesor es sobreyectiva. En otras palabras. todo nimero natural
distinto de 1 es el siguiente de otro.

>

OPLRACIONES LN N

Hay que probar que la imagen de la funcion sucesor es el conjunto N—

Sea S el conjunto de las imédgenes de los elementos de N.
0 i) 2=s5(1) pertenece a S.
ii) Si h € S, entonces s (/) € S. En efecto:
heS =heN =s(h)es
2. La adicion es asociativa en N
fa+by+n=a+(b+n).

Demostracion)

iy n=1=@+bhy+l=sta+bh =
=a+siby=a+{b+1)

Porib)yla)

i) @+b)y+h=a+b+h) =(a+b)'+s(h)=a+{b+s(h)]

En efecto
’ f@a+tby+shy=sl{a+by+hj=
=sfa+b+M=a+s(b+h)=
=a +|b + 5 (h)]
Por 1 b). hipotesis vy I b).
3. La adicion es conmutativa en N.
Lo demostramos en dos situaciones:
Dn+l1=1+n
iyn=1l=1+1=1+1
i) htl=l+h=2s(hy+1=1+s(h)
En efecto
. l+s(hy=1+Rh+Dh=(1+)+1=

=s{h)+1
Aplicando la definicion [ a). la asociatividad y 1 a).
I a+n=n+a
iyn=1=a+1=1+ga por i)
i) eth=h+a =a+s(h)y=skh)+a

Demostracion)

at+shy=a+h+D=@+h)+1=
=(h+a)ytl=h+@+1)=
=h+(l+a)y=(G+1l)y+a=s(h)+a

o)
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En virtud 4e I a), asociatividad, hipdtesis, asociatividad, i ), asociatividad y 1a).
4. El 1 es neutro para la multiplicacion, es decir, n. 1 =1 .n=n.
En efecto.

iyn=1=11=1.1=1

iy hl=1. h=>skh.1=1.5(h)

o~

Sea
s(h). 1=s(h=h+1=
=h t+l=1.h+l=
=1 .3{
Se tan utilizado I a). la hipdtesis y 1l b).

5. La multplicacion es distributiva respecto de la adicion.

Se trata d: probar que cualquiera queseane€ N

{a+b).n=a.n+b.n

iyn=1=(@+h).1=a+b=a.1+b.1 ’
porll a) )
ii)atb) . h=a.h+b.h =>(a+b)s(h)y=a.s(h) +b.3(h)
En efecta

(@+b).sthy=@+b).h+(@+b)=
=@ h+b. W+a+b)y=@ h+a)+(b. h+by=
=g.s{h)+b.siAj
dorde hemos aplicade II b), la hipotesis, conmutatividad y asociatividad de
la zdicion, y 11 b).
6. La mubiplicackon es asociativa. .
w.bp.n=a.{b.n)
iin=l2iu. by t=a. b=g b 1}
de acuerda con I a).
i) @b). h=a.(b.h)={a.b).st)y=a.[b.s(h)] ' .
Sea o
‘ @.b).s(hy=(a.b).h+(@.b)=
=a.(b.W)+a.b=a.(b.h+D)=
=a.[b.s()] ' :

por aplicacién de II b), la hipotesis, distributividad y 11 b).
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7.4.3. Otra forma equivalente de la teoria de Peano

En el conjunto N no figura como elemento el 0. Peano mismo lo introdujo en otra
version de su sistema axiomatico, y muchos autores prefieren inctuirlo. En este caso no
se modifican los axiomas esencialmente, salvo que el | se sustituye por el simbolo O.
Sin embargo, hay que cambiar las definiciones de adicion y multiplicacion, las cuales
adoptan las siguientes expresiones:

1) Adicién

a) a+0=y¢

kY a+s{bi=sla+h
11y Multiplicacidn

ay a.0=0

by a.sb)=a.b+a

En este caso se define 1 =5 (0). ‘

Ejemplo 74,

Demostrar n
a.n=a+a+. . +a= L a
=

n

Hacemos induceidn sobre 2.

1
iyn=1=a.l=a= 2 4«
=
h
ii ) Hipotesis) a.h= X a

. *1
Tesis) a.(h+1)= ’%1 a
Demostracion)

Por definicion I b}
a.{h+i}=ag h+yg

Por hipotesis
a. (h+1)= ﬁ a+a

i=1

Por propiedad de la sumatoria

A+t
a.(h+1)= §1 a
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e este modo queda demostrada la expresion habitual de producto de un niimero
nasurat a, por iz ¢ N, que se da como definicién en la escuela secundaria.

o

Ejemple 7-3.
Sz define la potenciacion en N, mediante
a) a' =a
by &P =d".a
{iemostramos las siguientes propiedades por induccion completa.
b Distributividad respecto del producto.
(dA b)y‘l - a"'bii

1) n=1="(a.by =a.b=a' . b}
por la definicidn 1}

i) (@ b =at . b* = (@ by =™ B
Por definicion b). hipdtesis inductiva, conmutatividad v asociatividad del
producto. y nuevamente por definicién b), resulta:
(@. oy =@ by (a. by=a".b". a. b=
=d". a. " b=g" pW

11y Regla del producto de potencias de igual base

Hacemos induccion sobre #2

i ) n=| =‘1m.al :___am.a:ds(m}:am-rl
por las definiciores a) v b).
m+h as(h) =dm'é-s(h)

i) am.a"=a =qm.

En efecto. si aplicamos sucesivamente la definicion b). asociatividad del
producto, la hipotesis y las definiciones b) de potenciacion y adicion, resulta
@M =" (@ a)=(@".d") . a=

- gMm+h

a a ___as(m+h) =£1'"+s“(h)

5

Ejemplo 7-6.
En N se define la relacidn de menor, mediante
a<bh e 3IxeN/b=a+x §))
Demostramos las siguientes propiedades:

1) Todo nimero natural es menor que su sucesor, es decir

n<s(n)

ws

ORDEN EN N 219

Drn=l=s()=1+1=1<s(l)
por las definiciones a) de adicion, y (1).
i) h<sh) = h+1<s(h+1)

En efecto
s(h+D=s(1+h)=1+s(h)=

=1+\+D)=(Rh+1)+1

Entonces, por (1)

h+1<sth+1)

& tenncitiva
ransive

a<b vy b<c¢=a<e
En efecto.por (1)
a<b y b<¢=
=3 x.YeEN/b=a+x A ¢c=b+y =
=c=(@+x)+y c=a+{x+y) =

=a<c

) Leyes de monotonia
) a<b=a+c<b+c
by a<b » c<d=a+tc<b+d

Demostramos a)
a<b =>3IxeN/b=a+x =
=hb+tce=@+tx)+c =
=sb+tc =@+c)ytx=>b+c<atc

La parte b) queda comg ejercicio.

7.5. ESTRUCTURA DE MONOIDE

on

7.5.1. Concepto de estructura algebraica

En 'su forma mis simple. una estructura algebraica es un objeto matematico
consistente en un conjunto no vacio y una relacién o ley de composicion interna
definidas en él. En situaciones mds complicadas puede definirse mas de una ley ce
composicién interna en el conjunto. y también leyes de composicion externas. Segin
sean las propiedades que deban satisfacer dichas leyes de composicion, se tienen los
distintos tipos de estructuras algebraicas, que son, exactamente, sistemas axjomaticos.
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4.5.2. Estruclura de monoide

No existe un criterio uniforme en cuanto a la definicion de monoide. Claude
Chevalley, er Fundamental Concepts of Algebra, lo introduce como un conjunto
dotado de wa ley de composicion interna, asociativa y con elemento neutro.
Adoptamos h definicion que expone Enzo R. Gentile, en Estructuras algebraicas,
monografia Mo 3 de la O.E.A., en lz que se exigen menos condiciones.

Definicion
El par M . #), donde M # ¢, y *esuma funcitn, es un monoide si y 30lo st * es
una ley de composicion interna en M.

En este sstema axiomético los términos primitivos son My =,y el Gnico axioma
establece que * es una funcion de M en M.

Son modeos de monoides los conjuntos N, Z, Q, Ry C, con la adicion ordinaria de
numeros.

En cambb, e} par (N, —) no es un monoide. ya que la sustraccion no es ley de
composicidninterna en N.

El par (N #), donde * estd definida mediante

a * b= mix {a , b\, tiene estructura de monoide.
s

7.6. ESTRUCTURA DE SEMIGRUPO

Definicion
El par(A, *), donde A # ¢y * es una funcion, es un semigrupo si y solo si * es
ley interna y asociativa en A.

En otras palabras, un semigrupo es un monoide asociativo.

En partiwular, si la ley de composicion es conmutativa, entonces el semigrupo se
flama conmitativo: y § existe elemento neutro. se dice que el semigrupo tiene unidad.
El slementonsusro suele Hamarse identidad.

Ei par (M . ) es uUn SeMigrupe Conmuiaive. sin seulic. EncambioeN, | +irnene
elemento neutro 0.

" El objets (N , .) es un semigrupo conmutative, con elemento neutro o identidad
igual a 1.

Ejempio 7.
Sea (M , *) un monoide. Se definen los elementos identidad (o neutro) a izquierda o
derecha, mediante o
i ) e:M esidentidad a izquierda « Va: aeM = exa=a
ii ) e £ M es identidad a derecha & Va g €M = a*xe=a
Es cliro que los elementos de identidad, si existen, lo son respecto de *.

MONOIDE. Y SEMIGRUPQO -

[
o
-

Demostrar que si¢’y € son identidades a izquierda y a derecha del monoide,
entoncese’ = e’
: e}’:el*e',-:e)

Por ser ¢ neutro a izquierda, y ¢ neutro a derecha.
Si un monoide tiene identidad a izquierda y a derecha, se dice que tiene

identidad.
El monvide (Z. -} tiene sélo identidad a derecha, v es O. pues

Yy yEL = x —U=X

Ejemplo 7-8.
Sean A # ¢. v A® el conjunto de todas las funciones de A en A, es decir

an={11f A=)

Entonces. si “o” denota la composicién de funciones. el par (A® . =) es un
semigrupo con elemento neutro o identidad. En efecto

Ay ifeAr 1 geAr = [ A=A A g A>A =goftADA

Es decir, la composicion es ley interna en AA.

A, : asociatividad
g heA? = (hog)of=ho(gof)
ya que la composicion de funciones €5 asociativa,
A, :Neutroesi, € A®, ya que

inof=foin=F cualquiera que sea feA®.

Ejempie 7-9. .
Sea (M. ) un monoide Con BEULED 8 identidad ¢ € M
Por definicion
i ya, eMesinversoa izqurerda de 2 € M, respecio de = siy sOlo st
a ¥g=¢€
ii ) g, €M es inverso a derecha de a € M, respecto de *, 81y solo si
axa,=e
fii) ¢’ es inverso de a respecto de *, si y sélo si lo es a izquierda y a derecha, es

decir
g xa=a*a =e
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Ln este caso, se dice que 2 € M es un elemento inversible del monoide,
Sea el monoide definido por la siguiente tabla:

TRABAJO PRACTICO Vi

De la observacion de Iz tabla surge que el neutro es b,

Determinamos los inversos: 7-10. Sea un sistema axiomdtico compatible, con los axiomas A;, A,,..., A,. Por
definicion, el axioma A; es independiente si v solo si el sistema cuyos axiomzs
clemernios i inversos a izquierda l a derecha l inversos son Ay A, ..., A1, ~A; .., Ay, es compatible.
a ¢ — — Demostrar ia independencia de los tres axiomas de! ejemplo 7-1.
b b b b 7-11. Se considera el siguiente sistema axiomatico
;, g j ; i ) términos primitivos: A= ¢y R < A%
ii ) axiomas

A,a#b =(a,byeR v (b,a)eR
A,:@,b)eR = a#b
As;i(@,b)eR A (b,c)eR = (a,c)eR
Ay c(A)=4
+ Demostrar
I. (@.b)eR =(b.a)éR
H x+#a n x#b » (@,b)eR = (a,x)eR%(x,b)eR
7-12. Sea (B ,+, ) un dlgebra de Boole. Demostrar
LI'=0 A O=1
: I1. El complementario de a € B, es Gnico.
Hl.a+(@.b)=a+nr a.(a+b)=a

7-13. Demostrar que en N no existe neutro para la adicion, es decir
“ 2eEN A beN=a+b+#a
7-14, Demostrar en N
aFb =>a+n#b+n
- 7-15. Demostrar que la multiplicacion es conmutativa en N en las siguientes etapas:
iynrn. 1l=1.n '
ii) s(b).n=b.n+n

ili) a.n=n.a
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7-16. Demostaren N )
i) «<b =a.c<b.c
iyi<b A c<d =g.c<b.d
iii) . b=1 =ag=1 A b=1

7.17. Verificer si (M , #) es un monoide en los siguientes casos

i) M=N
axb=a~b

Wy M=2Z
arh=a—b

i) M=R**2
A*B=A—-2.B
7.18. Demostrar que en todo semigrupo se verifica

! )(a*b)*c*dr—a*(b*c)*d:atb*(c*d)

ii]am*anzamﬁn
siendca™ =axa*...*a 'y meN y neN
‘__,,_\,._w—-—/

1

7.19. Sean (A , *) un semigrupo v ¢ # S C A. Por definicion (S . *) es un
sub-semigrupo de (A . %) si y solosi(5 . *) es UR Semigrupo.
Demestrar que la interseccion de toda familia de sub-semigrupos de A, es un
sub-semigrupo de A.

7.20. Sean(A , *) un semigrupoy S una parte no vacia de A. La interseccién de todos
los sib-semigrupos que contienen a S se llama sub-semigrupo generado por S,y

1o denotamos por 3

i;_/,n

L3

7

donse cada §; es un sub-semugiups que contiene a 3
5 §= A, entonces se dice que A esta generade por 3.
Verificar. para AN, £) y (Z .}

. ¢

i)S=4¢1 7= S=N

i
&

ms={1:-1}=§=z

Capitulo 8

§STRUCTURA DE GRUPO

8.1. INTRODUCCION

La estructura de grupo es un sistema axiomdtico bdsico y fundamental de la
matemadtica y puede ser encarada imponiendo condiciones a las estructuras de monoide
o de semigrupo, introducidas en el capitulo anterior. No obstante, como €5 habitual, fa
proponemos aqui independientemente de aquellos conceplos, fos cuales suelen
obviarse en los cursos bdsicos. Después de encarar las propiedades generales y exponer
ejemplos, se estudian los subgrupos, grupos finitos, grapos ciclicos, 10s homomorfis-
mos de grupos y el concepto de grupo cociente.

8.2. EL CONCEPTO DE GRUPO

8.2.1. Definicion de grupo

Sean un conjunto no vacio G,y una funcion *. El par (G , *) es un grupo siy solo si
# es una ley intemaen G, asociativa, con neutro, y talque todo elemento de G admite
inverso respecto de *. < A

En forma simbolica, se tiene

Definicion
(G , *) &s un grupo si y solo si se verifican los axiomas
G, -*:G* =G
G, . Asociatividad
vavbvec:ia, b,ceG = (@xb)xc=axbxc)
G; - ‘Existencia de slemento neutro o identidad

JeeG/Va:aeG =>axe=exa=da
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G, . Existencia de inversos de acuerdo con (1) y con la conmutatividad de Ja suma ordinaria en Z.

- 'eGlasa’'=a’ =¢
YaeG,3a’eGlaxa’ =a’"+a=c¢ Ejemplo 8-2.

Si adends se verifica i ) Las siguientes interpretaciones constituyen modelos de grupos abelianos:

G5 . Conmutatividad
' Z,4).(Q,+),(R,+),(C,+H

VaVb:a,beG =>axb=bxag
como la operacién es la suma, se llaman grupos aditivos,

entonces el grupo se llama conmutativo o abeliano. " . . .
grup ii ) En cambio no son modelos las interpretaciones

Ejemplo 8-1. (N, +) pues no existen neutro en N, ni inverso de cada elemento.

En el conjunto Z de los enteros se define * mediante (No . +) ya que si bien existe neutro 0, los demds elementos carecen de
inverso aditivo.

. . - (Q . .) no verifica G4, porque 0 carece de inverso multiplicativo.

LI par (Z. *) es un grupo abeliano. En efecto. se verifican: . .

- . § (R ,.) por la misma razon.

Gy . # esley internaen Z, por (1)

g%h-ag+hi? (1Y
[ R e R (i)

iii) Son grupos

G . * es asociativa. pues N ’ N
@*byrc=(a+b+3)xc=a+b+3+c+3= @-{0}.) v ®={o},)
=g+b+or+ 2
a+b+e+6 b‘ ) ; Ejemplo .8-3.
beoy=ax(b+c+3)=mag+b+tc+3+3=
axtbroy=ax(b+c )=a ¢ ~Sean A # ¢, y T (A) el corjunto de todas las funciones bivectivas de A en A, es
=g+b+c+6 (3) decir
De (2) v (3) resulta ‘ T(A)={f: A=A/ es biyectiva }
(@axbyxc=a=*s{(b=*c) 3 ’

G, . Existe neutro en Z respecta de * Entonces (T {(A) , ¢) es un grupo, donde “=™ es la compaosicién de aplicaciones.

Si ¢ es neutro. entonces 7 * ¢ = qa. En efecto
Por(ly a+e+3=¢ yresulta e=—3 G, . Lacomposicion de aplicaciones es ley interna en T (A), pues
Andlogamente se prueba que —3 es neutro a izquierda. . F A geT(A) > gafeT (A)
G, . Todo elemento de G es inversible respecto de * o L s i .
) , ya que la composicion de aplicaciones biyectivas de A en A es una funcion biyectiva de
Sia’es inverso de g, entonces debe verificarse ' AenA, segin 4.6.5.
axa’=e ) G, . La composicion de funciones en T (A) es asociativa

Teniendo en cuenta (1) y quee = — 3 h.g.f€T(A) = ho(gof)=(hog)of

a+a +3=—3 _por lo demostrado en 4.6.2.
‘ . G; . Lafuncidén i, € T (A) es neutro para la composicion.
Luego . La funcion identidad en A, definida en 4.5.2. mediante
a@=—6—g
B iy (X)=x paratodo x €A,
i?e modo andlogo s prueba que es inverso a izquierda. . . es neutro a izquierda y a derecha, ya que es biyectiva de A en A, es decir, es un elemento
(e . % es conmutativa, ya que . de T (A). y satisface

a*b=a+b+3=b4+a+3=bra ‘ f‘ofA;——l.Ao f=f cualquiera quesea feT(A)
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como es facil verificar usando la definicion de composicién y de funciones iguales.

G, . Todoekmentode T (A) admite inverso respecto de la composicion.

Si f € T (A) entonces es una funcién biyectivade Aen A,y admite inversa f ', por
4.7.2. 11, 1a cual es también biyectiva de A en A, es decir, un elementode T (A).

El grupo (T(A) , ¢) se liama grupo de 1as transformaciones de A.

§.2.2. Cuestiones de notacion

Sea (& , *)un grupo. .
i ySilaey de composicién es aditiva. 3 ele denotarse con ei signo +,y sia € G.
entorces su inverso aditivo suele lamarse opuesto y se indicaa’ = ~a

TRl

ii) Si la ky * es multiplicativa se la indica con *.”, el inverso multiplicativo de
cada elemento a se escribe @’ = 4!y se dice que es €l reciproco dea

iii) En ocasiones, al referirnos al grupo (G , *), cometiendo un abuso de lenguaje,
diremos el grupo G, sobreentendiendo la referencia a la ley de composicion
intema.

8.3. PROPIEDADES DE LOS GRUPOS

8.3.1. Unicidid del neutro y del inverso
De acuerde con lo demostrado en 5.3.5. y 5.3.6., el elemento neutro es anico y el

inverso de caca elemento es Unico.

8.3.2. Regularidad

Los elementos de todo grupo son regulares.
Hipotesis) (G, *) es grupo

asb=g=*¢
bra=c*d
Tesis}b = ¢
Demostracion)
Por hipotesis
axh=q%¢

Componiendo a izquierda con ¢’, inverso dea -
ax(@xb)y=a*@=*c)
Por asocitividad

(@*a)yxb=(@*a)*c
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Por G, .
exb=exc

Por G, )
=c

Analogamente s prueba la regularidad a derecha.

La regularidad significa que la ley cancelativa es vilida para todos los elementos del
grupo.

8.3.3. Ecuaciones en un grupo

Sea (G . *) un grupo. Entonces. cada una de las ecuacionesh x x = ay x * b=a

admite solucion anica. L x ‘
Componiendo los dos miembros de la primera ecuacion a izquierda con ', se tiene

pebrx)=b'*a

Por (2
(p’sbyrx=b'*1
Por G,
exx=b'*a
Por G;

x=h'*a

La unicidad de la solucidn se debe ala unicidad del inverso. v al hecho de que = &s

una funcion de G* en G. 3
El trabajo es andlogo considerando la segunda ecuacion.

En particular, se presentan estos casos:
iy 51 el grpb s aditivo, ja ecuacion x * b =ase traduce en

x+h=d

v 1o solucion hallada, es ¥ =4 ™ (- Di, donde LB oae ot verso de b
Por definicion. la suma de un elemento con i opuesto de otro se Hama diferencia

entre los mismos, y se escribe

x=a—b
Vinculando este resultado con la ecuacion propuesta. queda justificada la
trasposicion de términos de un miembro a otro de una igualdad.
ii ) Supongamos un grupo multiplicativo, y la segunda ecuacion, que sé convierte
en

x.b=a
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n

41 componer a derecha con el inverso multiplicativo de b, resulta la solucién
x=gq.b7!

i'..r definicion, el producto de un elemento del grupo por el inverso multiplicativo
le 413 se llama cociente y se expresa

x=-4%
b

Entonces, en los grupos multiplicativos numéricos es licito el pasaje de factores
10 nulws de un miembro al otro, como divisores.

1.3.4. Inverso de la composicion

n todo grupo, el inverso de la composicién de dos elementos es igual a la
‘e« sicidn de los inversos en orden permutado.
¥¢ rmata de probar que

(@a=by=0b"»a’

Anres de entrar en el detalle de la demostracion, proponemos dos resultados ttiles
i + Cualquiera de las ecuaciones @ * x =a 6 x * 4 = 2 admite la solucién x =e
Si consideramos la primera, después de componer a izquierda con &', se llega a

¢ = e, y analogamente en el segundo caso componiendo a derecha con el mismo a’.
ii) Cualquiera de las ecuaciones @ # x =e¢ O x *a = ¢ admite la solucion x =4’
$:: g * X = e; luego de componer a izquierda con &, se tiene x =g El mismo
s:n:do se obtiene a partir de la segunda ecuacion, después de componer a derecha

i) Demostramos ahora la proposicion inicial.
dipiasis) (G , *) es grupo
Tesis) (a=by =b"#=a’
Demusiracion) '
Una traducciéon de la propiedad ii) es la siguiente: si la composicion de dos
slerne 1103 28 el neutro, entonces cada uno és el inverso del otro.
Sea entonces ‘

(arb)*(b'+a’)

Apticando sucesivamente G,, G4, G; y G4, resulta

@*b)=(B’'*a’Yy=ax(b*b’ )+ g’ vexa=a"*a=¢ .

y pur i}, s tiene
(asby=b"xg’

G s s s+ S
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Y también

(B'rxa’Y=axbh

8.4, SUBGRUPOS

8.4.1. Definicion

El subconjunto no vacio H, del grupo G, es un subgrupo de (G, *) si y solo si
(H , *) es grupo.
Ejemplo 84,
i) Todo grupo (G , *) admite como subgrupos al mismo G, y al conjunto cuyo
tnico elemento es ¢. Ambos se llaman subgrupos triviales de (G . #).
ii ) (Z . +)es subgrupo de (Q , +). 4
iii) El conjunto de los enteros pares, con la adicidn, es un subgrupo de (Z , +).

En cambio no lo es el conjunto de los enteros impares con la misma ley, ya
que la suma de dos enteros impares es par y no se verifica G, .

iv) Ef grupo de los cuatro elementos de Klein consiste en el comunto

A= { a. b, c, d}, con la ley de composicion definida por la tabla

Su construccion es simple, observando las diagonales y la simetria que se presenta
respecto de ellas. :

Es ficil verificar que el grupo es abeliano, y que cada elemento se identifica con su
inverso, siendo el neutro a.

Un subgrupo de (A ,*x)esH = <_“ u . b} .

En cambio, no lo es el subconjunto H' = {a b,c)yaqueb*c=déH.

8.4.2. Condicion suficiente para la existencia de subgrupo

En el ejemplo 84 se ha verificado que no toda parte no vacia de un grupo es un
subgrupo. Ademds de ser una parte no vacia, la definicidn exige que tenga estructura
de grupo con la misma ley de compaosicion. Ahora, bien, esto obliga a la investigacion
de los cuatro axiomas. y resulta conveniente disponer de alguna condicién mds
econdmica, que permita decidir si se tiata de un subgrupo.

Sk Gk
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Feorema ) Comprobamos que (R? , +) tiene estructura de grupo abeliano, ya que se verifican:
Si H es ur subconjunto no vacio del grupo (G , *), que verifica . G, . La suma de pares definida en (1) es ley de composicion interna en R2.
aeH A beH =axb’eH G, . Asociatividad.
entonces (H, %) es un subgrupo de (G , *). [@.b)+(c, D+, f=@+tc, b+tdy+(e.f)=
Hipotesis) (C , *) es grupo X =@+ te,b+d)+H=@+(c+e),b+d+f))=
PRHCE =(a.b)y+(c+e.d+f)=(@.b)+{c.d)+(e.[f)

atH » beH=axb'eH
Por (1), asociatividad de la sumaen Ry (1).

Tesis) (H , * s subgrupo de (G , %) G, . Neutro es el par (0, 0), va que
Demostracitn} ) ’
Debemos probar que se cumplen ios axiomas de grupo para H. @. b+ . M={0. N+ br=(2. b}
1) La asociatividad de » en H se verifica por ser HC G. G,  Inverso aditivo u opuesto del par(a. b). esel par {(—a ., — b). pues

i1) El neutro pertenece a H. En efecto

H#¢ == 3acH @ b+ a.—h)=(a,~b)+@.5=(0.0

)

G¢ . Conmutatividad.

s (a.b)+(c.d)=(a+c.b+d)=(c+a,d+b)=
aeH » aeH=axag’eH = e€eH —(c.d)+(@. b)

Por hipotsis y definicion de inverso

{11} Todeclemento de H admite su inverso en H.
Sea ael.
Por II y por hipotesis

g Por (1), conmutatividad de lasumaen R,y (1).
{R? , +) es el grupo abeliano de los pares ordenados de nimeros reales con la suma

ordinaria de pares.
eeH A aeH =e+a’eH =a'eH ..

1V) H es serrado para la ley *. Ejemplo 8.
Sean a:H A~ beH. Sean el grupo (R? , +). y
Por [il, por hipdtesis v por inverso del inverso, se tiene

aeH A beH =aeH A b’eH =ax»(b')e H=

-
i

H={(x,y)eRz ly=2x

=a*beH Es claro que un elemento de R* pertenece a H si y solo si la segunda componente es
. el duplo de la primera.

. IéO ‘.i.emm;m.do en I, I, .II[. IV prueba que (H, *). o un sung:ugo de (G, * )'.Em " Comprobaremos que (H , +) es un subgrupo de (R? | +).
condicion suficiente es obvmm:m’te necesaria. Se la utiliza en la prictica de la siguiente Verificarmos las hiotesis de la condicién suficiente demostrads
manera: de acuerdo con la hipétesis del teorema, para que H sea un subgrupo de -
{G |, =} debenos probar P i HE 9 yaguedi. 21eH.

i JH#ED i1y H< G por la definicion de H.

iYHIG ) . iii)Sean (a.b)eH ¥y (c.d)eH; debemos probar que

(a.b)y+(—c,—d)eH

iii) Si dos elementos cualesquiera pertenecen a H, entonces el primero, En efecto:
compuesto con el inverso del segundo, debe pertenecer a H. n etecto:
- @.pyed » (c.H)eH =>b=2a A d=2c=b~d=2{@~c) =

Ejemplo 8-, ,
=@—c,b—dyeH = (a,b)+(—c,—d)eH

En R? definimos la suma de pares ordenados de niimeros reales

@ byrc.dy=(@+c,b+d) m Hemos utilizado la definicion de H, la sustraccién en R, la definicion de H, y la de

* suma de pares.
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Urificamente, H consiste en la recta que pasa por el origen, de ecuacion

y=2x

y
A

H (R2

o8 |

ot
]

tJ
t

Ejemplo 8-7.

En el ejemplo 5-8 estd comprobado que el corjunto R™*™ de las matrices reales de
n filas y m columnas, con la adicion de matrices, es un grupo abeliano. En particular, si
m = n, las matrices se llaman cuadradas, y se tiene que (R™*" , +), es ¢l grupo abeliano
de las matrices cuadradas n X n, con la adicion.

Consideremos el conjunto H de las matrices cuadradas, tales que a; ; = g; ;, llamadas
simétricas. es decir :

H ={A ERnxn/ a;; = aj,-}

.Esto significa que los elementos que son simétricos respecto de la diagonal g; ;, con
i=1,2,...,n, soniguales. )

Resulta (H , +) un subgrupo de (R7*” +). En efecto

i)LamatriznulaNeH = H#¢

ii) H C R™*" por definicién de H.

iii) Sean .

AeH A BeH =q;;=4a;; A bf.i=bii =
=a; —b;=a; - b; = A+ (—B)eH
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Hemos aplicado la definicion de H, Ja sustraccion en R y las definiciones de suma de
matrices y de matriz opuesta.
(H , +) esel subgrupo de matrices simétricas n X n.

Ejemplo 8-8.
Sean (G , #) un grupo,  un elemento fijo de G, y H el conjunto de los elementos de
G que conmutan con g, es decir

H={xeGi&:k,r:.vc*a\g

§
4

Resuita H un subgrupo de (G . ).
i Ycomoaxe=exa=>ceH =H#9
it } H < G por definicion de H.
iii) Sean m y n elementos de H. Debemos prolgar quem = n'€H.
Por definicion de H
meH A neH=a*xm=m=*a A asn=n%*xa =
sagrm=m=*a A n'xa’'=a*n =
s{grxm)s(n*a’y=(mra)x@x*n’) =
sgx(mn’)ra’=mir(@ra’)*n =
=>a=§(m$.r;’)*a’=m*rz'=>
sax(men’)=(m*n)*a =
=>m=*n €H

Ademas de la definicién de H hemos utilizado inverso de la composicion, la
asociatividad. G,. y la composicion a derecha con 4.

8.5.*0PERACIONES CON SUBGRUPOS

8.5.1. Interseccion de subgrupos

Sean (G, *) un grupo,y {G,-} teg UNB familia de subgrupos de (G , *).
Teorema .

La interseccién de toda familia no vacia de subgrupos de (G , *) es un subgrupo.
Hipotesis) (G , *) es grupo.

{G,-} es tal que (G; , *) essubgrupode G, Vi€l

Tesis) ( N G;, >zﬁes subgrupo de (G , *)

iel

é
3
|
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Demostracion)

i) Vi:eeG;, pues(G;, ) esgrupo
entoices, por definicion de interseccién

Ng, .
eeHG, aQG,¢¢
ii ) 9’ G; C G por definicion de inclusidn
iii) Sean
ay begG,-z:aeGi A bEG, . Vi=
'—‘*aib'f(}g“#i%a*&'aq&
i€

Por las definiciones de interseccién y de subgrupos.

8.5.2. Union de subgrupos

La propielad anterior no se verifica en ¢l caso de la unidn. Para ello basta un

contraejemply: sean H; y H, dos subgrupos distintos de (R? , +), y no triviales, como
1o muestra la figura

Hz x+
A 4
‘," i
- ’
a" ’
y J
,I
’ Hl
X

Si xeH, » yeH,, entonces

J‘Cleuﬂi ~ }’EH1 UH,
y sin embargo'

x+}7¢H| UH2

MORFISMOS DIt GRLPOS

Es decir, la unidn no es cerrada-para la suma de pares, y por 10 tanto no es \.L1*>;|zx; .
de(R? , +).
Ejemplo 8-9.
Sean (G .#)y (G, *") grupos. En el producto cartesianc
G=GXG”
se define la ley de composicion "e” mediante
(a.b)-(c.d)=(’a'*c.b*'d) (1
Entonees (G . @) es un grupo. flamado producto de los dados.
Verificamos los axiomas:
G, . e csley mterna en G =G X G portl)
G, . e esasociativi, pues
[(a.b)elc.d]ole.f)=laxc. bxd)ele.f)=
:((a*c)*e,(b*'d)*‘f):(a*(c*e) b dr )=
={a.b)e (¢ xe. d* f)=(a,b)e fte.dyete D)
Hemos utilizado sucesivamente: ta definicion (1). G, en Gy G". v la definicion
(1).

G, . Neutroes(e’, ™), es decir. el par ordenado de los neutros de Gy de G™.
Enefecto, por (1) yG; en Gy G”

@.bys (e e”)=(.e")ela, b)=(a.b)
G. .inwersode (@. byes(a™ . b ) dondea™ yb ™ sonlosinversosdeay ben
Gy G respectivamenie. pues

@. bystat b7 )y=@" b yeta, by=(e'. e

8.6. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Retomamos. en ¢l aso particuiar de jas estruciutas de grupo, lo expuesto en S4 an
relacion con los morfismos. : :
Sean ahora los grupos (G . #)y (G *"),

Definicion
La funcion f : G ~ G" es un homomotfismo si y solo si la imagen de la

composicion en G es igual xla composicion de las imdgenes en G
En simbolos

f:G—>G eshomomorfismo < f(a«h)= fle) ¥ f()
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Fnun diagrama

(G 1 *)

A
flaxb)=71(a)* fib)

L corticular, el mortfismo puede ser monomorfismo, epimorfismo, endomorfismo,
isor: 1 smo o automorfismo. de acuerdo con las definiciones 5.4.2.

Ejen:rio 810,

S .a los grupos aditivos (R2 %2 | +IyY (R, +).

L.i‘.acion f: R**? - R definida por

rii® &0 =4 + d esun homomorfismo, pues ‘
Q\J_(‘ dj ]
[a 6] [Tm ay _
Le d "ip g =

JTa+m b+n]
=)u‘;+: d+2_§)=a+m+d+q=

cia by T

=(z+ +qy=7s1" )=

@+dy+(m+gq) jk:_c df)-”\ip q“) |
=f(A)Y+f(B). :

TR +B‘>=f(
IS
1

Hemos aplicado la definicion de suma de matrices, de f conmutatividad y
asociziividad de la suma en R y la definicion de f. ;

8.6.2. Propiedad

8517 : G > G es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen del neutro del
primer grupo es el neutro del segundo grupo.

Se trata de probar que f(e) = e’ donde e’ denota el neutro de G

En efecto cualquiera que sea x € G, por G;, se tiene - i

Xre=x
Fatonces

Flxxe)=F(x)

s

to
w
A3

MORFISMOS DE GRUPOS

Por definicion de homorfismo
H Ty = f(e)y=[(x)
Por G, enel grupo (G’ , ')
f)Ffley=fx)*¢e
Y por ley cancelativa en G’ resulta

Jtey=¢

8.6.3. Propiedad

Si f: G — G es un homomorfismo de grupos, entonces la imagen del inverso de
todo elemento de G es igual al inverso de su imageh.

Es decir

fTh={feo!

Cualquiera que sea x en G, por G,

Entonces

flx=x""y=1(e)
Por definicién de homomorfismo y por 8.6.2. se tiene

fly=fixty=¢

Por 8.3.4.1i ) resulta

Fix™Hy=[fe)1!

. En un diagrama
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8.7. NUCLEO E IMAGEN DE UN HOMOMORFISMO DE GRUPOS

8.7.1. Nicleo de un homomorfismo de grupos

Sea f : G — G un morfismo de grupos. La determinacion de los elementos del
primer grupo, cuyas imdgenes por f son el neutro del segundo grupo, conduce a un
subconjunto de G, lamado ndcleo del homomorfismo.

Definicion
Nicleo del homomorfismo 7 - G — G es la totalidad de los eiementos de G.
cuvas imdgenes por /' se identifican con ¢f neutro de G

ks decir

ot

N(f)={xeG,ff(x).—_e'

Es claro que ¢l nicleo de fes la preimagen de {e’}
De acuerdo con la definicion, se tiene
xeN{f) e fix)y=e
Esto significa que para verificar que un elemento pertenece al nicleo es suficiente
probar que su imagen es €',
Ejemplo 8-11.

El niicleo del homomorfismo del ejemplo 8-10 consiste en las matrices 2X2 tales
que

Sre BTy N o
f"\i_c' dU =g+d=0, esdecir d=—a

En consecuencia. al nticleo de f pertenecen todas las matrices del tipo
[a o
LC T
taoecte cavo. bos 2lementos de la diagonal son opuestos o de suma vero, o de asa

nula. siendo por definicidr i3 fraca de una matny da suma de dos elementos d¢
la diagonal. En general. 1a notacion para la traza de una matriz A e R™*" es

‘73
trA= :-:] dii
8.7.2. Propiedad
El nicleo de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo dei primero.

Hipotesis) (G ,*) ¥ (G’ , ") son grupos.

f: G—G" es un homomorfismo.
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Tesis) (N ( f ), #) es subgrupo de (G , #).
Demostracion) :

i )Porg62.fley=¢e = eeN(f)=>N(f)F¢
ii)N(f)CGpor definicion de nicleo.
iii) Sean
2y beN()=fl@=¢ r fBy=e =
= flay=¢ » [FON = =
= fly=¢ » f(BT)y=e =fl@a) wfiby=e =
e figxbly=e maxh T €N

Por definicion de nucleo, imagen del inverso (8.6.3.), inverso del neutro, com-

icio 3 ; definicidn de nucleo.
posicion en G’, homomorfismo ¥ '
En virtud de la condicion suficiente 8.4.2. resuita (N (f), *) un subgrupo de
e

(G, *).

8.7.3. Propiedad

v . . o oo si el
£l homomorfismo f© G —+ G es inyectivo, es decir, un monomorfismo si y solo si

picleo es unitario. .
Sea N (f) el nicieo del homomorfismo f: G > G

iyes1—1=N(N={e} ‘ |
La demostracion es inmediata, porque si en el nicleo hubiera otro elemento

distinto de e, entonces dos elementos distintos de G tendrian la misma
imagen por f, y no seria una funcidn inyectiva.

ii)N(f):{e} =fesl-l. o
En efecto, sean x, y € G tales que fx) =f(y).
Componiendo con el inverso de f(¥),en G
FEF T =)~ (o
Por 862,y por Cu en (G .¥)

Flaye fiyiy=e
Por definicion de homomorfismo
Slesy™y=¢

Por definicion de micleo
x*y Tt eN()

PorserN(f) = {e} resuita

x*yl=e
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Componiendo & derecha con y

xxy lay=exy
O sea
xﬂ}l

y fes inyectiva.

8.7.4. Imagen de un homomorfismo de grupes
Sea f: G -G’ un morfismo de grupos.
Definicion

Imagen de un morfismo de grupos es la totalidad de las imdgenes de los
elementos del primer grupo.

La imagen de un morfismo de grupos es la imagen de la funcién que lo define, es
Jdecir

l(f)=s_‘ff!‘x)eG‘/x eG}
O bien

1) ={yeG/3x€G A flx)=y}

Es claro que si el morfismo es un epimorfismo, es decir, si f es sobreyectiva,

entonces 1{ f) =G’. En el siguiente diagrama se tiene una representacién de N (£ )y
delis)

En el caso del ejemplo 8-10, fes un epimorfismo, pero no es monomorfismo.
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8.7.5. Propieiad

La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del segundo,
Hipotesis) (G . #) y (G, *7) son grupos.

f: G =G es un homomorfismo.

Tesis) (1 (f) . *') es subgrupo de (G, *)
Demostracion)

i )Comofley=e = e'€l(f)=1(f1*¢
i) 1(f) < G pordefinicionde [ (/)
i) Seanv, ~» vy, el(f)
Entonces, por definicion de imagen, 3 x, v x; en G. tales que
Fx)=ye » flx=r,
Por inversos en G°

-1
2

fEI=r A LG =y
Por inverso de la imagen
CfEDE A fG y=y;'
Por composicion en G’
flx) = fo =y
Por homomorfismo
Jixy 2x;y=p e x]
vy como x; * x;° € G. por definicién de imagen, se tiene
yowy] elr)
En consecuencia. segun 8.4.2., resulta que
. .+

es un subgrupo de (G°, *°)

Ejemplo 8-12.

Sea G; el conjunto de las tres raices cibicas de la unidad, es decir. de las soluciones
complejas de la ecuacion

x*=1=0
El factoreo del primer miembro conduce a

(x—D.(x>+x+1)=0
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Entonces
x—1=0 06 x*+x+1=0

La resolucion de estas ecuaciones conduce a las tres raices cubicas de 1:

L 1 ,.\3 1 V3
xy o= x; == =5 +i 3 Xy == -5 —I5

que llamamos. respectivamente, 2o.2; ¥ Z,. En el capitulo 11 veremos que las n raices
ni-simas de la unidad estan dadas por la formula

Y - 4 7 - ; 2R

donde & tomalos valoresenteros 0.1, 2, ... ,7n~ 1.

s~

En el caso particular de las raices clbicas, la formula anterior adopta la expresion

km . 2km _ i3
Z, = COS 23 +isen 3 =e

donde k& =0, |, 2. Por definicion de rafz cibica se verifica

E
zp € Gy @:h=l

Nos proponemos probar que G; es un grupo multiplicativo abeliano. y ademds
obtener un método para el producto.

i )(G,..) esgrupo conmutativo.
i) El producto es ley interna en G;. En efecto

. 3 3
2 €Gy n €G3y =z, =1 ~ z, =1=2z .3 =1 =

=22 =1 =2z4.2,€G;

11) Bl producto es asociativo en Gj. Aqui nada hay que demostiar. pues
G, C C.y el producto es asociativo en C.
111} Existe neutro para el productoen Gy v es

- = ogeenn §) e ws §
ZprcosPtisen Ot

iV Todo elemento de G, tiene inverso multiplicative e G
Sea z,€G nza=!=:(z3)_l=l=->
h 3 h I

13 o
=(z, ) =1=z ¢€G;

V) El producto es conmutativo en G, por serlo en C.

ii ) Vamos a establecer un método para obtener el producto de dos raices ciibicas
“de la unidad.

NUCLEQ E IMAGEN

Sean

;€G3 A 2, €G3 =

- 210n

3
=z;=e¢ 5 A

. donde

o0I<3 A

Entonices

jimm

Si dividirnos { + m por 3, se obtienenq y 7, unicos, ales que

l+m=3qg+r

} )

i LGy

J

que satisface las condiciones

Vamos a probar que tal aplicacion es un homomorfismo, es decir

T
welifiid

put

3 asignacid

(x=3.q+r
0r<3

fO+xTy=f ") fG)

idn

0<r<3-
"
De(l)y(2) ;2Qasn)n ;2rm
: 2.2, = 3 =eltT o 3=
i 2rn
=(cos2gm+isen2qm).e 3 =1.e
i2r1r
=e 3 =z, donde(<r<3
“t La tabla de la composicion es, entonces
g -
L Zp Zy Za
Zo g Tt Z;
2y Zy Z: Lo
2y Zy Zp rA\
{ .
Ejemplo 8-13. .
Sean los grupes (Z . +) v (G .. )y la funcion

1]
o

£ (x) = z,. siendo r el resto de la divisior de x por 3. esdecir, el entero no negativo
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Porla definicion de f
(&) =z
)X fG&") =2
f(x'+x")=z,  donde

x’=3¢q"+r A 0<r'<3
D x"=3q"+r" A 0<r’<3
Clx+x"=3qg+r A 0<r<3
Porser (G , . ) un grupy, d¢ acuerde con el siemplo 812, tenemos
2, .S =20 siendo
P4t =3g"+r"" A OSrU<3 3)
Sumando las dos primeras relaciones de (2)
X +x"=3(@ +q")+ @+ @)
Par 3y (4
xl+x!’=3(q’+q")+34|3'+r!1' =
= +x"=3(@ +g 7+ A 0P <3 5)
Por la unicidad del cociente y resto, de (5) y de la iltima igualdad que figura en )
se tiene

9

q=q’+q'!+qll’ A ’=’
Es decir
Zpm =2
Se verifica entonces
fO+x) =z, =zpm=2p. 2 =f ") . (")
y el homomorfismo esti probado.
"Ejemplo 8-14. )
Determinaremos el niicleo y 1a imagen del homomorfismo del ejemplo anterior.
xeZ =3q A r Gnicos/x=3q+r A 0<r<3
Por definicion de f
f)y=z - s,
Por definicionde N (f)
xeN(f) @ fx)=2,=1er=0
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Luego
xXeEN(f) ®x=3q « 3 ix

Es decir
N()={xez | 31x)
Por otra parte, obviamente, es I ( f ) = G; y el homomorfismo es un epimorfismo.
Ejemplo 8-15.

Verificar que los grupos (G; , .) ¥ (R, o) son isomorfos, siendo R el conjunte de
las rotaciones del tridngulo equilitero alrededor del centro que Hevan la figura whre
si misma.

En R se tienen las rotaciones Ry, R; ¥ R;. que son la identidad, y las rotaciones de
120° y 24Q°,

En G,, los elementos son zy, z, vy =,, oon el significado dado en los ejemplos
anteriores.

La funcionf : G; =~ R, tal que
fz)=R;

es un isomorfismo respecto del producto en G; y de la composicion en R pues

f(Zl.Zm:)-‘—'f(l')‘—’R,.

8.8. RELACION DE EQUIVALENCIA COMPATIBLE

8.8.1. Concepto

Sean (G, #) un grupo, y “~” una relacién de equivalencia en G.
La definicién 5.5. establece que ~ es compatible con * si y s6lo si

a~b A ¢c~d = a*xc~bx*xd
8.8.2. Teorema fundamental de compatibilidad

Si ~ es una relacion de equivalencia compatible con la ley interna del grupo (G, *),

. . G L. TP ,
entonces existe en el conjunto cociente— una iinica ley de composicion interna #', tal
s . - G ) ) , (G D
que la aplicacién candnica f: G —— es un homomorfismo, y ademds| —,* ) es
grupo.

Este teorema es un corolario de lo demostrado en 5.5.1.
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Definicién
El grupo <8 a que se refiere el teorema se llama grupo cociente de G por la

relacion de equivalencia compatible con #.

Ejemplo 8-16.
Consideremas el grupo aditivo de las clases de restos modulo n. En este caso

zn_—_{(‘ﬁgfﬁ T = i

De acuerdo ton i «jemplo 5-12, se sabe que 1a congruencia modulo n es compatible
con la adicién an Z: entonces, por ¢l teorema fundamental de compatibilidad. se tiene
en el conjunto cociente Z3 una {inica ley de composicion interna inducida, lamada
suma de clases, tal que la aplicacion candnica f:Z -Z, es un homomorfismo, siendo
(Z,, . ®)el grupo aditivo de las clases de restos modulo n.

Para sumar dos clases en Z,, procedemos asi

aev = fwefey=fla+ry (1)

Dividiendou + v y n se obtienengyr, tales que
u+v=nq+r ~ 0sr<n 2)
De (2} y (1)

Zev=fing+n=fin=r

ya que
(u+v)--r=nq = nju+v)—r =

=utv~r

29, SUBGRUPOS DISTING UIDoSs

8.9.1, Concepto

Sean (Z , +) el grupo aditivo de los enteros y el subconjunto H de los mf:ltiplos de
3.esdecir ’ )

H= {x €z 3ix }
Si consideramos la congruencia modulo 3 en Z, entonces la aplicacién canénica
f:Z~1Z;

es un homomorfismo de (Z , +)en(Zs, +) cuyo nucleo es, precisamente, H. En este
caso, decimos que H esun subgrupo distinguido de G.
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Definicion
F1 suhgrupo (H . *) de (G , #) es distinguido si y solo si existe un grupo (G’ , *°)
y un homomorfismo f : G -G’ cuyo ntcleo es H.
En simbolos
HC G esdistinguido ¢ 3 G grupo,y f : G = G’ homomofismo / N (f)=H
Subgrupos distinguidos de todo grupo (G , *) son el mismo Gy {e} .En efecto, en ¢l
primer caso. la aplicacion

f:G—>G definida por fix)=e paratodo x€G,

#¢ un homomorfismo. va que

fuusby=c=exe=[layf1b)

Ademds. se verifica que N (/)= G.
En el segundo caso, basta definir /: G~ G mediante f{x) = x, cualquiera que sea x
en G, y se tiene un homomorfismo, pues P

flaxb)=ax+b=fla)*f(b)

yecomoN (f)= ge') , resulta {e} un subgrupo distinguido de G.

Sean ahora un grupo (G . *) y ~ una relacion de equivalencia compatible con *. Por
7

¢l teorema fundamental de compatibilidad sabemos que( %— . *’) es el grupo cociente

P

de G por laequivalencia, y que la aplicacion candnica
. G
f G- v
¢s un homemorfismo respecto de = y = Por 1o que antecede €3 obvio que ¢l subgrupe
(N{J).*) es distinguido, y queda caracterizado en términos de la relacion de
equivalencia compatible con la ley del grupo G. Existe una estrecha conexién entre las

relaciones de equivalencia compatibles con la ley de composicion interna de un grupo
y los subgrupos distinguidos de éste. El teorema que sigue aclara la situacion.

89.3. Teorema. El'conjunto £ de tudas las relaciones de equivalencia definidas en
. compatibles con la ley interna del grupo 16 *j. 5 coordinable ai conjunic & de
todos los subgrupos distinguidos de (G . ).

Hipotesis) (G , *} es grupo

E= {E;,- J € ; es de equivalencia en G, compatible con * ?

#

G ={ H, / H, es subgrupo distinguido de (}}

Tesis) E es coordinable a G
Demostracion)
Definimos P : E =G mediante la asignacion

eE)=NU) D
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ado N (f) ei niicleo del homomorfismo fi
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* shemos probar que d es biyectiva.

i) Inyectividad.
Sean €,y E,-eEtalesqueE,-#:S,-. ' ,
Como £;y £; son subconjuntos distintos de G2, existe (x ,»)€G tal que

(x,y)€€ A (x.¥)EE;

o bien

e V€L A (x .¥)€EE;

Ruzonamos sobre el primer caso. €5 decir. suponiendo

_sr la compatibilidad de las relaciones

-1

xE ¥y A x€;y

G .
G~ T asociado a la equivalencia €.

de equivalencia, componiendo a izquierda con

(e € e A 07 «)Ei (V' *¥)

Entonces. por Ga

(ylax)Eie & (ViEx)E e

por definicion de aplicacion canénica e imagen del neutro

foT e =fi (=€ n [UTRRE(O=C

Por definicion de nicleo resulta

Fs decir

(7t x)EN(F) A (¥ xx)eNU)

N(f) #NUi)

¥ de acuerdo con (1) e tiene

P(EN*R(E))

En consecuencia P es inyectiva.
ii) Sobreyectividad

Sea

H e G. es decir, un subgrupo distinguido de (G,

definicion. existe un grupo (G’ ,*)yun homomorfismo

Se trata de

f:G=-G tal que
Ny =tt={xeC [ fI=¢}
probar que existe E €k, tal que

$(€)=H

B

=), Entonces, por
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Para esto definimos la siguiente relacion de equivalencia en G

x; Ex; o f(x))=F(x2) m
€ es compatible con ¥, pues
x€x2 AN €y, = f(x))=f(x2) A F(y)=r(y2) =
= f(x)* () =f() ¥ f(y2) =
= f(x; *y1))=f(x2 *¥3)

por composicion en G’ y por ser £ un homomorfismo.
Por (1) resnita

(x, =3,) E(xa *¥2)
Es decir: £ € E, y se verifica
P(E)=N{)=H
Entonces @ es sobreyectiva.
Dei )y ii ) Presulta biyectiva, y en consecuencia
E~G

Notacion

Si £ es una relacion de equivalencia compatibie con la ley del grupo (G , *),y Hel
subgrupo distinguido asociado, escribimos—g- =%, y se tiene el cociente de G por el
subgrupo distinguido H.
Ejemplo 8-17.

Investigamos los subgrupos distinguidos de (Z , +). Si Hesun subgrupo distinguido
genérico, de acuerdo con 1a definicion, existen un grupo G’ y un homomorfismo

f:1-G talque N{(f)=H

Una posibilidad esH = {0} segin 8.9.1.
Si H +# 0} , entonces existe x # 0, tal que x €H, y resulta 0 —x =—x€H,es

decir, en todo subgrupo no unitario de Z coexisten los elementos ponulosx y —x, lo
que significa que en H hay enteros positivos. Entonces, por el principio.de buena
ordenacion, hay en H un elemento minimo positivo, que llamarmos 7.

Consideramos ahora el conjunto A de todos los mitltiplos enteros de #, y afirmamos
que H = A. En efecto

i )Sea xeH:lo dividimos porn'y se verifica
x=n.q%r » o<sr<n

Entonces r=x-n.g (1)
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‘Por definicion, si n € N j}q € Z, entonces
n.g=n+n+...+n 51 g>0
NSRS

q

n,q:(—n)+(-n)+...+(—n) si g<0

N

q
n g=0 si g=0

Es decir. en todo caso n . g € H, ypor i1) resulta r € Hoy siendo 77 el minimo

entero positivode H necesariamente esr = 0, es decir
xX=n.q =x€A

Asi se tieneH C AL

ii ) Sea x€ A. Por la definicién de A se tiene x =n.m con mé€ Z.

Ahor bien
n.m=n+n+...+n si m>0
A o’
mn
n.m=(—n+{n+.. .+(n) s m<@
m

n.m=0 si m=0

En todo caso, se verifica x = n. m € H, es decir, A TH.
Luego H=A.

Esto significa que todo subgrupo distinguido de (Z , +) se identifica con el conjunto

{ 0} . 0 bien con el conjunto de los multiplos de un entero positivo.

$.10. SUBGRUPOS NORMALES ¢ INVARIANTES

8.10.1. Definicion

El subgmpo (H , *)de (G , *) es normal o invariante, si y solo si se verifica

x€G A yeH=x=y*x"'€eH

»

Ejemplo 8-13.

Todo subgrupo de un grupo conmutativo, es invariante.
Sea (H , *) un subgrupo de (G , *), y éste conmutativo. Entonces -

SUBGRUTOS INVARIANTES

VyvVx:xeG A yeH Sxsysx T =xex sy =
=e*y=y€eH

y por definicién

(H,*) esinvariante.

8.10.2. Teorema.Un subgrupo es distinguido si y sélo si es invariante.

[} (H, #) es distinguido = (H , *) es invariante.
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Sea ~ i1 relacién de squivalencia 2n . compatible con ». asociada al subgrups

distinguido H. Entonces

H=N()={x eG/f(x)=e’)= {xeG/x~e
Por (1)
yeH=Y~e¢
Por la compatibilidad
xEG=>x sy ~xse=>x*ry~x=
2xsy*sx ~xsx  2xryxx ~e=
=x*ysx'eH
y en consecuencia (H , *) es distinguido.
1) (H , %) es invariante = (H , *) es distinguido.
Como (H , #) es invariante sabemos que
x€G A yeH=xxy*x"'eH
a) Definimos en G la relacién ~ mediante

Xy ~x:sex *x7 eH A x{' #x;¢eH ()
L]

Se wverifica
i ) Reflexividad.
xeG =x+xteH » xVaxeH =2 x~x
ii ) Simetria.

-1 -
X; ~x;=x; *x; €H A X

1 *x; €H =

-1 -1 o -
=x, *X;*X; *X; €H A Xy ¥ Xp % X7 €eH=

-1 -1
=x,*x, €H A x, *x, €H = x; ~x;

Por (2), por ser H invariante, por G, y definicién (2).

()




Wi FSTRUCTURA DT GRUPO

ity Transitividad
Xy ~ Xg A Xy ~ X3 =
-1 21 -
=Xy ¥ X, €eH A X, #xp €H A X2 *¥X,
-1 -1 -1 -1
=Xy EX, ¥t X, €1H A X, *Xp ¥X, sx3 €H =
" -
=x,*x; €H A X, *x3 €H =x; ~ X3
Por (2), composicion en H, G4 ¥ )
b) ~ es compatible con = en G, pues
~1
Xy ~Xy = x, * x, €H 3 Por (2)

-1 ,
) L
X)Xy KRR cH =x, *(x,

«x ey ' €H 4
1 2 “ i

Pori2) y por ser H invariante.
De(3)y(@)

R -1 -1 -1
Xy Rx, JRX *Xp*X, €eH =

» -3 -1
=x; *{x, * x5 )*xz €H =
4
’ 7t -1
=(x, *x;)*{x;, *Xx, JeH =
= (x; *x))*(xy #x;)  €H
Por G4, G,, € inverso de Ia composicion.
Anilogamente se prueba que
(x, *x;)'i * (x4 *x;)EH
Luego

Xy * X ~ X ¥ X

¢) Como E es coordinable a G, existe un subgrupo distinguido G’, asociado a ~ tal
que

G’=N(f)={xéG/x~e}=H

Luego H es distinguido. .

8.11. GRUPO COCIENTE ASOCIADO A UN SUBGRUPO

%.11.1. Relacion de equivalencia y coclases
Sea (H , ) un subgrupo de{G , *). Definimosen G la relacién ~ mediante.

a~bea+sbeH (1)

1 -1 B
€H A x; *xx3€H =

GRUPO COCIENTE

o
wn
w

Es decir, dos elementos estdn relacionados si y sélo si la composicion del inverso cel
primero con el segurido pertenece a H.
La relacion (1) es de equivalencia pues verifica
i ) Reflexividad

a€G =>a’'*xa=e€H =»a~a
ii ) Simetria.
a~b =a'*beH = (@’*b)eH =>b'xacH =b~a

De acuerdo con (1), por ser H un grupo, por inverso de la composicién.
inverso del inverso, y por (1).

iii) Transitividad.

’

a~b A b~c =a'*beH A b'*ceH =2a’»bxb'*cecH =
=a'+ceH = a~c

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una particion
de G en clases de equivalencia. siendo

Ku=(xeG/u~x}
AN
Ahora bien
u~x =u'*x=a€eH = x=u*a

En consecuencia
.

K.={xeG/x=u*a A aeH}

K, recibe el nombre de coclase a izquierda del subgrupo H en G. Si denotamos con
los simbolos uH y Hu los conjuntos

uH={u *x/er}.
Hu={x *z{/xEH}

entonces es facil verificar que K,, = uH, y el conjunto cociente% es el de las coclases a

izquierda de Hen G.
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8.11.2. Compztibilidad y grupo cociente

o

Sea H un subgrupo del grupo conmutativo G. La relacién de equivalencia definida
en G es compatible con la ley de composicién *, pues

a~b A c~d =a'#*beH & c’«deH =
=g sbxc'xdeH =c'+a’*bxdeH =
=g sy x(brdieH =gxc~b*d

De acuerdy con el teorema fundamental de compatibilidad, existe e:n-—;{i una dnica
ley de com;o/sicic’m }rzterna «' tal que la aplicacion canonica f:G —-r%— es un
epimorfismoyf\ ~G— * ) es un grupo conmutativo.

El conjunio 7. dotado de la ley de composicion inducida, se lama grupo cociente
de G por la relacion de equivalencia {1).

La maner: de operar con las coclases es la siguiente:

@H) = (H) = @) = f@) =fu*vy=@*v)H

Ejemplo 8-19.
Sean el gupo abeliano (R? . +)y el subgrupo H= {(x x)[x€ R}

Geométrcamente, H corresponde a la bisectriz del primer cuadrante. La relacion de
equivalencia (1) se traduce en

(a, ) ~c.d) ﬁ(-—a,~—b)+(c,d)eH e (c,d)=(a, b)+(x.x)
Se tiehe antonces

Koy =@, b)H:{(a +x.b+x)ix6R}

Vamos = determinar la coclase de (1. 2} € R?. A slla pertenecen los pares (¥ . ¥}

que satisfazen {x . »1= (i. .Y +{a.a) con a€R. Resulta el sistema de ecuaciones '

paramétricis
x=1+4

y=2+a

y eliminardo el pardmetro a se tieney —2=x—1,6s decir, ¥ = x + 1, que
corresponge a la recta paralela a la primera bisectriz que pasa por el punto (Q,1).
El conjunto cociente, que representémos a continuacién, consiste en el haz de
rectas del plano cuya direccion coincide con la de la primera bisectriz. Un conjunto de
. indiceses = {0 . v) | ve R} , 0 sea, el eje de ordenadas.

GRUPOS (CICLICOS

S // /_.HzK(n’n)

K(O,u)
K¢o.2)
Tt
L
//’ ,"I // R o 7
/ " g / // p /

En el grupo cociente, la ley inducida es la suma de coclases, y se efectia asi
K(o,v) + Kooy = Kou+er)
O bien
(0,v)H+(0,v’)H=(0,v+v')H

Es claro que la coclase neutraes Ko 0y = H y la opuesta de vH es (—v) H.

8.12. GRUPOS CICLICOS

8.12.1. Generadores de un grupo
Sea S una parte Ao vacia del grupo C.
Definicion
Subgrupo generado por el conjunto no vacio $ € G es la interseccion de todos
los subgrupos que contienen a S. .
Si § es ¢l subgrupo generado por S, entonces podemos escribir
§= n H,‘
H;2S )
donde H; es un subgrupo de G que contiene a S.

Es claro que el subgrupo generado pot S es el minimo subgrupo, en el sentido de
inclusidn, que contiene a S. .

Si § = G, entonces se dice que S es un generador de G.
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Sea H un wbgrupo del grupo finito G. El grupo cociente % , de las coclases a

izquierda de I, es finito y su cardinal se llama indice del subgrupo Hen G.

8.14.2. Teorema Si H es un subgrupo de orden k del grupo finito G, entonces toda
coclase a izquerda de H tiene & elementos.
Hipdtesis) (G , *) es grupo finito.

(H . %) es sibgrupo de (G . ), de orden k.
Tasis) ¢ (ut)= Kk pars todon €G.
Demostracion

Debemos probar que H y «H son coordinables, y para ello definimos

f:H-uH mediante f(a)=ux*a

i ) fesla restriccion de la traslacion a izquierda f,, : G =G al subconjunto H.y
en consecuencia es inyectiva.
ii ) fessobreyectiva. pues para todo v euH existe x =u’ *y. tal que

Fixi=fiu' *y)=usu*x=x
En consectencia, f s biyectivay ¢ {uH) =¢ (H) =k
8.14.3. Teortma de Lagrange. El orden de todo subgrupo de un grupo finito es
divisor dei orden del grupo.

En efecto. si H es un subgrupode G y o (H) = &, por 8.14.2. el cardinal de toda
coclase a izquierda de H es &, y como éstas son disjuntas resulta

stGy=m. k=m.o(H)
Es decir

o{H)io(G)

TRABAJO PRACTICO Vi

822, Determinar en cada caso si el par (G, *) es grupe

a) G={x/’x==2k+] A keZ?>
* es el producto ordinario

b) G={x/x=3k,/\ keZ}
= ¢s la adicibnen Z

) ={a+b\/’"‘f/aeQ A beQ}
= es ¢l producto habitual

d) G;{x/x:Z" A kez}
= es el producto

8-23, Verificar que los siguientes conjuntos son grupos ciclicos multiplicativos, y
determinar sus generadores
i) G={1,-1,i,-i}

i) G={1,z,z2} siendo z=—_;—+1_‘/_3_

8-24. En R " se define * mediante
axb=2ab
Verificar que (.R‘ , *) es grupo abeliano.
£.25, En el conjunto € de los niimeros compleios se considera * definida por
ash=a+b—i
Prabar que (€, =} es grupo abeliano.

&26. En R ={ 0,1} —>R} se define la suma de funciones por medio de
(F+e)(x)=f(x)+g(x)
Demostrar que (R! , +) es grupo abeliano.
&27. Demostrar que (R" , +) es grupo abeliano, siendo R” el conjunto de todas las
- n-uplas de nimeros reales, y la suma definida por
(X1 3X2 5 o 5X) F (P10 V20 oo P)= (X1 Y1, X2 4 Y25 oo X0 +In)
8-28. Formar el conjunto de todas las simetrias y rotaciones del tridngulo equildtero
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..12.2. Grupo ciclico
Sea (G , *) un grupo.
definicion
El grupo G es ciclico si y solo si es generado por un elemento.
Es decir .
Gesciclico ®» 3a€G [ G ={a}

Diremos que el grupo ciclico G, generado por a. es infinito si y sdlo si no existe un
sntaro positivo m tal que amt =axag* *Ra=¢e

3i i1 es el menor entero positivo que venficad” = e, entonces ei grupo G corisisie <
-4« elementos distintos

_se dice que es ciclico de orden n.
Es obvio que el subgrupo de (G . *). siendo G un grupo arbitrario. generado por

s & (. es ciclico.

Definicion
£} elemento 2 € G es de orden infinito siy solo si el subgrupo generado pora es
infinito.
El elemento @ € G es de orden n (natural) si y solo si el subgrupo generado pora
es de orden /.

“iemplo 8-20.

i ) El grupo (Z . +) es ciclico, pues estd generado por el entero 1.y su orden es
infinito. pues no existe ningin nimero natural n que verifique

1+1+...+1=0
1t .. 7

ii Y El grupo (Z,, . +) es ciclico, ya que esta generado por T, y de orden n pues
T4+ ... +1=0.
R B .

8.13. TRASLACIONES DE UN GRUPO

Sea a un elemento del grupo G. -
Definicion
Traslacion a izquierda del grupo (G , *) por el elemento 2 € G ¢s la funcion

£,:G —> G talque fy{x)=a*x

GRUPOS FINITOS %9

Puede demostrarse ficilmente que toda traslacidn a izquierda del grupo G es
biyectiva.
Andlogamente se define la traslacién a derecha.

SiT(G) ={f :G—=>G/fes biyectiva} , entonces de acuerdo con el ejemplo 83,

(T (G) , o) es un grupo, llamado de las trasformaciones de G.
Toda traslacion a izquierda de G es una trasformacion de G, es decir

aeG = f,eT(G)
Si G es finito, entonces el conjunto T (G) es el de permutaciones de G.
Eiemplo 8-21.
Sea G un grupo. Entonces la funcién
g2:G = T(G) tal que g{a)=/f, paratodo 2 €G,

es un morfismo inyectivo de G en T (G). ‘
i ) gesun morfismo pues
Vavb¥xeG:(gla*b(x)=fa,p{x)=axbrx=

=fa [fb (x)]'—"(‘fao fb)(x)

y por definicién de funciones iguales resulta

gla*xby=fo°Jo

iigesl-1.
Sea @ € N (g). Entonces g {a) = f, =ig por definicion de nicleo.
Como
ara=fy@)=ig@=a
Se tiene

axga=a*xe

-
Y cancelando resulta

a=e

Es decir: N (g) -={e} y en consecuencia ges 1 — 1.

8.14. GRUPOS FINITOS
8.14.1. Indice 'de un subgrupo

Sea G un grupo. Por definicién, G es finito si y solo si ¢ (G) = n. Orden de’un gupo
finito es el nimero cardinal del mismo.
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&35.

&-36.

837

8-38.

839

8-40.
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que lo transforman congruentemente, y verificar que dicho conjunto con la
composicion de funciones es un grupo. Formar la tabla.

. Determinar todos los subgrupos en ¢l caso del ejercicio anterior.

Sea H ={(x,, X2, ...,X)ER" [ x;= 0}. Demostrar que (H,+) es un
subgrupo de (R" , +).

Verificar que (R?*? , +) es un grupo abeliano y que (H , +) es un subgrupo,
siendo H el conjunto de las matrices reales de dos filas y dos columnas que
verifican A = — A,

Tales matrices se llaman antisimétricas y satisfacen@;; = —a;; VIV /.

SeanA = R ~{0}y la funcionf: A~ Atal que f(x) = x* . Demostrar que fes
un morfismo del grupo (A, J) en si mismo, y determinar su nicleo y su imagen.

. Investigar si f : A — A definidapor f(x)= x3 es un morfismo, en el mismo caso

del ejercicio anterior.

. Demostrar que £: R* = R tal que f (x) = logz x es un isomorfismo de (R*,)en

R.+).

Sean f un homomorfismo del grupo G en el grupo G’, y H un subgrupo de G'.
Demostrar que su preimagen /™' (H) es un subgrupode G.

Sean (G , *) un grupo con la propiedad siguiente:
VxeG:x*x=Xx
Demostrar que G es unitario.

Si (G , *) es un grupo que verifica x * x = e para todo x € G, entonces es
conmutativo.

Sean (G , ) un grupo y a un elemento fijo de G. Se define

fo:G = G mediante f(x)=d ' *x *a
Dermostrar que f, es un automorfismo en G. Tal automorfismo. definido por
a € G, se llama automorfismo interno.

Demostrar que la. composicién de dos homomorfismos de grupos es un
homomorfismo.

Sea Aut (G) el grupo de los automorfismos del grupo (G , *), con la composicién
de funciones. Demostrar que la funcién

E:G — Aut(G) definida por F(a)= f;
es un morfismo.

. Sea(G , *) un grupo. En G se define la operacion e mediante

gob=Db=*a
Demostrar que (G , ©) es un grupo y que ambos se identifican si y solo si * es
conmutativa.

TRABAJO PRACTICO Viil

1~
=
T

8-42. Con relacion a los grupos del ejercicio anterior, demostrar que la funcién
f:(G,%) > (G,o) definida por f(x)=x’
es un isomorfismo.
8-43. En Q? se considera * definida por

(e,b)*(c,d)=(ac,bc +d)
Determinar si Q° tiene estructura de grupo con .

8-44. Sean S v T dos subgrupos del grupo aditivo (G , +). Se define
S+T={x +y / x€eS A yeT}

.

TN i b agea i T P

Demostiar que S + T ¢s ull subgrupo de G.
;

8-45. Demostrar que en todo grupo el (nico elemento idempotente s ¢l neutro.

8-46. Demostrar que el semigrupo (X , *) es un grupo si y solo si las ecuaciores
x*g=hya=x=bsonresolublesenX. *

847, Sean los grupos (G, *) y (G* , ¥V yf:G -G’ un homomorfismo.
Demostrar que f'es un epimorfismosiy sélo 1 {f)= G'.

848. Sean los grupos (Z , ¥) y (G , *) y la funcidén f: Z —G tal que f(n)=a" con
a € G. Demostrar que f es un morfismo y que su imagen es el subgrupo ciclicode
G, generado pora

849, Sean los grupos (R® . +) y (R* | +). Probar que f : R® — R? definida por
fxy, xa, x3) ={x; - X3 ,Xz —X3)esun homomorfismo. Determinar su nicleo
y su imagen.

8-50, E1subgrupo 11 de G es normal, si y sélo si uH = Hu.

&51. Sean los grupos (G . ) ¥ (G4 . .). Demostrar que la funcion f : G; =G,
definida por f(z) = 2% es un homomorfismo, y determinar N (f) e (/).

8-52. Demostrar que el subgrupo H de G es normal si y slo si la imagen de Hes igual a
H para cada automorfismo interior de G. Tal subgrupo se llama invariante.



Capitulo 9

ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CUERPO.
ENTEROS ¥ RACIONALES

9.1. INTRODUCCION

Con ¢l agregado de una ley de composicion interna sujeta a ciertas condiciones, s¢
enriquece la estructura de grupo abeliano y la terna asi obtenida constituye otro
sistema axioméatico. Se definen aqui la estructura de anillo y el caso paricular de
cuerpo. Lo mismo que ent ol caso de lz estructura de grupo, se estudian sus propiedades
basicas y se introduce el concepto de ideal. Después de tratar la factorizacion en los
dominios de integridad principales, se introducen el anillo de los enteros y el cuerpo de
los racionales.

9.2. ESTRUCTURA DE ANILLO

Sean un conjunto no vacio A, ¥ dos funciones: * y o.
Definicién
Latema(A ,* ,e)esunanillosiy solo si

1. Bl conjunto con la primera ley es un grupo abeliano.
2. £l conjunto con la segunda fey es un Semigrupo.
3. Lisegunda ley es doblemenie distributiva respecto de la primera.

Reformulamos la definicidn teniendo en cuenta que las dos leyes de composicion se

laman aditiva’y multiplicativa, y que s¢ las suele denotar con +y . , respectivamente.

Definicion
Latema (A , +,.) es un anillo si y solo s1
1.(A, +) es un grupo abeliano.
2.(A, ) es un semigrupo.
3. El producto es distributivo a izquiérda y derecha respecto de la suma.
Estas condiciones se traducen en los siguientes axiomas:
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A,: La adicion es ley de composicién interna en A.
YaVh:oeA n hé A =a+beEA

A, : Laadici6n es asociativa en A.
VaVbVceA:(@+by+c=a+(+c)

A, : Existe neutro en A, que denotamos con 0, respecto de 1a adicién
30eA/VaeEA:a+0=0+a=«a
A, : Todo elemento de A admite inverso aditivo u cpuesto.
vaeA,3—ceAlatr{—a)y=(—a)+a=0
A¢ : La adicion es conmutativa
VYavbeA:atb=Db+a

A, : El producto esley de composicion inte;na en A,
vavb:a€A A bDEA =a.beA

A, : El producto es asociativo en A.
VavbvYeeA:(a.b)y.c=a.{(b.c)

Ag : El producto es doblemente distributivo respecto de la suma.

a.(btc)=a.bta.c
VaVvbVeceA: .
(b+c).a=b.atc.a

Si, ademis, ocurre que la segunda ley d¢ composicién es conmutativa diremos que
el anillo (A, +,.) es conmutativo. Si existe elemento neutro o identidad respecto del
producto, que denotamos con 1, entonces se llamard anillo con identidad o con
unidad. Un anillo con identidad cuyos elementos no nulos son inversibles se llama
anillo de divisién.

Ejempio 9.
Clasificamos las siguientes temnas

i J(N,+..)noes anillo, pues no existe neutro para la adicién.

ii)(No , + , .) no es anillo, porque los elementos no nulos de Ny carecen de
inverso aditivo.

iii) (Z , + , .) es anillo conmutativo y con unidad.

“ ) (R, +, ) es el anillo conmutativo y con unidad de las funciones reales

definidas en 1=[0, 1] con la suma y el producto de funciones, llamadas
leyes de composicién punto a punto, definidas en los ejercicios 5-31y 5-36.
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9.3. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS

©,3.1. E! producto de cualquier elemento de un anillo por el neutro para la primera ley
¢ ioual a éste.
Hipotesis) (A , +, .) es anillo.
Tesis) . 0=0.a=0
Demostracion)
Cualquiera que sea x € A, por A; se verifica

x + 0=
Fremultiplicando pora
ga.{(x+0)=a.x
F.or fa distributividad
a.x+ta. 0=a. x
En virtud de A
a.x+a.0=a.x+0
For ley cancelativa en el grupo (A , +)
a.0=0
Andlogamente se prueba que 0 .2 = 0.
Esta propiedad suele enunciarse asi: en todo anillo, ¢l producto por 0 es 0.
9.3.2. En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es igual al

--puesto de su producto.
Por distributividad, A, y producto por 0, se tiene

(—a).b+a.b=(—a+a).b=0.b=0

Es decir

(—a).b+a.b=0
Entonces ~

(—a).b==(@.b)
Dé manera similar se prueba quea. (—b)=—(a.b).

9.3.3. En todo anillo, el producto de los opuestos de dos elementos es igual al
producto de los mismos.

‘\plicando reiteradamente la propiedad 9.3.2., y por opuesto del opuesto, resulta

(*a).(—b): ~la. (—®)=—[—(@.b)l=a. b
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9.3.4. En todo anillo vale la distributividad del producto respecto de la dxferenad
Se trata de probar que (@ —b) . c =q.¢c—-b.c
Por definicién, se sabe que @ — b =a + (— b). Entonces, aplicando Ag y 9.3.2.

(a~b).c=[a+(—b)],c=a.c+(—~b).f=a,c+[-(b"c)]=a.('~*b,c

94. ANILLO SIN DIVISORES DE CERO

9.4.1. Concepto

Fn el ejemplo 5-15 hemos analizado las leyes de composicién interna, llamadas
suma y producto de clases, inducidas en el conjunto cociente de Z por la relacitn de
congruencia module n=3. De acuerde con 9.2 resulta (Zy . +,.) el anillo
conmutativo y con unidad de las clases de restos médulo 3. En los ejemplos 5-15 y
5.16 hemos confeccionado las tablas de la adicién y multiplicacién en Z3 y Z;5. En el
primer caso hemos observado que elementos nd nulos dan producto no nulo; pero en
el segundo caso ocurre que hay elementos no nulos cuyo producto es nulo. En
(Z; . +,.) elementos no nulos dan producto no nulo, y se dice que no existen
dwxsm—es ‘de cero. En(Z, , + . .). en cambio, hay divisores de cerc.

Definicion
El anillo (A , + , .) no tiene divisores de cero si y sblo si elementos no nulos dan

producto no nulo.
En simbolos

(A,+, . ) carece de divisoresde cero @ VxVy:x#0 A y#0 =x.y#0
Equivalentemente, por medio de la implicacién contrarrecipraca se tiene
(A,+, .) carece de divisoresde cero ® VxVy x.y=0=x=0 v y=0

Esto significa que, para demostrar que en un anillo no existen divisores de cero, es
suficiente probar que si el producto de dos elementos cualesquiera es cero, entonces
alguno de los factores & cero.

Negando el antecedente y el consecuente del blcondlcmnal que expresa simbélica-
mente la deﬁmuon resulta

(A,+, . ) tiene divisores decero @ 3x 3y [ x#0 A y#0 » x.y=0

Definicion

El anillo (A , + , ) tiene divisores de cero si y slo si existen elementos no nulos
que dan producto nulo.

9.4.2. Propiedad. El anillo (Z, , + , .) no tiene divisores de cero si y solo si n es primo.
Por definicion, el namero nmatural # > 1 es primo si y sdlo si los tinicos divisores
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naturales que zdmite son 1y . Decimos que 1 > 1 es compuesto si y sOlosin =x. ¥,
siendo 1 <x<n y 1<y<n

) Si(Z, ,+, .y no tiene divisores de cero, entonces z es primo.
Suponemos que 7 €s compuesto, es decir

n=x.y donde 1<x<ny 1<y<n m
Sif: Z -1, es la aplicacion candnica, s& tiene
Fon=fixo
Como Jes un morfiss;w respecto del producto
= fix). £
De acuerda con (1)
f)=% y f(nN=¥.

Ademis, como n ~ 0, por definicion de aplicacion canonica e imagen del neutro
por un homorfismo, es

fim=f)=90
Sustituyendo en la‘gualdad anterior resulta
0=X.7 A x#0 A y#0

lo que nos dice que en Z,, hay divisores de cero, contra la hipdtesis.

11) Si n es primo, entonces (Z, . + . .) no tiene divisores de cero.

Sean ¥ y 7 en Z,, tales que X . ¥ = 0. Se trata de probar quex =0 V |
Por definicién de aplicacion candnica, la igualdad anterior puede escribirse

!
ol

f). () =1(0)

Por ser f un morfismo

£ g eh e FIEEY
Fix vi=jit

¥ por definicion de funcion candnica
x.y~0
Por definicion de congruencia médulo 7

nlx.y

Anticipamos el uso de una propiedad que demostraremos en 9.7.7., a saber: si un
niimero primo es divisor de un producto, entonces es divisor de alguno de los factores.
En consecuencia .

nix v niy
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Es decir
x~0 v ¥~0
En consecuencia

¥=0 v 7=0

9.4.3. Ley cancelativa del producto
£4 of anilie (2 .+ 1 se verifica 1a ley cancelativa del producto para todo elemente
no nulo
g4 h=a.c » a0 =b=¢
En cambioen (Z,2 .+, .)es falsa la proposicién
3.3=3.8=3=8

por ser V el antecedente y F el consecuente. Es decir, en Z;; no es vdlida la ley

cancelativa del producto para todo elemento no nulo de! anillo. La no existencia de di-
visores de cero es condicion necesaria y suficiente para la validez de la ley cancelativa
del producto. .

Propiedad. Un anillo no tiene divisores de cero si y solo si vale 1a ley cancelativa del
producto para todo elemento no nulo del mismo.
I) Hipotesis) (A , +, ) carece de divisores de cero.

x.z=y.z ~ z¥0

Tesis) x =V
Demostracion)
Por hipOtesis es

Por trasposicion en (A . +)
* v ozer.z=0
Por distzibutividad
(x-—yi.o=0
Como no existen divisores deceroy £ #0 resulta
x—y=0
Es decir )
x=y .
lI)Hipétesis)(A .+, )estalquea. c=b». cAcFQO=>a=b
x.y=0
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Tesis) x =0 v y=0

Demostracion)
Suponemos que ¥ % 0. Debe ser necesariamente x = 0.
Por A;, cualquiera que sea z € A, se verifica

z.y=z.y+0
Como por hipétesis x . y =0, se tiene

r.y=z.y+x.y

Por distributividad
z.y=(z+x).¥
Por ley cancelativa, ya que v # 0, resulta
z=z+Xx
Es decir
x=0

Ejempio 9-2. '

En el conjunto R* * ", de todas las matrices reales de # filas y n columnas, se define
la multiplicacion por medio de la siguiente regla: si Ay B son dos matrices 1 x 1, en-
erces la matriz producto C = A . B es tal que el elemento genérico ¢;; es igual a la

suma de productos de los elementos de la fila de A, por los correspondientes elemen-
tos de la columna j de B, es decir

7
ci=aiy. by tan. byt .t by= E: ai . byj

-1 20 2 1 —17
Por ejemplo, si A = 3 0 liyB= 0 4 3j, entonces la matriz
L0 —11 -1 -2 -3

productoC=A.B pertenece a R**3, y es tal que

cy=(=1).2+2.0+0.(-)=-2 _
cpp=(—1.1+2 .44+0.(—2)=17 , etcétera. Entonces

-1 2 0} 2 1 -1 [-2 7 7
C=A.B= ot1l-] 0 4 3= S5 1 -6 -
0 o

-1 14 1 —2 =3 -1 —6 —6

L
Al desarrollar el trabajo practico que se propone al término del capitulo, el lector

poird comprobar que el producto de matrices es asociativo, no conmutativo, con
neutro, y distributivo a izquierda y derecha respecto de la suma.
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El elemento neutro es la matriz identidad T € R**", tal que
‘ a;=1 si i=]
a;=0 si i#]
Es decir, est4 formada por unos en la diagonal y por ceros fuera de ésta,

De acuerdo con lo expuesto, y teniendo en cuenta el ejemplo 5-8, la terna
"X 4 ) satisface

A :AeR™" A BeR™" = A+BeR™"

Ay ((A+B)+C=A+(B+CQ)

A i ANeR™/VAeR™" A+ N=N+A=A

Ay Y AER™™ 3—AeR™"JA+(—A)=(—A)+A=N
As :A+B=B+A

A¢ tAER™" 1 BeR™" = A /BeR™"
A;:(A.B).C=A.(B.C)

Ag :31eR™T /Y ARV A I=1. A=A

As A (B+()=A.B+A.C A~ (B+(C).A=B.A+C.A

(R

Se trata del anillo no conmutative, con identidad, de las matrices cuadradas n x n.
Podemos verificar la existencia de divisores de cero en el caso particular
(R®**?  + ), mostrando que matrices no nulas pueden dar producto nulo. En efecto

_[.] —-11 . _3’__1 0! ,
A=y olFNy B=| Dj#N, y sin embargo
o 0]
= HE
A-B {o 0=V
Ejemplo 9-3. .

: La terna (P (U) , A, N) es un anillo conmutativo, con identidad y con divisores de
cero. En efecto
1. (P (U, A) es grupo abeliano, como estd justificado en 2.11.2.
2. (P (U), M) es un semigrupo conmutativo, con identidad.
3. La interseccién es distributiva respecto de la diferencia simétrica.

ANBAC)=(BAC)NA=(BNA)A(CNA)

La demostracion figura en el ejemplo 2-28.
4. Existen divisores de cero, pues si A y B son disjuntos y no vacios se cumple

A#¢ A B#¢ A ANB=¢
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9.5. DOMINIO DE INTEGRIDAD

Todo anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de cero, se llama dominio de
integridad.

Las ternas (Z . +, ), (R, +,)y(Zs .+, ) son dominios de integridad. Si P
denota el conjunto de los enteros pares, entonces (P, +,.) es anillo conmutativo, sin
divisores de cero y sin elemento unidad:en consecuencia no es dominio de integridad.

'9.6. SUBANILLOS E IDEALES

9.6.1. Concepto de subanillo

Sea (A , +,.) un anillo. Un subanillo de (A, +,.)esuna parte no vacia de A que
tiene estructura de anillo con tas mismas leyes de composicion.
Definicion
El subconjunto no vacio S C A esun subanillo de (A, + . .)siysolosi(3 +les
subgrupo de (A . +), y ademds S es cerrado para el producto.
Resulta obvio que una parte novaciaS C Aesun subanillo de (A .+, .} si y solosi
para todo par de elementosa € Ay beAseverficaa—beAya. bEA.
Ejemplo 94.
Sea a € Z. Entonces el conjunto de todos los maltiplos enteros dea
s="k.a'keZ}
s un subanillo de (Z , +, ).
En efecto,six €S A v €5, entoncesx = k.a n v=k'.a
Luego '
x—v=k g—k.a=(k—k" a=k".a

Es decir
x-vES

Por otra parte
x€S A yeS=x=k.a » y=k.a=
sx.y=(k.a.k).a=x.y=k".a =x.y€S

9.6.2. Concepto de ideal
Sea (I, +,.) un subanillode (A, +, ).

[

SUBANILLOS E IDEALES 273

Definicion
El subanillo I de A es un ideal a izﬁuierda de A siy sélosi
XEA A a€l=x.q6€l
El subaniilo [ de A es un ideal a derecha de A siy s6lo si
ael A xeA=>a.x€l
Definicion
El :xbanillo I de A es un ideal de A si y sélo si es un ideal a izquierda y a derecha
de A.

En ¢l caso de anillo conmutative no es preciso distinguir entre ideales a izquierda o
a derecha.

Las condiciones que se imponen al subconjunto I C A, para que sea un ideal, son las
siguientes

L]

iyi#¢
iiyael ~ bel=a—bel
iify g€l A bel =a bel

iv) ael A xe€A =a.xel A x.a€l

Ejemplo 9-5.

El subanillo S de todes los miltiplos del entero a es un ideal de Z.
En cambic, Z no es un ideal de R,

Todo anillo (A , + . . ) admite dos ideales: el mismo A y {0}, y son llamados
ideales triviales. Todo otro ideal, siexiste, se lama ideal propio no trivial.

9.6.3. Ideal generado por un subconjunto de un anilo

SRS v p . .
Sea § ={x,. X,.....X,  unsubconunto ac vaciv del anilic conmutative A

Tado eslemento de fa forma

‘~a;" x; con 4;€A

WA

se llama combinacidn lineal de los elementos de S, con coeficientesen A.

Consideremos ahora el conjunto de todas las combinaciones lineales de ios
elementos de S, que denotamos por

—S_=,{i§_31a,~.xi/a,~eA A x,fS}
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El conjunto S C A satisféce las siguientes condiciones:
i)S#¢ pues 0=0.x,+0.x;+...+0.x,€8
ii) xeS A yeS =x—ye§

iii) xeS A yeS =x.yeS
iv) xeS A a€A =a.x€S A x.a2€8S

Es decir: (S, +, .) es un ideal de A. Este ideal se dice generado por la familia S.

En particular, el ideal generado por un fnico elemento x € A se llama ideal
principal. Si ocurre que todo ideal de A es principal, entonces el mismo A se llama
anillo principal. Este es el caso de los enteros, que estd generado por x = 1.

El lector puede verificar las condlcxones iii) y iv). A manera de ejemplo
comprobamos ii )

— — n
x€S A ye€S =»x=_§‘a,<.xg A y=,"3‘ b;.x; =
i= i=

=x~—y=2 @.x—b.x) =

L]
sx-y=% @-b).xi=x—y=% ax =

=>x—ye€S

9.7. FACTORIZACION EN UN ANILLO

Sea (A, +,.) un dominio de integridad principal. En este caso, todo ideal de A estd
generado por un Unico elemento.

9.7.1. Miximo comfn divisor

En A definimos la relacidén de divisor mediante
xiy @3JzeAly=x.z

Sid es tal que d 2 yd |b, entonces se dice que d es un divisor comiin dea y d¢ b,
o bien que 2 y b son multiplos ded.

Definicion -
Fl elemento d € A es un méiximo comiln divisor de @ y b si y sblo si d es

-divisor de @ y b, y ademds mdltiplo de todo -divisor comin a ellos.
Es decir ’
dia A dib
d esunM.C.D.deayb &
d’la A d’|b=4d'ld

En Z, tanto 2 como — 2, sonun M.C.D.de 4y 6.

i
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9.7.2. Propiedad. Todo elemento inversible de A es divisor de todo elemento del
mismo.
En efecto, seaa € A un elemento inversible.
Entonces
VxeA:x=x.1l=x@'.a)=

=(x.a"").a

y por definicion de divisor resulta

alx

9.7.3. Propiedad. Todo M.C.D. de los elementos ¢ y b de A es una combinacion lineal
de los mismos con coeficientes en A,
Demostracién)

Sea | el ideal de A generado por los elementos ¢ y b. Como todo ideal de A es
principal, ocurre que | estd generado porun Ginido 2lemento d. Par otra parte, como

a=1.a+0.b A B=0.a+1.5
se tienea €1 A b € 1. En consecuencia, existen p ¥y g en A talesquea=p.dy
b =gq. d, es decir, d es un divisor comiindea y b.
Ademds, como d € I, existen sy  en A, tales que
d=s.a+t. b

Sea ahora d’ un divisor comin de g y b entoncesa=x . d'yb=y. . d"
Sustituyendo se tiene

d=s.x. d'+t.y. d'=@G.x+t.y).d

osea,d’ | d. Hemos probado qued =s.a +¢. besunM.C.D. dea y b.

9.7.4. Elementos coprimos

En Z. los enteros 2 y 3 admiten a — 1 y a 1 como divisores comunes. Estos son los
finicos elementos inversibles en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primos entre si.

Definicion

Dos elementos @ y b de A son coprimos si y sélo si todo comin divisor deay b
es inversible. '

9.7.5. Propiedad. Si dos elementosa y b de A son coprimos, entonces existen sy f en
Atalesquel-s a+t. b i
Demostracion) ’ :
La unidad de A verifica 1]a y 11]5: es decir. | es un divisor comin de @ y b.
Sea ahora d un divisor comun de a y b. Por ser éstos coprimos, d es inversible y
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por lo tanto esdivisor de 1, de acuerdo con 9.7.2. Esto prueba que 1 esun M.C.D. de g
y b,y por9.7.3, existen sy £ en A, tales que

l=s.a+t.b

9.7.6. Elementos primos o irreducibles
En Z, el entero 3 es no inversible y admite tinicamente las descomposiciones
3=3.1 y 3=(3).(—1
donde 1y — 1 son inversibles. Se dice que 3 es primo o irreducible.
Definicion
El elemento no inversible ¢ € A es primo o irreducible si y solo si toda

descomposicidn g = x . ¥ es tal que alguno de los factores es inversible.

9.7.7. Propiedsd. Si un elemento primo es divisor de un producto, entonces es divisor
de alguno de los factores.
Hipotesis) ¢ es primeya i b . ¢
Tesis) alb v 2lc
Demostracion)
Siq | b, nadz hay que probar, porque la disyuncidn de la tesis es verdadera.
Consideremos el caso en que a | b es F. Como a es primo, se tiene que a y b son
coprimos, y por 9.7.5. es

Il=s.a+t. b
Multiplicando por ¢
l.c=s.a.c+t.b.c
Es decir
c=s.a.c+t.a.x yaque a Ib.c=b.c=a.x

Por distributividad

Luego
afe

9.8. ANILLO ORDENADO

9.8.1. Concepto

El anillo (A, + , .) estd ordenadc por la relacion de orden total que indicamos con

"

o G s

ANILLO ORDENADO a3

el simbolo <si y sélo si dicha relacién es compatible con la adicion y multiplicacién

“en A, en el sentido siguiente:

iYx<y=x+z<y+tz
i) 0<x A 0Ly =0<xy
Que el orden es total o lineal significa
€A =x<0 v 0<x v x=0

Si el anillo no es trivial, es decir, si no se reduce al nico elemento 0, entonces los
elementos x que satisfacen la condicién 0 < x se llaman positivos y pertenecen al

subconjunto
At={xeA/0<x}

Los opuestos de los elementos positivos se llaman negativos y definen al
subconjunto !
A'=2;xeAl—~xeA*:}={xeAf0<-*x\_;-

N
Queda caracterizada asi una particion de A en los subconjuntos A*, A~y {0,y en

consecuencia

xXe€A =>x€A* Vv xeA” v x=0

9.8.2. Propiedades. Sea (A .+, .)un anillo ordenado por la relacion <.
1) El producto de dos elementos positivos es positivo.

X€EAT A yeEAT =20<x A O0<y =
=0<xy =xy€eA”
Por definicién de A* y ii ).

En consecuencia, A* es cerrado para el producto.
1T) El producto de dbs elementos, uno positivo y el otro negativa, es negativo.

XEAT A yEA = (U A DS~y =

20y {~ry=20<-xy} = red”
Por ias definiciones de A y de' A", ii ), 9.3.2., y por definicion de A‘:’
HI) El.producto de dos elementos negativos es positivo.

XEAT A YEAT 2 —x€AY A —yeAt =

= (x)(y)eA” = xyeA’

Por definicién de A, III) y 9.3.3. ‘
IV)x<y eyp—xecA*
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En efecto
x<y ex+(Cx)<y +(—x) +0<y—x
Vyx<y A zeAt = xz2<yz
Pues
x<y A zeA*=20<y—x A 0<z =
=0<(y—x)z = 0<yz—xz = xz <yz
BN
V) y<v oa 7€AT = vz <Xz
x<y A z€A = 0<y—x A —z €A =
= 0<(y—x)(—2) = 0<—yz +xz = yz<xz

Nota
La relacién inversa se denota por >,y se define mediante

x>y e y<x

y ambas caracterizan un orden estricto en A.
Un orden amplio y total en A se define mediante

x<y @x<y V x=y

9.9. ESTRUCTURA DE CUERPO

9.9.1. Concepto de cuerpo

Un anillo con unidad cuyos elementos no nulos son inversibles, se Hama anillo de
division. Todo anillo de division conmutativo es un cuerpo.

Definicion
La terna (K , + , .) es un cuerpo si y sélo’si es un anillo conmutativo, con
unidad, cuyos elementos no nulos admiten inverso multiplicativo.

Los axiomas que caracterizan la estructura de cuerpo son
1.(X , +)es grupo abeliano. ’
2.(K={0},.) es grupo abeliano.” /
3. El producto es distributivo respecto de la suma.

Ejemplo 9-6.

La terna (Z , + . .) no es cuerpo, pues los dnicos elementos no nulos que admiten

inverso multiplicativoson— 1y 1.
En cambio (Q, +,.) . (R, +,) (C.+. ). (Z,, .+..), conn primo, son Cuerpos.

-
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9.9.2. Propiedades de los cuerpos

Sea (K ,+, .) un cuerpo.

I) Los cuerpos no admiten divisores de cero.

Seanx €K A yeKtalesquexy=0 ().

Si x = 0, nada hay que demostrar porque la proposicion x =0 v y =0es V.
_ Consideremos el caso x # 0. Por definicién de cuerpo existe x ™" .

Multiplicando (1) por x ™!
xVy)=x"1.0
Por asociatividad y producto por 0 en el anillo, se tiene
‘ 1y=0,esdecirry =0

11) En todo cuerpo vale la ley cancelativa del producto para todo elemento no nulo
del mismo.

Es una consecuencia de 1 y de 9.4.3,

TiI) Si b # 0, entonces la ecuacién bx = g admite solucion nica en K.

Seabx=a con b#0.

Muitplicando por &'

,

bt (bxy=b""a

Por asociatividad y conmutatividad resulta

B! b)x=ab™?
Es decir
lx=gb™!
Entonces
x=ab™!

es la solucién tinica de la ecuacion propuesta. En efecto, sea y otra solucion; esto
significa que *
by =a., ycomo bx=a setiene

by—bx=0=5b(—x)=0

y como b # 0 resulta v — x = 0, es decir,y = x.

Nota . .

El producto de un elemento de K por el inverso multiplicativo de otro no nulo se
denota con el simbolo

'1—-..2_
ab =5

y suele lamarse cociente entre a y b.
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Conjunto de los nimeros enteros es Z = —-1%_—— .

281
IV) El reciproco del opuesto de todo elemento no nulo es igual al opuesto de su En particular .
TECDroCo. .
. = D,...
Du acuerdo con 9.3.3, y por inverso multiplicativo, se tiene Ka.n {(1 1).(2,2).6,3), }
ol Ex=xTx=1 Ka={(1,2,2,3),63,9,...}
Multiplicando —x)~!
plicanio por () | Kea ={2,1),3,2),6,3,...}
=@ NENEDTT=1E0T
L . e La representacion de las clases en N2 es la siguiente
Por asociatvidad e inversos multiplicativos resulta
Ny =(—x)7 fn
V) En todc cuerpo se verifica K. Ky Kaley Kaey Kaa
=X exp=px 61— - - -t ‘,'
y y ’I‘ la-' ’/’ ,11 i ” ‘/K(z‘l)
En efecto sl | I« ’ p , . .
x x' -1 » =1 -1 » s s} » L/ ,” ,’, . .’ LK
= @ xpl=x’ yT e xy =x v e . . . . K PEER )
5 =5 3 y Ty i=xyy, Jdo b S Vs Nl ) ,
« xy =yx I ’," R I B - Kany
L R g e A
¢10. DOMINIO DE INTEGRIDAD DE LOS ENTEROS , AL L L L Ly
2 {. B )(\\ e ’ ,' ,"’ ,’/
9.10.1. Relacon de equivalencia en N S P v; -
q 1l \ . . . i - A i
Et lector hi tenido oportunidad de probar, en el ejercicio 3-25, ia equivalencia de la -
relacién en N? definida por
@.b)y~@¢' . b’) ®a+b’=b+a’ 1 2 3 .4 5 6 N
La clase deequivalencia del elemento genérico ( a, b), es, por definicién . .. .
: A - Eligiendo un tnico glemento en cada clase de equivalencia, se obtiene un conjunto
Koy ::{(’x L V)ENT [ e, v) ~ia . 5)? de ndices i
Ahora bien irz‘;ﬂ{:z 1 GRAS con neN
x.y)~@.b)=xt+tb=y+a X - N?
) ) S - Cada clase de equivalencia se llama nimero entero, y el cociente — es el conjunto
Se presentan tres casos Z de los niimeros enteros.
iYa=b=K ={(x,y)eN*y=x)
) (a,b) {( ¥) [y=x; | Definicién .
i) @<b = K, 4y ={(x NEN? Jy=x+b -—a} Niimero entero es toda clase de equivalencia determinada por la relacion definidd
' . en N2, :
iii) 2>b =>K(,,.,,,={(x,y)EN2'/y=x+a-b} 2
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Frefinicion
Nimero entero O es la clase K¢3,1)-
Entero positivo es toda clase del tipo K¢n 1) conn > 1.
Enterc negativo es toda clase K¢y ) conn > 1.
Para denotar los entzros utilizaremos los simbolos

Kan=0

K(n’”=+(n-l) sin>1

K(x,n)=-("“” sin>1
Asi. K2y = — 1 . K1) =+ 2, etcetera.

9.10.2. Operaciones en N* y compatibilidad

En N? definimos la adicién y multiplicacién mediante
1.(a,bY+(a’,b)y=(a+a’,b+b’)
2.(a,b).(a’.b)= {aa’+ bb’,ab’ + ba')
La relacion de equivalencia definida en 9.10.1. es compatible con estas leyes de
composicidn interna en N*. En efecto

i ) Por definicion de la relacin de equivalencia, conmutatividad y asociatividad
de 1a adicién en N, y por la definicion 1., se tiene

@.h)~@.bH)yrtc.dy~{.d)=
=g+b'=b+a A c+d =dtc =
= (a +c)+(b'+d’)=(b+d)+(a’+(")-_->
s@+c,b+dy~@+c, b+d)=
=(a.b)+(c.d)~(a',b’)+(c’,d’)
ii ) Sean i
@.b)y~@.b)yrc, )y~ .d)=
=g+b'=bt+a A ct+d =d+c’
Multiplicamos la primera igualdad por ¢ y luego pord
ac +bc=bc +a’e
bd+a’d=ad+b'c‘i

Sumando .
ac+bd +ad+bec=bc+ad+aq'c+bd (1)
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Multiplicando la segunda igualdad pora’y porb’
actad =a'd+ac’
bd+bc’=bc+bd
Sumando )
ge+bd+ad +be =ad+betac’+bd (2)
Sumando (1) y (2), después de cancelar resulta
(ac +bd)+(a'd +b¢")y=(ad + bc) +(ae’+bd’)

Dow da i 3 1
Por definicidn de la relacién de equivalencia

tac + bd . ad + bey~f(a'c’ +b'd’, a’d’ + bC’)
Por definicion de producto resulta

@,b) . (c.dy~@,b).(c’,d)

9.10.3. Adicion y multiplicacion en Z

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad existen en ¢l conjunto
2
cociente % = Z dos leyes de composicion interna inducidas, llamadas suma y

producto de enteros, Gnicas, tales que la aplicacion canénica f: N2 —>Z es un
homomorfismo.
Veamos como se realizan la adicion y multiplicaciéon en Z

(=0 . H+f3, D=1, H+3 , D]=r4.5)=01,2)=-1
3 (AN =f(1.4) . FG.D=fI1,4.C.D]I=f07,13)=f1,7)=~6
Hemos utilizado la definicion de aplicacién candnica, el hecho de que es un
homomorfismo y las definiciones de adicion y multiplicacion en NZ,
Es ficil verificar que la adicidn es conmutativa y asociativa en N2, y en virtud del
teorema fundamental de compatibilidad lo es en Z.
Ademds, neutro para la adicidn en Z es 0 = K; 1), pues
Ky FO=F @) 47 (1, D=1, b)+(1, DI=
=f(a+1,b+1)=f(a.b)=K
El entero opuesto de K(g, 5) s K(p,q) pues

Kooy * Koy =/ @ D)@, 0)=f@+b bta)=f01,1)=

=Ky, =0

Resulta entonces que el par (Z , +) es un grupo abeliano.
El lector puede comprobar que la multiplicacion es conmutativa y asociativa en N2,

(a,b)
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y por el homonorfismo canénico estas propiedades se trasfieren a la multiplicacién en
Z.
Neutro parael producto en Zes +1 = K2 1) pues

K(a'b)_K(z‘l)_—_f(a,b).f(’l,1)=f[(a,b).(2,1)]=
=f(a+b,a+2b)=f(a,b)=Kp)

De manera andloga se comprueba la distributividad de la multiplicacion respecto de
1a adicidén en Z
Por lo tants, ia terna{Z , &+, .} es un anille conmutativo v con unidad.
Este anillo marece de divisores de cero. En efecio
Sean los enteos Ky, ¥ Kpxe yy tales que
K(x‘y) . K(x v = T donde !‘(x',y) #0

Por aplicacior candnica
fl, ). y)=1(1,1
Por ser J un hemoemorfismo
Flx, ) (=5
Por producto en N
Flex’+yy’,xy +yx)=f(1,1)
Por definicion de aplicacion canonica
Gex” +yyt x> (L, D)
Teniendo :n cuenta la definicion de la relacion de equivalencia resulta

xx'+yy =xy +yx’

xx' —xy =yx" - yy’

En consecaencia, x = v, y resulta Kc 3y = 0.
Se tiene asi el dominio de integridad de los nimeros enteros.

9.11. ISOMORFISMO DE LOS ENTEROS POSITIVOS CON N

Sea_’Z*' el conjunto de los enteros positivos. Definimos
F:z* =N

mediante la ssignacién F (+2) =«
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Se verifica
i ) F esinyectiva, pues
ta#E+b m>a#Fb = F(+a)#F(+b)

ii) F es sobreyectiva, ya que
vaeN,3+ael” [F(+a)=a

iii) F es un morfismo respecto de la adicion en Z*yenN.
Fit+a)+(+p)=Fl+(a+M]=
mwgd+bh=Fi{+a). F(+b)

iv) F s un morfismo respecto de la multiplicacionen Z" y en N.
Flita) . (+D))=F[+(a.b)]=
=a.b=F(+a).F(+b)

. En consecuencia. F es un isomorfismo de Z* en N, es decir, ambos conjuntos son
indistinguibles algebraicamente y pueden identificarse.

" 9.12. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

9.12.1. Funcién valor absoluto

Es la aplicacion
f:2Z > 2~Z definidz por
e —_%’xsix}()
i=rx)= l—x six <0

Su representacion estd dada por los puntos de coordenadas enteras de las bisectrices
del primero y segundo cuadrantes

' Az-7"
3

e il ni et e
i) )
] i
] 2 i
! P » ]
i 1 ]
i : | :
i : 1 | .
0 H -—--f--- i i
! i i i V- !
R L z
4 + + + + >
-3 -2 -1 0 1 2 3
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;.32.2. Propiecd:des del valor absoluto

1) Todo entero esti comprendido entre su valor absoluto y el opuesto de éste.

—lxl <x<xl
Se presentan tres casos
a) x=0 = —|x|=x=|x|
b) x>0 =>‘—!xl<x=|xl
Q) x<0 = —ixi=x<lxl
ixi<ae = -a<x<a
En efeco

Por )
x<ixi
Por hipdtesis
IxI<a
Por transitividad resulta
x<a )
Multiplicando los dos miembros de la hipétesis por — 1
) —ix{>=—a
Por )
~lxi<x
Entonces, por transitividad
—asx {(2)
De (1) y (2) resulta
—-a<x<a

Hl) —e<x<a = (x|<a
Si x > 0, entonces por definicion de valor absoluto y por hipétesis

Ixl=x<a (1)

Si x < 0, por definicién de valor absoluto, y multiplicando por — 1 los dos

- primeros miembros de la hipotesis

1.

Ix|=—x<a 2)
En ambos casos, (1) y (2), se tiene

Ixi<a

1V) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores
absolutos. .
isis) jx +y <ix{+]|yi

DIVISION ENTERA °

Demostracion) Por 1)
' — x| <x<|x|
—lvisy<iy|
Sumando se tiene
—(xl+iph<x+y<ix{+iyl
Por III) resulta
Ix+yi<lxl +ivi

los factores. , . .
fx.yi=lxl.ixi

La demostracion queda como ejercicio. v basta aplicar la definicion de valor

"absoluto a los casos que se presentan. ’

9.13. ALGORITMO DE LA DIVISION ENTERA

Teorema. Dados dos enteros 2 y b, siendo b > 0, existen dos enteros gy r. Hamados

cociente y resto, que verifican
i)ya=bg+r
i) 0<r<sb
Demostracion)

Como b es un entero positive, se tieneb>1 (1)
Multiplicando (1) por —{a |

—f{aib<—jal
Por9.12.2.1)
. - la! <a
De estas dos relaciones se deduce
—falb<a
En consecuencia
a—[—la}l.b]=0 . @ -

Sea C ¢l conjunto de todos los enteros no negativos del tipoa —xb, conx € Z.De

acuerdo con (2), para x = — |a 1, se tiene
a—xb=a—[—ialb}>0

y en consecuencia C es no vacio.
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Por el principio de buena ordenacidn existe en C un elemento minimo r, para cierto
-valor ¢, de x. Es decir, existen q y r tales que

a—bg=r=>0
Entonces existen dos enteros, ¢ y r que satisfacen
a=bg+r A 0<r 3)
Falta probar que r < b. Suponemos r 2> b; en este caso
r—bZ0 =a—-bg—bz0=a-blg+1)20
a—bilg+ el {4}
Y como
a—bg=a—bg A >0 =a—-blgt+t)<a—bg=Tr (3)

De (4) y (5) se infiere que C admite un elemento menor que el minimo. lo que es
absurdo. Fntonces es 7 < b {3).

Las proposiciones (3) y (5) constituyen la tesis del teorema.

Queda como ejercicio la demostracin de que los enteros g y 7. 2 que se refiere ei
teoreimna, SO GRICOS.

9,14, ALGORITMO DE EUCLIDES

9.14.1. Miximo comiin divisor en Z
El mdximo comin divisor positivo de dos enteros @ y b. no simultdneamente nulos,
serd denotado por
d=anb=m.c.d(a,b)

Para el mdximo comin divisor rige la definicién 9.7.1.
Se tiene

eh A 3mef o w3m6 o —3m4 s Im3
9.14.2. Propiedad. EI mdximo comun divisor positivo de @ y b, siendo b > G, se
identifica con el maximo comin divisor positivo entre b y el resto de la division de a
por b. ’
Sean

A={er/x|a A xlb} ’ .

B={xEZ/xlb A xlr}

MAXIMO COMUN DIVISOR . 289

Siendo
a=bg+tr A O0<r<b .

La propiedad queda satisfecha si demostramos que A = B.
Sea entonces

x€A =xla r x|b=xla A x|lb r x|bg =
=x{b » xla—bg = xib A xir =
=x€B
fuego ACB (D
Sea shora
X€EB =xib » xir=xibg » xir ~ x.b =
=xibg+r A x\b=xla ~ xib =
= x€A .

Esdeciry, BCTA (2)
De(i)viliresulta A=B.

9.14.3. Determinacion del m.c.d. por el algoritmo de Euclides

Sean los enteros ¢ y b, con b > 0. Por el algoritmo de la division existen g, y r,,
tales que

a=bq1 +rl A 0<r1<b

Por9.142.setieneqg * b=5b » r;. Sir, =0, entoncesa » b =5,
Suponemos que r; > 0, y que se¢ llega a un resto nulo al cabo de n + 1 etapas. en
cada una de las cuales se divide el divisor por el resio. Se tiene

b=rg, +r. A 0<r,<rn,
re=rqs try A 0<ry;<ry

L]

Fopws BE 4y T, Oy, <r,
ooy = Tnlnsi
De acuerdo con las relaciones de la derecha podemos escribir
0<r, <rpo 1 <rp-3<...<r3<r; <ry <b
donde los sucesivos restos disminuyen y son enteros no negativos. Por consiguiente se

llega a un resto nulo, que aqui hemos supuesto 7,,+.
Teniendo en cuenta 9.14.2. resulta

a » h=b A ry=rp A r;=...=rt,y » rpy=r, ~ 0=r,
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s decir, el méximo comin divisor positivo de dos enteros no simultineamente
nutos, es igual al tltimo resto no nulo que se obtiene por la aplicacion del algoritmo de
fyatides
srelides,

1 esquema de las divisiones sucesivas €8

1 q2 q3 Adn Qn+1
a b r rg | -eemcmmmtc Tn-1 ry
rn 2 I3 Tn 0

Fiemplo 9-7.
i ) El cociente y resto de
-7 |3
5 =TT
= =3
es negativo, el cociente y resto satisfacen

1a division de — 7 por 3son— 3 ¥ 2

ii } Si el divisor
a=bq+r
0<r<ib!

Asi
7 =3
1 -2

ifi) El m.c.d. de 6060 y 66 por divisiones sucesivas se obtiene asi
91 i a4t
6060 166 154 11216
120 { 12 61| 0
54

Luego -
6060 A 66=06

9.15. NUMEROS PRIMOS

Como (Z,+,.)esun dominio de integridad principal trasladamos a este caso la

eoria desarrollada en 9.7.

9.15.1. Enteros primos o irreducibles

nefinicion
El entero no nulop #* 1 es primo si y s6lo si 1
son+1,—1.py~—I :

os Gnicos divisores que admite

NUMEROS PRIMOS

Definicion
Dos enteros son coprimos si y sélo si su maximo comun divisor positivo es igual
al.
Ejemplo 9-8.
entonces es

i }Si un nimero primo es divisor de un producto de dos factores,
divisor de uno de ellos.
Estd demostrado en 9.7.7.
i) Si un nimero es divisor de un producto de dos factores. y primo con uno de
ellos. entonces es divisor del otro.

cigh A a@yc coprimos =cib

Demostracion)
Como ¢ y ¢ Son Coprimos, sé tienea ~ c=1. *

Por 9.7.5.
t=sa+tc =

= b =sgh +tch = b=sqc +thc =

= b={sq+tbn' = cih

iii) Si dos enteros coprimos son divisores de un tercero, entonces su producto es

divisor de éste.

Hi‘p()tesis) ain

bin
a » b=1
Tesis) e bin
Demostracion)
(1)

* ain > n=ax

Como
~ bin = blax

ysiendoayb coprimas. por ii ) resulta
bix = x=by

De (1) y(2)
n=aiby)=(ab)y

"Osea abin
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9.15.2. Fgctorizacién en Z

Teorema. Todo entero mayor que 1 puede descomponerse en el producto de I por
fustores primos positivos. Salvo el orden en que se consideren los factorss, esta
descomposicion es tinica.

Hacemos uso del segundo principio de induccién completa, cuya demostracion se
pide como ejercicio. Este principio establece

Si Yh<m:P(h) = P(m), entonces P(n)esV, ¥neN.

Consideremos ahora la proposicion

P (a) : “El entero @ > 1 puede descomponerse en un producto de factores primos
POsivos”,

Suponemosque P{f) 25 V para todo i < a {1}

Debemos probar que P(a)es V.

St @ es prime, nada hay que demostrar.

Si @ no es primo, entonces

a=bc con b<a A c<a

Por (1), P{£)y P (c) son proposiciones verdaderas., y por lo tanto

5
=1 L p’i siendo p y p!” enteros primos positivos.
i=

o
i

ﬂ ~

i

2

LY

=1

Luegoa=bc=?r1p,—,donden=r+s.
i=

Entonces: P{a) es V.
Tal descomposicion, salvo el orden de los factores, es Gnica. Si existieran dos
descomposiciores se tendifa

Aa=p1P2..-Ban=q142-.. 84
Como p, es primo y p,la, por 9.7.7.. se tiene P1ig; en consecuencia, p, =q;. ya

que son primos positivos.
Por ley cancelativa y conmutatividad

Pz Pz . Py

*

G4, dm

1‘:

Soapivs de ordenar of segundo miembiro pasa que o sea ¢ primer facior.
Reiteramos ¢ proceso hasta agotar los factores primos de un miembro. en cuvo
caso quedan agotados los del otro. Entonces m = n y la descomposicion es anica.

9.15.3. Teorema de Euclides. Exister infinitos nimeros primos positivos.
Hipotesis) S= { p,/p, es pnmo A pi>0) .

Tesis) S es infinito.
Demostracién)
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Suponemos que S es finito. Entonces

S={pl s P20 !prl}
_— 1 .
=(ded

Sea

Por9.15.2. 3 pjeS!pjla

Si p; = a. entonces existirfa un nimero primo mayor que todo p;. lo que es
absurdo.

Sea
piFa=a=p m » m>li
Luego
. m “k T pl
i=1, /
y como
T p;=p;.q ,siendo g= 7 p,;,
i=1 i=f
se tiene
pim—piq=1
O sea

pim—@)=1=pll =p==x1,

to que también es absurdo.

9.16. EL CUERPO DE LOS RACIONALES

9.16.1. Relacion de equivalencia en Z X Z*
SeaZ* =1 ~': { f‘ af cunjunto de fos enteros no nuios. Consideramos
7Zx I* = w TEPES P o

Es decir. la totalidad de los pares ordenados de enteros de segunda componente no

nula.
En Z X Z* definimos la siguiente relacion

(@a,b)y~ @ ,b')y«ab' = ba' (1)
Esta relacion es de equivalencia, pues verifica
i ) Reflexividad.
@,b)eZXZ*=>ab=ba=(a,b)~(a,bh)
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ii) Simetria. . . 7+
, ’ ’ ,, b : AR ' : ' ﬂ 1 14 17 3 ' ' ,NL
@, by~ @, b)=ay=ba > ab=ba= @, b))~ @, 0b) O B S S S A Rt RE S Sl
N AN ) ! t anod ' v
ane At ) * ! . 1 ! l ’ |
iii) Transitividad r--—b p-- 1 ; ! boofalll : Lo
. r--- ‘__—.1_-.\_._-_5___...._~_|~»,_«*-L-- LA ‘———'-’—..
i : AN “\ ' : ! II’- : ’,‘ :— —: /’f 1=
» » ' i ! 1 1 s i
@ b~@.bya@,p)~@ ,b)=@, b~ @ b” i St ' s . Loty
y s s 0 » St Sxbuial St wie S Tabiat Rl Rl Sl : - : =
) . : ! ’i‘\\ .: \\ X H i .t I'L ;‘I Ty “""?""l- - —":-- 2
e . [ : ; S \\: : 1 :,’ vl '}'/ ' 2
Se cumple trivialmente si alguna de las primeras componentes es 0. R R T iutat et uliains iy P izl 4207
- . - l\‘ -.; T :‘-‘-- =7 o
S2q el caso en que ninguna es 0. Por (1), y ley cancelativa después de multiplicar, se . ; H AN : N M v : ,/:’ = 3
tiene RG-S TP S J N o’ e Lo
. IR SR NIE IR W S e .
T TR PR A A e
; » » ’ " »” » * R s ¥y ! : I " .~ I’/ 3 7 :
@.by~(@, b)yat b))~ @, b)y=ab’=ba Aab”=bu" = I T S INRLY N S48 v s T tagd Do
R, . ' o y g cTTTeTTT e NGk i ety dtoh A
b d b =bE B " mab =ba" = (a,b)~ @ b7 T RS SN s et A
3 e POSYES
S S T T Aot SN N S S
Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una particién de : ; i T N * X ' X ;
. - PR RN S BN 1 '
Z < Z* en clases de equivalencia, cada una de las cuales se llama ntmero racional. et S PELly S NN ; \ : . .
La clase de equivalencia de un elemento genérico (2, b)es ; R T P T —,’,"ﬂ_ BN S muiait da i ik
s s - L | ~ 4
\ : R et T I A O
Kiopy = {(x MEZXZT | (x.3)~@.0)] B T L o & 2t (e i e i Rk
’ s / ! I A B A NN t : f
) -‘—1-"—,‘-*-l:-_t— AR ' o N i . t
Se tiene AR zf [ j‘?---4’""‘-"'-“"1""i"""'"""'
. - i 4 i i N *
x,y)~@,b)y=bx=ay R }” : v i E S S : :
. . ; ) T‘_;i—-_t—--n_mf—‘_" SEEE EEEE S aleihe Sl
En particular ; R v ' b N ;
~ i N
Kz = {6, y)€ZXZ® [ y=2xp={{x,2x) [ x€2%) CATTTITT SRt S N R
. N . 1 ¢ $ | N
i I § ¥ t [l & . ! AT
1 Y / i 1 N .
donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resutta R S '{'" Sy Sk hit Al R EEEE Il S :“"'\*‘“
i 1 ' i | 7 s 0 3 ] ] l\\ 3 :\-
. 3 E. T =2 =
Kiypy={ror s (22,9, 1,=2, 1, =D (1,2,2.9,63.6), . . 3 ! 3 I
L]
Andlogamente ’ . . . .
. \ U.ﬂ conjunto de indices estd dado por la totalidad de los pares (p . q) de elementos
. Ko.1y= {(O,y) | yez*) - coprimos, tales quep €Zy g€ Z™.
~ Definicion
Es decir 4
) Nimero racional es toda clase determin i6 i i
) _ . ada por la relacién de equivalencia
km)-{..,,(0,—2),(0,—1),(0,1),(0,2),(0.3),,..} - ' definida en Z X Z*. *
Conjunto de los nitmeros racionales es el coci i6
C el cociente de Z X Z* por la relacion de
Es claro que, dado un elemento de ZXZ*, sus equivalentes se obtienen multipli- equivalencia : P
sando ambas componentes por todos los enteros distintos de cero.
. : ZXZ*

~.

La representacion de las clases de equivalencia es la siguiente : Q=



256 ESTRUCTURA DI ANILLO Y DE CUERPO.TNTEROS Y RACIONALLS

Para denotr los ntimeros racionales, es decir, las clases K, 4y de acuerdo con la

definicién delconjunto de indices, se escribe -%’ .

9.16.2. Opericiones en Z X Z* y compatibilidad.
En Z X Z*definimos la adicion y multiplicacion mediante

1. (@, by+(a" . b)y=(ab"+ba’, bb)
24, bBy A by=dan BE)

Es simple h verificacion de que estas leyes de composicion intemna en Z X Z* son
asociativas. conmutativas, y la segunda distributiva respecto de la primera.
Por otra parte, la relacion de equivalencia definida en 9.16.1. es compatible con la
adicién y muliplicacién en Z X Z*. En efecto
i ) Por h definicion de la relacion de equivalencia en Z X Z*

(@ by~@.dy »~ @.b)y~(@' . &Yy =ad=bc rnad =b"’
Multiplicando estas igualdades por 'd’ y bd, respectivamente, tenemos
adb’d’ = beb'd” A a'd’bd = b'c’bd

Sumando

adb’'d’ +a'd’bd = beb'd’ + b'c’bd
Por distributividad en(Z , +, .)

(@b’ + by dd’ = (cd’ + dc’) bb’

Por definicion de la relacidn de equivalencia en ZXZ*

ab’ A ba', by v ed Fde’ ddT

o,

Por definicon 1., de adicidn en Z X Z*
@.by+@, b)y~.H+'d")
Lo que pueba la compatibilidad de la relacion de equivalencia respecto de la
adiciébn en Z X Z*
ii ) Aplicando la definicién (1) de 9.16.1., la conmutatividad y asociatividad del

producto en Z. nuevamente (1) y la definicién de producto en Z X Z*,

resulta
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@, b)y~E,b’) A (c,dy~(’,d’)

y

ab’=ba’ A cd’ =dc’
4

ab’ed’ = ba'dc’

I

(ac)(b'd’) = (bd) (a’c’)
$

{ac.bdY~(ac", bd’)
¥

ig. by e di~a 8y e d"y

Es decir. vale la compatibilidad de ~ respecto del productoen Z X Z*.

9.16.3. Leyes inducidas en Q

Dado que la relacion de equivalencia 9?16.1 es compatible con las leves de
composicion interna definidas en Z X Z*, de acuerdo con el teorema fundamental de
compatibilidad. existen en el conjunto cociente Q dos leyes de composicion interna
inducidas, llamadas suma y producto de racionales. Unicas, tales que la aplicacion
canédnica f : Z X Z* - Q es un morfismo que preserva las propiedades.

. La realizacion de la adicion y multiplicacion en Q es la siguiente:

2 5
(_ ?) t g =Kzt =f(—2,3)+f(5,6)=

=f=2.34(5.0]=F(.19=7(1.O=Kq.5= +

-

~

) =29 56, 6=71(-2.3).65,6)] =

=f(—10,13)=f(.-5,9)=_.g~

wlto

L
de acuerde con la definicidon de aplivacidn candaica, ¢ homomerfismoe v las
derintciones de adicion v multiplivacion en 2 X £7.

Por el msmo reorema fundamental. fas operaciones mducidas en  son cone
mutaiivas y asociativas. Ademds. la multiplicacion es distributiva respecto de I
adicion. .

Investigamos la existencia de elemento neutro para la adicion en Q. Se trata de
determinar, si existe, K,, ,, tal que cualquiera que sea K, 5, se verifique

K@) + Ky =K n

Por definicion de aplicacién candnica

fla,by+f(x,y)=fla,b)
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Por ser f un homomorfismo )
Fl@. o)+, »N=1@,b)

Por adicidonen Z X Z*
flay +bx,by)=f(a, b)

Por definicién de aplicacién canénica

(av +bx,bv)~(a.b)
Por9.16.1.

ahv + hx = ghv

Cancelande en (Z , +) se tiene b2 x = 0, y como b # 0 resulta x =0, y en
consecuencia neutro para la adicién en Q. es
0

Koy =7

Inverso aditivo u opuesto de K, ) €5 K(—a,5) Ya que
Kooy *Kicamy=fla. D) +f(—a. b)=
=f{(a.b)y+(—a.b)]=flab—ab, bb)=

Q
=f(0 ,bb)=f{0 » 1) = K(O.l) = T

Concluimos asi que (Q , +) s un grupo abeliano.
Con relacion a la multiplicacién en Q, ya hemos visto que es una ley de
composicién interna asociativa y conmutativa. Existe elemento identidad o unidad:

Ky = -11- y todo racional no nulo K¢, »; admite inverso multiplicativo o

reciproco K¢, 4y:la comprobacién queda como ejercicio.
Entonces (Q — {0} , -} es grupo abeliano.
Teniendo en cuenta, ademds, la distributividad de la multiplicacion respecto de la

adicion, resulta -

(Q,+..) elcuerpo de los nimeros racionales.

9.17. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE Q EN Z

Con Q, denotamos el conjunto de los racionales de denominador 1, es decir, todas

las clases del tipo K(g 1) = % ,dondeae Z
Es ficil comprobar que la aplicacion
Q-7

+ i o e v
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que asigna a cada elemento de Q,, el numerador, es un morfismo biyectivo respecte de

la adicién y multiplicacion, . ,
Esto significa que los conjuntos Q, y Z son isomorfos y, en consecuensia,
identificables algebraicamente.

—|n
]
=

En virtud del isomorfismo escribimos

9.18. RELACION DE ORDEN EN Q

9.18.1. Concepte

De acuerdo con la eleccion del conjunto de indices hecha en 9.16.1., todo racienal
puede representarse como una fraccién de denominador positivo.
Definimos en Q la relacion < mediante

T Q. SN xv <yx’ ()
Y y
Es claro que
04{— & 0<x « xp=0.

La relacion (1) satisface las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva: ademds
es total. En consecuencia (1) caracteriza un orden amplio y totalen Q.
La relacién < es compatible con la adicion y multiplicacién en Q, en el sentido

siguiente

< +

o=

a <

<

< d

o=, Ale

a
>0 =?-b'

alo

a ¢
ST NT

La justificacion de estas proposiciones se deja a cargo del lector. Ademis

. E__ gi A £—
d>0®0 7 dsﬁﬂ

Resulta entonces que la terna (Q , + , .) es un cuerpo ordenado por la relacién <
En consecuencia, son vélidas las propiedades de los anillos ordenados demostradas en

9.8.2.

9.18.2. Densidad de Q

Definicion
(Relaci6n de menor)
a ¢ a _ ¢ a c
—_— — — < —_ —_— —_
F<T ®*H<qd N BTd

d
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Definicion .
Un cuerpe K es denso respecto de la relacién <siy solo si
x<y = 3dzeK[x<z<y
Propiedad. E! tonjunto Q es denso con la relacién <.

Se trata de probar que entre dos racionales distintos existe otro. Para esto demostra-
mos que, sumando los numeradores ¥ denominadores de dos racionales distintos, se
obtiene otro comprendidd entre los mismos.

Hipétesis) . ¢
2 & L
b d
Tesis) 4 a ‘e <L
i b b+d d
Demostracion)
a 4 o
5 < = Por hipotesis
3
ad < be Por{1)de 9.18.1
4
ad +ab <tk +ab A ad +cd <bc +cd Por compatibilidaden(Z, +,.)
¥
a(b+d)<bla+e) A (a+c)d<(b+d)c Por distributividad en (Z , +,.)
§
a i t+ce a+c ¢ )
g ~ = P de 9.18.1
Y bvd < d or(1yde 9.1
!y
a a+c c .
"y < v < a Por transitividad

Ejempio 95, .

iing consecuencia inmediata de la propiedad anierivr, s decis, de fa densidad de Q,
es que entre dos racionales distintos se pueden intercalar infinitos st <l orden esti
dado por la rehcidn <. ‘

Es claro también que no existen dos racionales consecutivos.

Podemos aplicar reiteradamente el teorema anterior ‘en los siguientes casos:

i ) Proponer cuatro racionales entre —;—- y %—
Resulta
1 3 5 7T .9 2
’3_<8<11<14<17<3

—
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Otra intercalacién es

1 _4 . 3_8 5 _2 .
5 <13<%<79 <1 <3
3 3
i) ldem entre -5Y5
Se tiene
3 4 1 3
-5 < -3 <-l<m 5 <0< 5

9.19. NUMERABILIDAD DE Q

En 6.2. hemos introducido el concepto de coordinabilidad o equipotencia entre
conjuntos. De acuerdo con 6.3.2. sabemos que‘un conjunto es numerable si y solo si es
coordinable a N. En el ejemplo 6-1 hemos demostrado que Z es numerable. Nos
interesa llegar ahora a Ja conclusién de que Q también es un conjunto numerable. Con
este propésito enunciamos a continuacion las siguientes propiedades que se proponen
como ejercicios en los Trabajos Pricticos Viy iX.

1) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.

A~N A Mesinfinito A MCA = Mesnumerable

I1) La unién de un ndmero finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a dos. es
numerable

n
A~ N A del, A A;NA;=¢sii®j= X A, esnumerable.
X n 1 ¢l

i=1

I) La unidn de toda familia numerable de conjuntos finitos, disjuntos dos a dos es
numerable.

o
A~1g 8 AnA;=¢sii#®) = I A, esnumerable.
: i=

iV La umidn ge toda familiy numerabie de conjunios gumeradies, disjunios dos ¢
dos. ¢s numerable.

o0
A~ N~ ANA=¢sti#E] = 2‘ A; es numerable.
i=1

Con estos elementos de juicio vamos a demostrar que Q es numerable, en las
siguientes etdpas

i ) Q" es numerable.
Demostracion)
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Sea 1a sucesion de conjuntos
n .
A= {—;— /neN} con ieN

Cada A; es coordinable a Ny en consecuencia es numerable. Por ejemplo

1 2 3 4 ;
A3={——- -, = ’—";_"”} )

333377
132 acuerdo con TV) resulta numerable el conjunto ¥ A
i=1
Al prescindir de las fracciones reducibles resuita el subcunjuilc ¢, que e
sumerable por 1), ya que consiste en un subconjunto infinito de un conjunto
aumerable.
ii) Q" es numerable, por ser coordinable a Q"

iii) Q es numerable.

En efecto, si denotamos con + la unién en el caso disjunto, tenemos
. PR
Q=Q"+Q+{0;

Y teniendo en cuenta 11 y el ejemplo 2-6 resulta la numerabilidad de Q.
Noma

Los conjuntos numeéricos infinitos tratados con cierto detalle hasta ahora, a saber:

N, Z, enteros pares, enteros impares, enteros primos, ¥ Q, son todos numerables, es
decir, “tienen el mismo namero de elementos”. Pero no todo conjunto infinito es
coordinable a N; en efecto, esta “47adicion” no se mantiene en el caso de los mimeros
reales, conjunto que estudiaremos ¢n el capitulo 10, donde llegaremos a la conclusién
de que R es no nuinerable.

9-10.

9-11.

9-12.

9-13.

9-14.

915,

9-16.

TRABAJO PRACTICO IX

En Z° se definen la adicién y la multiplicacién mediante
o,y ALY =(eRxT v EY)
(x.v).{x",¥y)= {xx",0)

Verificar que (Z? .+, ) esun anilloy clasificarlo.

Si{A,+)esun grupo abeliano, v se define ’

- A? > A talque g. b=0 ,entonces (A ,+,.) esun anillo.
En Z° se consideran la suma habitual de pares ordenados y el producto definido
por (a,b).(a",b")=(aa’ ,ab’ +ba’)

Comprobar que (Z® ,+,)esun anillo conmutativo con identidad.

SeaA=<rxeRj’x=a +b2ra€el r sz}.Comprobarque A esun

anillo conmutativo y con unidad con la suma y el producto ordinarios de
ntimeros reales. Investigar si admite divisores de cero.

Con relacion al anillo del ejercicio anterior, verificar que
f:A— A talque fa+bV2)=a~ bV 2
es un isomorfismo de A en A, respecto de la adicién y de la multiplicacion.

EnA= { 0.1.2, 3} se definen la adicion y multiplicacion mediante las tablas

1
0
1
0
1

Comprobar que (A,+, Jesun anillo no conmutativo y sin identidad.

Demostrar que la interseccion de dos subanilos del anillo (A , +, ) esun
subanillo.
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9.17. Por defiricion, el elemento x del anillo A es nilpotente si y solo si existe n € N tal
que x"=x.x...x =0, Demostrar que el iinico elemento nilpotente de todo
dominiode integridad es 0.

9-18. Demostar que dos enteros son congruentes modulo n si y sdlo si admiten el
mismo rsto al dividirlos por 2.

9.19. Demostnr que en todo anillo ordenado se verifica
i)ae<b = bK< -a
ii)aeA = 0<4d’
9.20, Sea ¢ arillo ordenado {Z , + ). Demostrar
i yie—vizixi—iyi
i )firt ~ vl <lx oyl
i) zly A~ y#0 = {x|<|yl

9.21. Sea A un anilio. Demostrar que I = {x EA/mx=0nArn EZ} es un ideal de A.

9.22. Demostar que todo anillo de divisién carece de ideales propios no triviales.

9.23. En R* s consideran la suma ordinaria de cuaternas ordenadas y la multiplicacion
definida por

(ay,a; ,43 ,34).(by , b2 , b3 ,ba)=(cy ,c3 ,03,¢4) siendo
¢, =a,b, —aby —asb; —asb,
¢y =ayb, +azb, tash, - asb;
¢y =ayby vaszh, tasby —arb,

cs =a,by +agh, +ayb; —azb,

Verificar que R® es un anillo de division no conmutativo, con identidad
(1.0.0,0). Se trata del anillo de divisién de los cuaterniones.

Ea algunos textos se considera la existencia de cuerpos no conmutatives. v en
consecuencia se habla del cuerpo de ios cuaterniones.

1Y

9.24. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en {Zs . + . )
Ix+Ty=
{3x+3y=3
9.25. Demosirar que si dos enteros cOprimos son divisores de un tercerc, entonces su
producto también lo es.
9-26. Demostrar en (i 4L )
med (@a,by=d ~ alc ~ blc = gbicd

[
?
]

e 4

souin

9-27, Expresando todo entero positivo en la forma n =

9-28.

9.29.

9-30.

931

9-32,

9-33.

9-34.
9-35.
9-36.
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10 d + u, donde u denota la
cifra de las unidades y d el nimero de decenas, demostrar los siguientes criterios
de divisibilidad

i) 2lu=2in

ii) 3ld+u=3{n

i) 11ld—u = 1l|n
Determinar el m.c.d. positivo por divisiones sucesivas, en los siguientes casos

i 110324 v 146 i) 21. 3423

31560 .~ 123 w) 215, 15,328
En ¢ anillo ordenado de los enteros se verifica

alb ~ (bl<a =b=0

Demostrar que el cociente y el resto de la division entera son unicos.

,
Expresar el m.c.d. positivo de los enteros a y & como una combinacion lineal
adecuada de los mismos, sabiendo que se identifica conr,.

Por definicion. el entero m es un minimo comun muitiplo dea y b si y sélo si
iYaim ~ bim
iiyal m' A bl m’ =>mlm’

Sia y b son enteros positivos y d y /m denotan respectwamente el mcd.yel
m.c.m. positivos, entonces se verificad . m=a. b.

Demostrar que si @ y b son enteros congruentes médulo n, entonces a* es
congruente a b¥ para todok € Z”. :

Demostrar que (R"*" , +,.) es un anillo.
Demostrar el segundo principio de induccién completa citado en 9.15.2.

Demostrar que si ac es congruente con be modulo n, y ¢ es coprimo con 7,
entonces g es copgruente con b médulo a.

47 Sea 22 ap entern positvg. Por definicion. ¢ ;.x}ﬂ!-.!iu“ N E N da Lg% u4na

clase completa de residuos médulo # 51y solo si cada elemeﬁm perzenece auna
clase de equivalencia determinada por la congruencia mddulo 1 en Z.
Asi. los enteros — 3. 5 y 7 constituyen una clase completz de residuos modulo 3,
pues—3€0,5¢2 y7€l . ’
Demostrar
i ) n enteros constituyen una clase completa de residuos modulo n si y sélo si
dos elementos distintos cualesquiera no son congruentes médulo n.

ii)Si @ y n son coprimos y {al. a, . .., a,.} es una clase completa de
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residuos modulo n, entonces {aa,,, adg,, ..., aa,,} es una clase completa
de residuos médulo a.
9-38. Demostsar el siguiente teorema de Fermat: si el entero primo p no es divisor de
a€Z,entonces a? ! es congruente con 1 médulo p,
9-39. Sean los enteros 4, b y n, tales quen €Z*y a'y n son coprimos. Demostrar
i ) La ecuacién de congruencia ax = b (mé6d n) tiene solucidn.

ii ) Dos enteros son soluciones de la ecuacién si y sélo si son congruentes
médulon, .

iii} Si n es primo, entonces x = 2" ~2 p es solucion.
9-19. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias

i) 3x=7 (méd 4)

ii) x-6=0 (méd12)

i) ~2x=12 (méd11)

9-41. Sea (K, +, ) uncuerpo. Si b # 0, entoncesab ™' = % Demostrar

b
D F e
i) £ %:%‘C’T
S = =

9~42. Demostrar que lainterseccion de dos subcuerpos de K es un subcuerpo.

9-43. Sea (Q, 4+, .) el cuerpo ordenado de los racionales. Demostrar

(£
neN A x€Q" A yeQ ' =x"+y"> —(-J—c;—;:z)——
. on-
9-44. El simbolo Q (+/3) denota el subconjunto de nimeros reales del tipoz + b V/3,
siendo ¢ y b niimeros racionales. Investigar si (Q (v3) , +, .) €s un cuerpo.

9-45. Sean (K , +, .) un cuerpo y » un entero positivo. Se definen

0.e=0

l.e=e ’

n.e=ete+ ... +e sin>1
donde e es la unidad del cuemo.

-

Demostrar

i) (nx) (my) = (nm) (xy) donde n y m son naturales y x e y son elementos
de K.

ii) (ne) (me) = (nm) e

s

P et
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946, Por definicion, el menor entero positivo p que satisface pe = 0 se llama
caracteristica del cuerpo. Demostrar )
i )Si p es la caracteristica de (K , + , .), entonces se verifica px=10
cualquiera que sea x € K.
ii ) p es primo.
9-47. Sip es la caracteristica del cuerpo K, entonces se verifica:
(x +p)P =xP +)°
9-48. Sea (K , + , .) un cuerpo ordenado. Por definicién, K es completo si y sélo si
todo subconjunto no vacio y acotado de X tiene supremo.
Por otra parte se dice que K es arquimediano si y solo si

0<x<y =3xeN/nx=y
Verificar que Q no es completo y si es arquimediano.

949, Demostrar
i ) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable.

ii) La unién de un nimero finito de conjuntos numerables, disjuntos dos a
dos, es numerable.

9-50. Demostrar
i ) La unién de toda familia numerable de conjuntos finitos disjuntos dos a
dos, es numerable.
ii) La unién de toda familia numerable de conjuntos numerables, disjuntos
dos a dos, es numerable.



Capitulo 10
NUMEROS REALES

10.1. INTRODUCCION

De acuerdo con el método genérico empleado hasta ahora, se estudia en este capi-
tulo el namero real siguiendo dos viss alternativas: los encajes de intervalos cerrados
racionales, y ls cortaduras de Deadekind; se mencionan, ademis, los pares de
sucesiones monbtonas contiguas de racionales. Se liega a establecer que (R, +, Jesun
cuerpo ordenado y completo. Asimismo, se encaran con cierto detalle la potenciacién
y la logaritmacién en R. Se demuestra, finalmente, que R es no numerable.

10.2. EL NUMERO REAL

10.2.1. Ecuaciones sin soluciones en Q

La medida de la hipotenusa del tridngulo rectingulo cuyos catetos miden 1 es V2.
nimero que satisface la ecuacion

»—-2=0 )
Demostraremos que si un racional es raiz de (1), entonces dicha raiz es entera.

En efecto, w3 LA Q raiz de (1), ¥ p ¥ g COpAMOS.

%

&
Entonces
2 - -
%rwzzoépﬁ):qlzgz}plzzqa _’,,qzlp,.
Ahora bien

g\ rg lpff=qlp=alp.p
y siendo p y q coprimos, por 9.3 ii) resulta q Ip y en consecuencia g =% 1, es

decir—p— eZ.
q

my
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Por consiguiente es vdlida la implicacion contrarreciproca: si la ecuacién (1) no

admite rajces enteras, entonces dichas rafces no son racionales.

Precisamente (1) no tiene raices enteras, pues
VaeZ:la|<1 =a* ~2<0
vaeZ:lal=>2 =»a*—2>0

y én consecuencia carece de raices racionales, es decir, v/ 2 ¢ Q.
Situaciones de este tipo plantean la necesidad de ampliar el conjunto Q, de modo

que una parte del nuevo conjunto, que llamaremos R, sea isomorfa a Q. La via que
elegimos para este fin es ¢l método de los intervalos encajados de racionales, a través de
los cuales se tiene una representacidn geométrica do interés intuitive, y, como
alternativa, el de las cortaduras de Dedekind.

10.2.2. Encaje de intervalos cerrados racionales
*
Definicion
Intervalo cerrado racional de extremosa y b (siendo a < b), es el conjunto
¢
{a.B]={
De acuerdo con 9.18.2, el conjunto {z , b] C Q es infinito, porque entre dos
racionales distintos existe otro, salvo el caso ¢ = b en que el intervalo se lama
degenerado y se reduce a un Gnico elemento.
Amplitud del intervalo cerrado [a , b] es el mimero racional b —a.
Sucesion de intervalos cerrados racionales es toda funcién f, con dominio N,y cuyo
codominio es e} conjunto de todos fos intervalos cerrados racionales.
Una tal sucesion queda determinada por el conjunto de las imdgenes

b}
xeQ ! a<x<h;

[al ’0;],[02 »a;]: van 7l.an 9a:l]’ e

donde f(m= [a,.a,]1CQ

Eempio {01,
Los cuatro primeros términos de la sucesidn cuyc elemento genérico es

1 17 . :
EZ-* T 2 4+ T _| son los intervalos cerrados racionales

v (2.4 0550 52

y su representacion en un sistema de abscisas es
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97 5 0-

2L 2 Ej

<3 > o, jemplo 10-2. 1 |

.1: —o—1} S o La sucesién [2 -5 2+ T] define un encaje de intervalos, pues

wjwe
VR )

7

4 i ) Es decreciente. Debemos probari ¢ N = [;4; C ;. .
En efecto

Esta sucesion es tal que cada intervalo estd contenido en el anterior, es decir

3 s 5 7 x €l =='x<-:[2w———,.1 ,2+'."‘1‘-"'“] =
v [3.3] 2[5 3]

1 1 1 1
=2 - e S —~ = 2=
mativo por el cual se dice que es decreciente. it 1+ 147 T+i
Ademds, la correspondiente sucesion de amplitudes a; — a; es convergenie a 0, ya i : - 1 3 1 1
- =< - -2 L L T =
Qe = i vl o 2< i1 7 T :<Y_:< T
3 -1 =12 1 1 r 1 13
_ =2 o x<2+ — Bx€ - 24 - =
5 3 _ 1 i i L i) is
2 2 =>xel;
7 5 2 " .
+T-3°3 ii ) La sucesion de amplitudes es convergente a 0.
. g ) Sea € > 0. Hay que determinar 7, tal que
A ) n>n, =a,—a, <&
Es decir, a partir de cierto indice, todos los intervalos de la sucesion tienen hora bien N .
s . - ot . s - ~
amplitud menor que cualquier ndmero positvo, prefijado arbitrariamente. . @, —a, < E= ( 1 4 __'1}_ b — (2= __Plz_ ) < E =
- N .
La familia| 2 — _Tl', 2+ -1-'§ con i € N es un encaje de intervalos cerrados de 2 2
L i il =< E=n> =
racionales, concepto que precisamos a continuacion. €
Definicion Afirmamos que V € > 0,3 ng = —% tal que
Encaje de intervalos cerrados racionales es toda sucesion de intervalos cerrados :
racionales [2;, 2;} C Q, coni €N, que satisface las siguientes condiciones: - n>n, =4, -2, <8t
. L)
i ) Es decreciente, en el sentido de que cada intervalo contiene al siguiente En efect
1 giecto
ieN = [a;,a]]2 [a5s1 . aiun] 2 1 £
. ; ny ==Lt
O bien . £ n 2
' ieN = Iy, CJ; siendo Li=1{a;,a < .
w1 CL i=la,al _ | =>2+‘—’-i-<2+%-/\ 2—%>2—% =
ii ) La sucesion de amplitudes es convergente a 0. . ) - .
, ' B 2 £ €
V8>0,3n°(‘€) | n>n, =a,-a,<E& = (2+ — ) —(2-7 - <(2+—-2- —\2-—-—2— =
Es decir, prefijado cualquier niimero pasitivo €, es posible determinar un nimero § =a, -, <E

1y que depende de €, tal que para todo indice de la sucesién que supere a ng ocurre

) 0 Analizamos algunas cuestiones de nom i ]
que la amplitud del intervalo correspondiente es menor que £ . s enclatura en conexion con rlos encajes ¢

intervalos cerrados racionales.
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Sea [a; , 6] con i € N un encaje de intervalos cerrados racionales. Entonces se

verifican las condiciones
iYL LD DD
i) imampl 1,=0
oo
Los extremos inferiores a; de los intervalos del encaje
por defecto, ylos extremos superiotes 2 1, aproximaciones p
Se verifica que las primeras constituyen una sucesion
efecto, sea f > L

Por definicidn de encaje se tiene i; T},

i

se llaman aproxinaciones
0T eXCeso.
creciente de racionales. En

y como a; € §, resulta g; € I;, es decir. g; S g, S 4’y por la definicion de L,

Luego
Jo>i =g Ky

En consecuencia

a, <ay <a; S R N

lo que nos dite que la sucesion de aproximaciones por defecto es creciente.
Andlogamente se prueba el decrecimiento de 1a sucesion de las aproximaciones por

€XCes0

P I- 1 L. T

De modo que un encaje de intervalos cerrados racionales es equivalente a un par de

. { . .
sucesiones { a,-\} v ia,-’ } de racionales, que verifican
i ) Condicidn de monotonia.

-
11

$ ai\} es creciente
L

{a ;} es decreciente

iiYieN = a;<¢g;
i1y Coadicidn de contighidad.

K

O
FI

A el o
YO o Tl G -5

4,

a < £
g, < &

Se dice quel & }y {a; }constituyen un par de sucesiones monGtonas contiguas de

racionales. : .
Si los intervalos son no degenerados, de la condicio

n i ) se deduce que toda

aproximacién por defecto del encaje es menor que cualquier aproximacion por exceso.

Distinguimos tres casos
1Li=] = a<d =a<q
.i<j=a;<qg A g<da =a;<qg

Ji>j=q<ai A a’;<aj = a;<4qf

-

ENCAJES Y RELACION DE EQUIVALENCIA

v
-
)

Se tiene la siguiente representacion geométrica de un encaje de intervalos cerrados
racionales

«

v

n
2
n

A
e
v

4
o
A\

= I,
=

-
e

L.a interseccion de todos los intervalos del encaje puede ser vacia ¢ no en Q. En 2f
caso del ejemplo 10-2, se tiene

O 2e]=(3

.

En cambio, el encaje asociado a las aproximaciones racionales de V2 tiene
interseccion vacia en Q
ey .a}]=1.2]
fa;.a3]=11.4,1.5]
[as,a31=11.41,1.42]
fa,,a31=[1.414,1 .415]

10.2.3. Relacion de equivalencia en el conjunto de los encajes
de intervalos cerrados racionales. El nimero real.

Sea A el conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales. Cada

elemento de A es una sucesion decreciente de intervalos encajados. que denotamos con
fa..a’ 1

En A se define 1a relacidon ~ mediante
{a;, a;]~[b; .b;1 & a;<b; ~ b <a ViV {1}

Es decir, dos encajes de intervalos cerrados racicnales estdn relacionados si y sélo si
las aproximaciones por defecto de cada uno no superan a las aproximaciones por
exceso del otro.

La relacion definida en (1) es de equivalencia, pues satisface
I. Reflexividad.

[a;.a]le A = a;<a] A a;<a; = [a;.a;]~]a;, a]]
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1L. Simetrfia.
la;, 2]} ~1b; . bj] = a;<b N bj<a; =
- by<a] r 0, Sbj = {b;, bj1~1a;. ail
I11. Transitividad.
lar. all ~lb;, b} A 1B B ~en el =
= [o;. ]~k - i)
Nemostracion)
Debemos probar

’

vi.vkia <cly nep S A

. o
Suponemos que exisien dos fndices m y . tales que du, > (2)
Por hipétesis '

;. a]) ~[b; . b1 =i ¥/ a<h =
= Vjiam <b; 3

;. b1 ~lek el = Vi v k¢ by <oy =
= Vi b <c, 4)

Grificamente la situacion €s

dm

PR

c

PS— — b

De(3)y (4

A/ b;Za,,, A bj‘écn

Restando miembro a miembro

s

Vj:bj—bjZam ~Cn
y tomando € < a,, —cn,resulia
Vb —b;>E€

En consecuencia [b; . b’;] no es un encaje. contra la hipotesis.
De acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia, existe una
particion de A en clases de equivalencia. cada una de las cuales se llama numero real.

OPERACIONES EN R

Definicién
Namero real es toda clase de equivalencia determinada por la relacién (1) enel
conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales.
Conjunto de los niimeros reales es el cociente de A por la relacion de
equivalencia.
La notacién a = Ky, o;) denota el nimero real asociado a la clase de equivalencia
del encaje [a;, a/].
Un real se Wama racional si y sélo si el encaje representativo de su clase tiene
interseccién no vacia. Si tal interseccion es vacia, el real se llama irracional.

Definicion
Nimero real O es la clase de equivalencia de todo encaje cuyas aproximaciores
por defecto no son positivas, y cuyas aproximaciones por eXceso no son

negativas. s
. I A | 11 . . .
El encaje -~ T [ todos los equivalentes a él, definen el nimero real 0
(9
es decir
0=Kr 1 1
Lol
Definicion

Un nimero real es positivo si y sélo si todos los encajes de su clase admiten
alguna aproximacion por defecto positiva.

Un nimero real es negativo si y solo si alguna aproximacion por exceso de todos
los encajes de su clase es negativa.
En simbolos

a<0 @ a=Kggj/3a<0
a>0 = o¢=K|a,.,a;.113 a;>0

10.3. OPERACIONES EN R
10.3.1. Operaciones en A '

En el conjunto A, cuyos elementos son todos los encajes de intervalos cerrados
racionales, definimos las operaciones habituales.
1. ADICION.

la;,a}+ [bi, b))= [a, +b;,a;+b;)

La suma de dos encajes se realiza sumando las correspondientes aproximaciones por
defecto y por exceso. . .
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Esta defiricion satisface las condiciones que caracterizan un encaje de intervalos. En
efecto
i ) Monotonia. Por ser [a;, ai] y [b;, b{] encajes, se verifica

a,»<a;.,, A bigbii'l

Luego
4+ By ajey by h
Andlogamente
y T by Sl + b (2
Sea ahora

xe[ai?l +bl*! ,ai'-c»l +b:’+1]

i+ +b:*l ‘C<at+l +bi+l (3)

De (1),(2)y (3) resulta
g +h;<x<a+ b/
O sea
€la; + b;,a] +b]]

En consecuencia

[@iy +bieq .0l y + bl 1C [a; +b; 0] +b]]

ii ) Contiguidad. Sea £ > 0. Por ser ial . bi] vla;, b{] encajes, existen ng y ny
talesque

n>n, =ap—a,< 5
U xal = b b,

~ . i e}
Paran > ng=max« ngy . ng ;se tiene
S 4

a,’,~—an<,€T ¥ b,',—b,,'(*g-

Sumando
’ N
2

(@) +b,) - (@, +b,)<2. = =€

1. MULTIPLICACION. El producto de dos encajes queda definido por
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a)  la,ai].1bi,bil=laib;,aibl] si >0 y b,>0,v,

b) [a,-’.a,-'].[b,-,b}]:[a,-’b;,aib{] si >0y Bi<0,V,

O layail. 6. bi1=15,5]) si [6, b1~ [~ L]

1 l
Procediendo como en el caso 1, se prueba que las definiciones Il definen encajes de
intervalos.

Ejemplo 10-3.
Determinar {a suma v ol producto de los siguientes pares de encajes

i) i H 17
‘ =272 )
11
[ " AT
Resulta
,“ L 1, 1
la-ail +[bibil= S~ - 15 » 5+ F + 5]
Por otra parte, como
3 2 1
“whi=6-F - * e
3 2 1
ab—_- — e —
Rt A TS T}
se tiene
S ik bz r 3 2 i -+ w:)’i 2 ,.:_3_.”1‘7
S L i e S T A A T U SRS T U T
. o 1 1
i) {a; .4/} .= (2= 72 +T}
R ” 1 17
{bi,bi};‘i{:“ T3t
Se tiene -
3
loc i1+ b= [-1— 2 —1+ 2]
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Y de acuerdo con Il b) el producto es
la;,a] . 16:,b]]=ab; ,a;bi]=

T 3 2 1 3,2 17
SRR A I
= R i,l]
,.I:_.G_t, w6t = -

pues ¢; >0 ~ b; <0

iii) Si las aproximaciones por defecto de ambos encajes son negativas, la
multiplicacién se reduce al caso Il a) de la siguiente manera

{élg.a‘;l. [bl ._b;}:{~d;. asI-{ b .- bii

Asi
; 1 117 i 17
B = I D I, e

i i I 3¢ H o4
™~ r in}
=21 :+—1,~].%3~—17 3+ L1 =

i i N i i
= 0*—"/—‘4"% .6+i+ .Ig
i I 14 1 -

Si a partir de cierto indice las aproximaciones por defecto son positivas, el
problema se reduce a los casos anteriores considerando

{d“ (1:] .{b,‘ .b;l=[dj .d’;] . ij ,b_;]
siendo,parai<j, ;<0 ~» >0 A 5;>0
Si los encajes son, por ejemplo

o ! 5 5 .5 .7 5 .5 .5
[“3,-}.i——3+ ,ﬂl.[—3+°2—+—z,2-%.[—34'?4'—[4"‘5‘.;{....

IR

5 7 8 10 11 13 .
RPN N N ENE

ol producto se realiza a partir de i = 3 aplicando 11 a).
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10.3.2. Compatibilidad

La relacion de equivalencia definida en 10.2.3. es compatibie con la suma y el
producto definidos en 10.3.1. Lo demostramos para la adicion

[aisa;]~[bjab;] -'-'—'?tligbj, A b,éa,’

s » ::
lei,eil~ld; 4] = ci<d} A d;<c;

-_->tl,""‘(.‘igb}-’"diy A bj +dj€ﬂ;+ C‘f:
=laite,ai+c]~ b +d, b +dj}=

‘
e T 2 JET SIS I 3 A 20 ST I J 11
g U S B S AT S | *{'{'isbjl*l“j ydj}

10.3.3. Operaciones en R

Por ser la relacion de equivalencia 10.2.3. compatible con la adicién v la
multiplicacién en A, de acuerdo con el tebrema fundamental de compatibilidad,
existen en el conjunto cociente R sendas leyes de composicidn interna, llamadas suma
y producto de reales, Gnicas, tales que la aplicacidn candnica f: A—R, es un
homomorfismo. Esto nos dice que para operar con dos reales se considera un encaje en
cada clase de equivalencia, y se opera con éstos en A. Luego se determina la clase
correspondiente al encaje obtenido.

La adicién en A es asociativa y conmutativa. Estas propiedades se trasfieren a los
reales con la suma. .

Neutro para la adiciénes0=K [ 1 11 pues Va= K{a;a;1 se verifica
T
a+t0=0+a=Kjg 4+ K

L

1
=f({af,a:1>+f(f— % : ID

1.

Sl [-3 . 3]) =s(laF i 4]

=f({a, ;ED =Kig;a =

i

1 ; 1 .

Pues[di- T oat ';'} ~ [a;, a;]
Inverso aditivo u opuésto dea=Kpg, a5 s —@=K{—a; -
En efecto g
at(—a)=(—a) +a=Kg, a) +K{—g},—g) =

=f(apalD +F{—a;, a;)=fF([a; —a;, a]~a;]) =
1A
~r([=+.7]) =0

En consecuencia (R , + ) es grupo abeliano.
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Lor otra parte, el producto en A es asociativo y conmutativo. Estas propiedades son
vilidas en R. Neutro para el producto es

1=Kig,on talque Pl A ajdl

Asi 1=K[1—11+l] y s tiene
i
B-1=1.8=Kpbjy-Kf_L 1s = Kibibiy =F

Todo real no nulo admite inverso multiplicativo. En efecto, dado
= R{a.«,a}! >4 con PR >0

! = esel reciproco de . pues

entonces o =Kr;

=1

i

a.a!=a' .a=K; 3
id

fai
dl- '

2

5]

Luego (R —’ D) . . Y es un grupo abeliano.
Andlogamente ‘se prueba la distributividad de la multiplicacion respecto de la
adicion en R, lo que confiere a la terna (R, + , ) estructura de cuerpo.

Ejemplo 104,
Si
a=K{qg;,a}1 <0
entonces
-1
o =Ke s a3
L @’ al
Sea
1 1 —2i—1 —di+1
o= -2 2ep] = [T ]
Se tiene

b

i

: . =1 -
y s =Ky s
IRIE T B

El encaje asociado a esta clase es

.11 r_=2 =21 [:_3_ =31
[1 3]’L3 IR |

2 ot =—

<

En este caso a=—

CORTADURAS LN Q i

10.4. ISOMORFISMO DE UNA PARTE DE R EN Q

Sea Rq el conjunto de los nimeros reales definidos por clases de equivalencia
asociadas a encajes de intervalos con interseccién no vacia en Q. La funcién

f:Rg—Q
que asigna a cada elemento de Rq el nimero racional correspondiente es un morfismo

biyectivo respecto de la adicién y multiplicacion, y en consecuencia es un isomorfismo
que permite identificar algebraicamente a los conjuntos Rq ¥ Q.

16.5. CUERPO ORDENADQC Y COMPLETO DE LOS NUMEROS REALES

En R se define la relacién < mediante
a$BeIy=0/f=a+ry
Esta definicion caracteriza un orden amplio y total en R, compatible con la adici6n
y multiplicacion, es decir

i) e =at+ty<f+y

i) a<B » Y20 =>ay<f7y
‘La relacién < se define de la siguiente manera

a<B e a<s<f A aFf
En R se verifica la propiedad de Arquimedes
0<a<f=3neN/B<na

Por otra parte, R es completo en el sentido de que todo encaje de intervalos reales
define un Gnico ndmero real, y en consecuencia, todo subconjunto no vacio de

nimeros reales, acotado superiormente, tiene extremo superior.
Las condiciones anteriores conducen a la siguiente proposicion: el cuerpo (R , +, )
2s ordenado, arquimediano y completo.

18.5. CORTADURAS EN Q

10.6.1. Concepto

Introducimos ahora un método alternativo para definir el ndmero real a partir de Q,
basado ¢n las cortaduras de Dedekind.

Definicion
El subconjunto A C Q es una cortadura en Q siy sdlo si verifica
i) A#¢o A A#Q
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i) xCA » y<x=ypyeA
i) xeA =3 yleA [ x<y
La condicidn i ) significa que una cortadura en Q es una parte propia y no vacfa de

Q. Lo iii) queda especificado que A carece de maximo.
Es claro que toda cortadura en Q caracteriza una particién de Q que denotamos

mediante {A , A“} . Los elementos de A son cotas superiores de A.

Eiomplo 10-5.
Lus siguientes subconjuntos de Q son cortaduras

DA=/xeQ x<-;—

. i . . . .
£n este caso - € A° es el extremo superior de A, es decir, el primer elemento del

coriunto de las cotas superiores de A.
A= QuUOIUlxeQT jx? <2}
4 .
i.as condiciones i ) y ii ) se satisfacen obviamente. Comprobamos que A carece de

m.x:mo utilizando la funcidn de Dedekind
f:Q-9Q definida por

o x (x? + 6}
fxy=y="3ires
) ) _ x{x*+6) X +6x—3x*-2x
I St T i 3xT+32 -
4x —2x°  2x(2-x%)
3x2+2  3xT+2
2 2 2
n) yz_z__{_.(_x_+_(z)_7=
Bx?+2)
_ X (x*+36+12xH)-209x" +4+12x%) _
T (3 x? +2)°
xbx*+12x2-8 _ (*-2)°
- (Bx*+2) (3x*+2)°

iii) A fio tiene mdximo. En efecto, sea
x>0 A x€eA =2x'<2=x?-2<0
Siendo x > 0. de acuerdo con i )y ii ) se tiene que

~

y-x>0 A y-~-2<0
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Es decir
JyeA | y>x

En consecuencia, A carece de maximo.
De modo anélogo se prueba que B no tiene minimo.

10.6.2. Propiedad. Si A es una cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor
que todo elemento de A°.

xX€A A yeA® = x<y

En efecto, si fuera v <x, como x € A, entonces por la condicion ii ) de la definicion
resultaria ¥ € A, lo que es contradictorio con Ia hipesis.

Fjemplo 10-6. .

Todo racional ¢ determina una cortadura en Q, definida por

A={er fx<a}

El nimero  se ama frontera racicnal de la cortadura v se identifica con el minimo
de A, En el caso b) del ejemplo 10-5, no existe frontera racional.

10.6.3. El ntimero real

En el conjunto de todas las cortaduras en Q se define la siguiente relacidén de
equivalencia

A~B «+ A=B

Las clases de equivalencia se llaman nimeros reales, y por ser unitarias se las
identifica con la correspondiente cortadura, es decir

. KA‘—:A

Suele utilizarse la notacion K4 = q.

En este sentido podemos decir que nimero real es toda cortadura en Q. Si la
cortadura tiene frontera racional queda definido un real racional, y en caso contrario el
real se llama irracional. La cortadura b) del ejemplo 10-5 define al nimero irracional
VI . .

Los conjuntos de los nimeros reales racionales y de los reales irracionales son,
respectivamente

e -
R, =CA; | A; escortadura A A tiene mfnimo}
N

7 v . .. ’
R T¢A:;/ A; escortadura A Aj carece de mmxmo}
1 ks
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La cortadura definida por el nimero racional 0 es el nimero real 0
0= {x €eQ / x< O}

10.6.4. Relacibn de orden en R

Sean A y Blas cortaduras correspondientes a fos ndmeros realesay §.
Definicion
a<fp e ATB ~ AFB
Definicion
El nimero real @ es positivo si y solo st 0<a
Se verifica que la definicion anterior determina un orden estrictoy total en R.

106.5. Adicion en R

Sean A y B las cortaduras que definen a los numeros reales & y §. £l conjunto
A

C={a+b;‘aeA A beB}

P

es una cortadura en Q.
En efecto

i ) Por definicion,esC# ¢
Ademis. como existesni x € A° A y € B, por 10.6.2.5¢ tiene
a<x A b<y =a+b<xTy > x+ygC =>x+yvel
Luego C° # ¢ y en consecuencia C#Q
ii ) Sean ‘
xeC ~» y<x. Entonces x=a+b | aeA A DeEB.

Comsideremos 2 € @/ v =2 % b Como y < x s tiene
sihogabh mr<a > zEA VIESUl yetC

diyxeCox=a+btalesquea€AnDbe B. Por ser A una cortadurd, existe
zeAtalquez >a,yen consecuencia existe y =z + o en €, tal que y > x.
El namero real y correspondiente a 1a cortadura C se lama suma de acy £, v puede
escribirse - ’
atB={a+b/ach A beB)
La definicion propuesta caracteriza una ley de composicion internaen R, asociativa,

con neutro igual a 0, .con inverso aditivo para todo elemento de R, y conmutativa. O
sea (R . + ) es grupo abeliano. :

ORDEN EN R
La cortadura correspondiente al opuesto de a es
B=—-A= {x €Q [ - x escota superior no minima de A}

10.6.6. Multiplicacién en R

Dados los ntmeros reales no negativos « y 8, definidos por las cortaduras A y B,
respectivamente, consideramos el conjunto

c=R-ulah facA » beB A a30 A b>0}

Procediendo como en 10.6.5. se pruebs que C es una cortadura en ¢ ¥ el nimers
real que se obtiene se llama producto deayf.
Esta definicion se completa de la siguiente manera

ﬂ‘:i'—laliﬁ\si(a?O A B<O) v (a<0 A £20
Ujal ifisia<0 A B<O

Se demuestra que esta ley de composicion interna en R es tal que (R— aOF ,.)es
grupo abeliano. y ademds, distributiva respecto de la adicion. es decir, (R . +..) es un
Cuerpo. '

Por otra parte, la relacion de orden definida en 10.6.4. es compatible con la adicién
y multiplicacién en R.

Es de advertir que la operatoria con niimeros reales sobre la base de cortaduras es
inadmisible; en este sentido se recurre al método de los intervalos o de los pares de
sucesiones mondtonas contiguas. La ventaja de las cortaduras es esencialmente tedrica.

10.6.7. El cuerpo ordenado de los numeros reales

El orden definido en 10.6.4. es compatible con la adicién y multiplicacién en R,
pues verifica

i) a<g = aty<B+y

#) GCef gy =ey<8y

Demosiramos la primena tenicndo an cueatd que
a<f = atry<pry
Si fuera

aty=f+7y

Por ley cancelativa en (R, +), resultaria @ = § , contra la hipotesis.

Luego

a+ty<f+7y
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10.6.8. Densidad de Q en R

El conjunto Q es denso en R, pues entre dos reales distintos existe un racional, es

decir
a<lB=>3reQ [ a<rg
Por definicion 10.6.4.
a<lf=>ACB A A#B =
= 3beQ [beB » bé¢A

a
b

[ A
.

1

)

v

B .

c ot

Sear>& » reB.Considerando la cortadura R asociada a 7. como

reB A reR=RCB» R#B =
=r<g (1)

Por otra parte

beER A DdA=2ACR A A#R =

=a<r (2)
De (1) y (2) resulta

3reQ / a<r<§g

10.7. COMPLETITUD DE R
19.7.1. Concepto
Nos proponemos demeostrar que R es completo; 1o que equivale a afirmar que todo

subconjunto no vacio y acotado de R tiene extremo superior en R. Esta propiedad no
es vilida en Q, pues el subconjunto no vacio -

A:{xedfx2<2}cq

carece de extremo superior en Q.
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10.7.2. Teorema de Dedekind. Si { A, B} es una particién de R que verifica
‘aed A BeB = a<f
entonces existe y es Unico el nimero real ¥ que satisface
asy<f YaeAd V3eB

A B R

a) Existencia.

Sea C=A4nQ={xeQ/xed’

( es una cortadura en Q. En efecto ,

i) Por ser {4, B} una particién de R, es
‘ A#¢ =>3x€Ad [ xeQ = AN Q#¢ =
=>C#¢.

Ademids. si B € B ~ x ¢ B, entonces x € A cualquiera que sea a € 4, pues a< 3.
Luegox ¢ C.y como x € Q, resulta C # Q.

ii) xeC 4 y<x = 3a€d | xeA =

=3Jaed [ yeA =yeC
iii) xéC = 3a€Ad [ xeA =

= 3yed | x<y =>yeC

Resuita, de acuerdo con 10.6.1., que C es una cortadura en Q, y en consecuencia
gueda probada la existencia del nimero real 7.
b) ax<y<g Vaed VYBeB
Es obvio que « < ysPor otra parte, si existiera 3 € B tal que 8 < v, entonces existiria
x€eQtalquex e C A x€B. .
Ahora bien
xeC = 3aed | xeA

y en consecuencia 8 < a, contra la hipétesis.
c) Unicidad. Supongames que y y v satisfacen las condiciones del teorema, siendo
¥ <7v'.Como entre dos reales distintos existe otro y”, se tiene

N

“y<7”=’7”€BL
{

. ~ANB#*¢
Y'Y =7y'€d’

lo que es contradictorio con la definicion de particion.



NUMEROS REALES

Una consecuencia inmediata del icorema es que A tiene méximo, o bien B tiene
minimo, pues

yeR = veA Vv yeB =y eselmdximo de 4, 0 v esel minimo de B.

Ambas situaciones no pueden presentarsc, pues A N B = ¢

10.7.3. Teorema. Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene
extremo supericr.

Dado = X 2R definimos
A= yeR / y<x & XxeX

y sea A = B.

Se tiene. entonces, que ningin elemento de A es cota superior de X.y, en cambio,
todos los elementos de B son cotas superiores de X. El teorema se reduce a probar que
B iiene minimo. Observamos primero que A y B satisfacen las hipétesis del teorema de
Dedekind

) X#=¢p =3 xeX
Luego
y<x =yeEA = A#¢
Por otra parte, como X estd acotado superiormente,
JyeR/xeX=>x<y =yeB = B*¢

Estas tres condiciones establecen que iA B }es unpa particién de R.
d) Sea ahorz « € 4. Entonces

; ~

X

it

.
A

4

¥

817 e B, entonces « < 3. En consecuencia, @ < §. o sea
aed » feB =a<p
Por el teorema mencionado existe un lnico nimero real que es el maximo de A. 0
bien el 'minimo de B. Se trata de probar que vale esta-altima situacion. En efecto, sea
‘& € 4: entonces existe x € X tal que & <x. Ahora bien

a<a<x =qaeAd

¥ en consecuencia 4 no tiene maximo.
Luego B tiene minimo y es el extremo superior de X.
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10.8. POTENCIACION EN R
10.8.1. Potenciacién con exponentes enteros
Definicion
i)od®=1 si aeR A a#0
ii) a =a VaeR
i) "*t=a". & si neN A n=l

(1"
wy am=4 -} si a#0 ~ neN

10.8.2. Radicacién de indice natural

Teorema. Dados « € Ry n € N, existe un dnico nimero real positivo § que verifica
" =a.
Demostracion) ’

Es suficiente probar el teorema en el caso en que a << 1. Si « > 1, entonces existe
k€ Z" wal que k > a, por la propiedad de Arquimedes. Ahora bien

k>a =k >a = -2 <1

a
Sea -;— = o’ (1). Como & < 1, si f es tal que § = o', entonces paraf =k f se
tiene
6!1 - kn 377‘1 — kn. a! (2)
Por (1)
a=k"o 3)
De {2) y (3) resulta
=q

Basta considerar pues la situacioén para a < 1.
Sea

-
[0
T
e
)
fﬂ
b{
i
- r"

periormente por | admite ujnremn Sea éste: 8

e o e I T T
Como 5 estd aonad

Probaremos qué 3" = . Consideremos 2 € Rtal que igi <1,y sea

n /n\
(ﬁ‘f"d)”—’—‘ E ( )ﬂnwt

imo \d
+ 2, ()i

=Bn Tl__a gl(;’)an—iai~l

II
u M:.

i R
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i‘ntonces
@+ay —gr=a £ (1)gria
Tomando mdédulos
@+ —gi=tal1E (7 )piat

Por médulo de la suma'y del producto se tiene
a ;
e

n e
B+a) =" i<lal X |
N

1

[

Y como ia; < 1. resulta
KB +ay —gi<ial £ (g
i=1NE
Haciendo ﬁ{( :,2 jﬁ"“‘ = b nos queda
(B +ay" — 38" < b jal
3; fuera 8" < a. definiendo

a- g
b

amo a< Ly b > 1 resulta 0 <a <1,

a=

Entonces
0L (B+a)' —8"<b" E:Bs— =q—f" =
=B+a) —p'<a—f" =
= Bra)y<a=f+aesS

ts decir. a S pertenece el nimero real § + a. que es mayor que el supremo §. lo que
~surdo.
D¢ modo que no es posible que

g <a
\inilogamente se deduce la imposibilidad de que
" >a
R ulta entonces

Bn:a
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Ahora bien, B es Gnico, pues si existiera §° # [ en R”, tal que " =q, se
presentarfan dos alternativas
i) 0K <P = a=f"<f =a =
=a<aq
i) O<BLP = a="<f"=a =
=a<
lo que es absurdo. Luego, Bes el Gnico nGmero real positivo que verifica
B =a
Definicion
B es la raiz s#-sima aritmeética exacta deae¢R

La notacion es

Se presentan los siguientes casos:
a) Sia >0y # es par. entonces existen dos raices #-simas en R.
~ e
B =Va » By=—YVa
b)Sia <0y nes par. no existe Ve
¢} Sia <0y a es impar. entonces

B=—%—a estalque B<O g =a

10.8.3. Propiedades de la radicacién con indice natural

Sean
a€eR’ geR”
I VaB= Ya U§
En efecto
Ya=x » YB=p porl08.2.
§
a=x" A B=J'n
]
af=(xyY
!
VaB=xy
)
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Ma:=y=>Ya:f=Va : VF

LOGARITMACION EN R’

10.8.5. Potenciacion con exponente real

'y B =5
_ Sean >0 y fe€R,
LAl i) a>1
nr R B estd definido por el encaje de intervalos cerrados racionales [b;, b/}
V= : Se tiene

b, <b,<b;<.. <b,<b}<bh;

Como o™ 1 resulta

Va-g=Ya: ¥ .
o <o <o €. <ol <o Kab
My pp pm—
HL VVa="¥a
Ademds, ¥ € >0, 3n, talque

v. Yo ="&™" s peN .

Las demostraciones de estas dos propiedades se proponen como ejercicios. n>n, = P = abn =P (PO Ly <
O . L ~ H
10.8.4. Potenciacién con exponente racional ' En consecuencia
Definicion [adi ab‘!]

m . m
o' =™ si TEQ* yaeR
es un encaje de intervalos cerrados en R que define &l dnico nimero real of.

. m ii ) Para @ < 1, el encaje
sE@ < 0. entonces existe a” para n impar. - ) :

[a® b= of

Definicion
m e o l
P43 l N n
a "=[—] = —
vy B/ a#*0
yMe 10.9. LOGARITMACION EN R*
n : H
»
b e 10.9.1. Concepto
4 restrcciGn: g impar.
Dadosa e R™. e R7 v & & 1, esisle un Jnleo numero real & tal que venifica
Ejemplo 10-7. \ ‘ b*
J = ¢
Demostrar la regla del producto de potencias de igual base. *
x se llama logaritmo de ¢ en base b.
m p . o ee
o o= YoP = Definicion

=Y YFT = g © logpa=x e b =a :

p
Tq . - 10.9.2. Propiedades. Seanm e R", neR*, beR yb# 1.
1. Logaritmo del producto.

@
o




-
b
b
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Sean

logy,m=x n log,n=y

I
Pr=m » b¥=n
4
Y =mn
I
log, (mn)=x+y
13
Ina £ ) e lna w1 b lno
log, (mun}=log, m+leg n

{1. Logaritmo del cociente.
logb tm:n)=log, m—log, n
1. Logaritmo de una potencia.
&
Iogb m=a iogb m
IV, Invarianza

log, m=x + a%0=log m*=x
. ‘b&
10.9.3. Cambio de base

Si b = 10. los logaritmos se llaman decimales y la notacion es

log,g m=logm

Silabase es b = ¢ = 2,718281. . . . los logaritmos se ilaman naturales y se denotan
por -

log, m=lnm=lgm

Dado el In 4. nos interesa obtener log, a.
Sea

log,a=x = b =4 >

=xnb=Ina =>x=—~1— Jna =
In .
=logba=-h—]]F .Ina

En el caso b = 10, se tiene : -

l — 431
nio - 0.434294. ..
v resulta

logg =0434294. . .Ing

seRteb D
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10.10. POTENCIA DEL CONJUNTO R

Nos proponemos demostrar lo que hemos anticipado en 9.19: el conjunto de los
niimeros reales es no numerable. El nimero cardinal correspondiente a R se llama
potencia del continuo y se denota por ¢.

10.10.1. Teorema. El intervalo cerrado [0 , 1] es no numerable.

Suponemos que [0 , 1] es numerable. Esto significa que N ~ [0 , 1], y en
consecuencia, por definicion de coordinabilidad, existe

F:N = [0 . 1] tal que f es biyectiva.

Por ser / sobreyectiva, la imagen de N se identifica con {0, 1], es decir

0. 1]=_f i3,

s .
Sea {0 . 1] = U. Mediante los puntos de abscisas 1/3 y 2/3 subdividimos a U en tres
subintervalos de igual amplitud

——Ll— Fn
0 : .

T
1/3 27’3

5 S——

Ahora bien: f (1) pertenece a lo sumo a dos de los tres subintervalos. En este caso,
seleccionamos aguel subintervalo al cual no pertenece f(1). Pero si pertenece a uno
solo. elegimos. entre los dos a los que no pertenece, al de la izquierda. Queda asi
caracterizado U, tal que “"

F(HeéL,
Subdividimos a éste en ties partes iguales, y con el mismo procedimiento
seleccionamos U, tal gpe .

f(2)el;
Andlogamente, para f (3) queda definido U; de modo que
O
<—U2~—>
0—+—e . t i ~—1
£(2) 13 2/3

Se tiene asf una sucesion de intervalos U,, U,, U, . . . que verifica
iYU; DU, DU;D ... talesque Va:f(n)élU
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ii) Como la amplitud de U, es ~31’,,' , se tiene que la sucesioén de las amplitudes

es convergente a 0.
En consccuencia, se trata de un encaje de intervalos cerrados en R, que como
abemos define aun tnico nimero real x4 € U, siendo

)z:xo} = iQ\l Ui

Como f es biyectiva, dado xq € U, existe n1g € N tal que
Fingy=x, €Uy para todo neN

Pero por la ekecion delos Uy, fngi=xe ¢y, . proposicion que & contradivioria
con la anterior. Luego, [0 . 1] es no numerable.

10.10.2. Teorema.

Si g < b. enwonces [a . b} es coordinable 2 [0 . 1}

Basta definir
f:{0,1] = [a,b] mediante
fx)=a+x(b-a)

Es inmediato que f resulta biyectiva, y en consecuencia [4, b}~{0,1]

10.10.3. Potencia de R

Por definicion, el conjunto A tiene potencia ¢ si y sélo si A es coordinable a [0, 1].
Se proponen como ejercicios, las demostraciones de las siguientes propiedades:

i ) Si a <b, entonces (a. b) ~ {0, 1]
ii) La union disjunta de un ndmero finito de conjuntos de potencia ¢ tiene
potendia ¢

ciag=c = 2 A, ~ {0
£ §

iii) Toda unién numerable de conjuntos disjuntos de potencia ¢ tiene potencia ¢.
clA)=c =2 A~ [0, 1}
ieN

En el ejemplo 4-20 hemos demostrado que la funcién f: R—~>(—1, 1) definida por

] :
T =TT

es biyectiva.

SRS

S

o oA AR © -

Sty B ¥

gt i i

e

POTENCIA DER

Luego
R ~ (_ 1 * 1)

Pori )
(-1,D~[0,1]

Por transitividad resulta R ~{0 , 1]y en consecuencia

c®=c(0,1P=c
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10.8 Demostrar que si la ecuacion con coeficientes enteros

n n-1 .
x"+Z aix'=0

i=

tiene raices racionales, entonces dichas raices son enteras.

10-9. Utilizando el contrarreciproco del teorema anterior, demostrar
i )/3 no es racional
ii ) La razon entre la diagonal de un cubo y su arista no es racional.

10-10. Demostrar que toda raiz entera de la ecuacién del ejercicio 10-8 divide al
término independiente.

70-11. Demostrar que la ecuacién 3 x> —x = 1 carece de raices en Q.

10-12. Demostrar que 3/ 2 + &/ 5 es irracional.
10 ;f3 Verificar que 3—3 3+ —1~-§ yi.S - L 3+ —1—15 son encajes de
' e R A AT T :
irtervalos cerrados racionales equivalentes.
10-14. Determinar las tres primeras aproximaciones por defecto y por exceso de los
encajes que definen a+/Z y v/5, y efectuar

VIHVINI-VENZVSy VTV

10-15. Obtener las cortadﬁras en Q que definen a V3yavs.
10-16. Obtener los subconjyntos de R que satisfacen a
iyix+21<2 i) x* <5 v)x*<x
i)jx+21>1 W) x?>S5 vi) (x +2)(x— 1)(x~2)x <0
Determinar en cada caso la existencia de cotasy de extremos.

10-17. Comparar los mimeros v/Z ++/3 y /3, y si son distintos determinar el menor.

b .
10-18. Sea X = {x = %/ ne N}. Verificar que X estd-acotado y determinar, si

existen, el supremo y el infimo en Q.

i
£
2
5
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10-19. Estudiar la acotaciony la existencia de extremos de los conjuntos
i)A={xeR" [ x* <2}
i)B={xeR [ x* >2;
i) C ={xeR*/ x* >2}
10-20. Sean A y B dos subconjuntos acotados de R tales que @ =sup Ay b =sup B.
Demostrar que ¢l supremo de
C=;x +y / X€eA yeB;‘
esa+ b.
10-21. Determinar los extremos de
A= xeR/3x —2x-| <o
10-22. Sea A C Ry acotado. Demostrar

2=SupS » £>0 = IxeA/a-E<x<sa
10-23. Demostrar las propiedades [11 y IV que figuran en 10.8.3.

10-24. Demostrar las propiedades i ), if ) y iii) enunciadas en 10.10.3.
10-25. i ) Efectuar

—
{

e ~ NS A . e ~
V VIV +VE IVI-VI V3 {(V3-VI-V5iVI+VI-V5)

ii ) Comparar
1
log, 5 y log, 5
10-26. i ) Calcular

VI 2VE-VE

ii ) Determinar 18s reciprocos de

VIi-VZIi1+V5-V2

10-27. Resolver las ecuaciones en R
i log —x +1lo _(2x)~2logy x=1
0 Ogvfz gi/?

i)
10-28. Resolver en R

~1

33 41: — l ____(_1_
11

£ 3 .4 —1=0
10-29. Determinar x € R” sabiendo que

XV (WX =0
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10-30. Resolver el sistema

NUMEROS REALES

x.y=16

flog,y +log, x = 4

3

Capitulo 11

11.1 INTRODUCCION
’

Presentamos en esta unidad la teoria y la ejercitacion bdsicas relativas al estudio de
fos nimeros complejos. La generacion del conjunto C y de las operaciones en éles la
habitual: una relacion de equivalencia en R* que presenta la ventaja de caracterizar
clases unitarias y la consiguiente identificacién con C. Se definen las operaciones de
adicién y de multiplicacién, se destaca el isomorfismo de una parte de Cen R, y
ademds de 1a forma binémica se introducen las formas trigonométrica y exponencial.
Queda resuelto el problema de la radicacion y de la logaritmacion, no siempre posibles
en R. Se introduce, ademds, el concepto de raices primitivas de la unidad.

11.2. EL NUMERO COMPLEJO

11.2.1. Ecuaciones sin soluciones en R

El ejemplo mds conspicuo de una ecuacién sin raices reales es

P Ai=0

va que, cualquiera que sea x € R, se verifica x* 2 0.y en consecuencia
x*+1>0

De un modo mds general, la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 con coeficientes reales no
tiene soluciones en R si el discriminante b2 — 4 ac es negativo.

Se hace necesaria la ampliacion de R a un conjunto en el cual puedan resolverse
situaciones del tipo anterior, de manera que R sea isomorfo a una parte de él. Tal
conjunto es el de los nitmeros complejos. .
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11.2.2. Relacién de equivalencia en R* y nimeros coimplejos

En el conjunto R?, de todos los pares ordenados de niimeros reales, definimos la
relacion ~ mediante

(a,b)~c,d)y®a=c r b=d

Esta relacién es la identidad. y obviamente es de equivalencia; se traduce en el
siguiente enunciado: “dos pares ordenados de niimeros reales son equivalentes si y solo
si son idénticos”.

Cada clase de equivalencia es unitaria, y se la identifica con el par ordenado
A o o A ie

© we ane e A an
S liISPONGIINIE, 85 GCAE
. J !
. = {4 s
I\{awb) =‘{J'b),‘~

La identificacion que proponemos, en virtud del unitarismo de las clases nos
permite escribir

Kooy ={a, b)

Definicion
Nimero complejo es todo par ordenado de nimeros reales.
E! conjunto de los nimeros complejoses C = R2.
Es decir
C={(a,b) [ aeR A beR}

L.a notacién usual para los nimeros complejos es 2 = (2, b).

«" Definicién
Parte real de un nimero complejo es su primera componente. Parte imaginaria.
su segunda componente.

Conviene advertir que las partes real e imaginaria de un complejo son nimeros
reajes. Las notaciones son '

Re(zy=a A~ Im(z)=b

Introduciendo un sistema cartesiano, los nmeros complejos se corresponden Ton
los puntos del plano. La abscisa de cada punto es la parte real, y la ordenada es la parte
imaginaria. Por otro lado, a cada complejo le estd asociado un vector con origen en el
origen del sistema, y cuyo extremo es el punto determinado por el par ordenado
correspondiente.

g v
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A
R
z=(a,b)
H
b,
1
! >
a R

Los complejus de parte imaginaiia nula, es dechi, 1os parcs vrdenados del tipo
(a , 0). son puntos del eje de abscisas, Los complejos de parte real nula caracterizan el
eje de ordenadas.

- Definicion

.

Un compiejo es 1eal si y sélo si su parte imaginaria es cero.
Un compiejo es imaginario si y s6lo si su parte real es cero.

Efjemplo 11-1.
Determinamos analitica y grificamente los complejos = = (x . y) que verifican
i)Re(z)=2
Resultan todos los pares ordenados para los cuales x = 2, es decir, z = (2 ,v)la

ecuacién x = 2 corresponde a la recta paralela al eje de ordenadas que pasa por el
punto de abscisa 2. .

iyIm{)<3
La condici6n anterior se traduce en y < 3, y corresponde al semiplano que contiene
al origen, cuyo borde es la recta de ecuacién y = 3.

lly

=

’////

iii) Re(@)+Im(z)=1
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Se trata de los complejos z = (x, ¥), tales que x +y = 1. Queda definida asi la
recta del plano que pasa por los puntos (1, 0y (,1).

‘\y

) ~xtp=1
\/

\\ ~

(1, 0\

N

11.2.3. Operaciones en C

En C = R? se definen la adicién y multiplicacién mediante
1. ta.b)+(c.d)={a+c,b+d)
. 9. (a.b).(c,d)=(ac—bd ,ad+bc)
Estas leyes de composicion interna en C verifican las siguientes propiedades:
I) (€, +)es un grupo abeliano. La justificacién estd dada en los ejemplos 5-2y 5-5.
Complejo nulo es el par (0, 0), y el inverso aditivo de todo complejoz =(a, b) s
—z=(—a,=b)
mi(C- {0} ..) es un grupo abeliano. El simbolo 0 denota el complejo nulo (0 , 0).
Verificamos los axiomas )
G, : El producto es ley de composicién interna en C, por la definicion 2.
zeC n 77eC=z.2°€C
G, : Asociatividad.
iz .zt =i byda B e BTy = laa’ - 8T, abt ba'yia”. By
wiga” - BEET - gbB - ba'h a2’B — BBV b aba” + baa”) i1y
iz 2= . bY@ b)Y (a",b)j=(a,b)laa" - bB”,ab" +ba"y=
=(ag's” - ab’b” — ba'h” ~ bb'a” ,aa’b” +ab’a” + ba'a” - bb’b”) (2)
De (1) y (2) resulta '
(zz2)2"=2(2"2")
G; : Elemento neutro es el complejo (1 ,0). En efecto, siz = (x, y) es neutro para
el producto, debe satisfacer

@,b).(x,y)=(,y).(a,b)=(a,b) Va,b)eC

%

[
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Por definicién de multiplicacién
(ax by ,ay +bx)=(a, b)

Por igualdad de complejos
{ax —by=a

bx +ay=b

Resolviendo el sistema

&=§; “Z?:awb%m
f—*.":az Z;::zzhmszbz@
Si(a, b) #(0, 0) entonces
x= Ag =1 A _’#A&‘L=0

Resulta {x , v} = {1 . 0} que satisface G, para tode (@, b) €C, pues en el caso
(¢, B5)=(0.0)se tiene

(0.0).(1.0)=(0.1—-0.0,0.0+0.1)=(0,0)

Gs : Todo complejo no nulc admite inverso multiplicativo. -
Seaz=(a,b)#(0,0).Siexistez™' = (x,), debe satisfacer

2.2V =271 .z=(1,0)
Es decir
@. b . (x. =,y . (@ by=01.,0)

Efectuando el producto
@x—by,ay +bx)=(1,0)

Por igualdad de niimeros compiejos resulta el sistema

. b ray=0Q
Resolviendo el sistema
a=1% z§=a2 +5 #0
seell 72
IR
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O sea

z"‘—( a
a? +p

___b )
a® +b?

G; : Coumutatividad.

={@.bY {2’ . b’ Y=(aa'—bb’, ab’ + ba")y =
=(au—bb, ba+rab)=ia, b )a,b)y==z"

de acuerdo con la definicion de multiplicacién en Cy la conmutatividad del producto
en R.
L) El producto es distributivo respecto de la suma. En efecto

(c+2):" =[@.by+@. b)) @ . b )y=@+a’ . b+b)(@", t")=

bb”—bb", ab” +ah” +ba” +bb")=

=(aa”—bb”, ab” +ba”)+(@a"—bb”,ab” +bb") =
=@.b). @ . b")+(@. bY@ b )=z2="+z%"

=(aa” +aa"—

Por adicién en C, nultiplicacién en C y conmutatividad de la suma en R.

En consecuencia, la terna (C , + , .} es un cuerpo. La diferencia esencial que
presenta con relacion al cuerpo de los nlimeros reales consiste en que es no ordenado.
En efecto, si fuera ordenado, como i # 0, caben dos posibilidades:

i>0 6 i<KOo

En el primer caso, por la compatibilidad de la relacién respecto del producto, se

nene i2 >0, es decir, — 1 >0, lo que es absurdo.

En el segundo caso es 0 <, y en consecuencia, — i < 0, y por la compatibilidad con
el producto resulta — !-z <0, osea, 1 <0,loque también es absurdo.

Ejempio 11-2.
Seanz; =(—2.,3) ., z,=(1,2) y z;=(—3,—1).Efectuar(z, —2;). 24

Er~z)z3=[(—2,3)—(1.)](=3,~- )=
=—=3.D3.-D=(9+1,3-3)=(10,0)
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11.3. ISOMORFISMO DE LOS COMPLEJOS REALES EN LOS REALES

Sea Cp = {(a HeClb= 0] el conjunto de los complejos de parte imaginaria

nula. La funcidn f: Cg =R, definida por f(a, 0) =a, asigna a cada complejo real su
primera componente.

La aplicacién f es obviamente biyectiva. y ademds un morfismo de Cg en R
respecto de la adicidn y multiplicacién. En efecto, sean z = (g Oy 27=(@ 0
entonces

FE+2)=fl@.0)+@,0]=Ffla+a0)=
=a+a'=f(@,0)+f(a,0)=f(z) +f(z")

Por otra parte
fzz2)=fle,0)(@ ,0)]=slaa’,0)=az’=
=f@,0f@.0=r)[E)

En consecuencia. f es un isomorfismo de Cg en R respecto de la adicién y
multiplicacién; o sea, GR y R son conjuntos indistinguibles desde el punto de vista

algebraico.
El isomorfismo permite identificar cada complejo real con el real correspondiente,

es decir, (2, 0) =a.

11.4. FORMA BINOMICA DE UN COMPLEJO

11.4.1. Unidad imaginaria

El nimero complejo imaginario de segunda componente igual a 1, se llama unidad

imaginaria y se denota por
i=(0.1)
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La multiplcacién de un complejo real por la unidad imaginaria permuta las
componentes de aquél, es decir, lo trasforma en un complejo imaginario. En efecto

(#.,0).i=®,0).(0,)=.0-0.1,b.1+0.0)=(0,b)
y por el isomorfismo de los complejos reales con los reales, se tiene
bi=(0,b)
Las potencas sucesivas de la unidad imaginaria son

TP =
it =i
#=(0,).00,)=(—1,0)=—1
B=ii=(=1).i=—i

Andlogamente

Si el exporente es de la forma 4 & con k € Z, se tiene itk = (14 )k =1 =1
En genera, si el exponente de i esa € N, al efectuar la division por 4 se tiene
a=4q+r dnde0<r<4.En consecuencia ’

l-a = i“q*?‘

=i* jT=1.i"=i

v este cilculose reduce 2 uno de'los cuatro considerados en primer término.

11.4.2. Forma binémica de los complejos

Sea z = (g, b) un nimero complejo.
Por definiddn de suma
t=da .0 +(0.5)
Por ¢ isomorfismu de los complejos reales con ivs reales. y por {1.4.1, resulia a
forma binGmica
z=atbi

La converiencia de la forma binémica se pone de manifiesto al efectuar operaciones
con numeros complejos, evitando ¢ cdlculo con pares ordenados, que es mds laborioso.

Ejemplo 113.

Seanz, =(—2,3) ., z,=(1,2) y 2z3=(—3,1) Calcular(z, —2,)7,
Con la representacién bindmica se tiene
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2y —zy)za=1C2+30) (1 +2D](C3 +i? =
=(—3+i)(9+i2—6i)=(——3+i)(9—1——6i)= ‘
=(——3+i)(8—-6i)=—~24+18i+8i—6i2 =
——24+26i+6=—18+26i

11.5. LA CONJUGACION EN €

11.5.1. Complejos conjugados
Seaz=a + bi
Definicion
Conjugado de z =a + biesel ntimero complejo z = a — bi.
El simbolo Z se lee “conjugado de z” 0 “z copjugado”.

§iz=~1+3ientoncesz=—1—3i
. 73 Vs (3 )
El conjugado de z = (\3- , ‘ﬂl)esi-n\ 5 ,1}
Dadoz=a+bise tienez=a—bi ¥y Z — 4+ bi =z, es decir, que el conjugado del

conjugado de un ndmero complejo es igual a éste. Los complejos z y Z s¢ llaman
conjugados.

Definicion
Dos complejos son conjugados si y solo si tienen Ia misma parte real, y sus partes

imaginarias son nGmeros opuestos. '
Dos complejos conjugados caracterizan puntos simétricos respecto del eje real.

3 Im(2)

o
-

P ]
. \P .
e
4

11.5.2. Propiedad. L.a suma de dos complejos conjugados es igual al du_pl.o de la parte
real. El producto‘de dos complejos conjugados es un numero real no negativo.
En efecto, sea z = @ + bi. Entonces.

z+E=ga+bi)+(a—b0=2g=2Re(z)
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Por otra parte
2. 7= (a + bi) (a—b)=a’ —~ (b))t =u® +b?
Como a y b son nameros reales, resulta
z.7eR A 2.220

11.5.3. Propiedad. Un nimero complejo es real si y solo sies igual a su conjugado.

zeR o 2=7%

iy reR = =g+ 0i =2=a ~ I=ua =>7=Z
ii):=’:‘=>a+bt=a«-bi=>biz»—bi=2bl=0=>be
Entonces = =a. o loqgue eslomismo, zeR

11.5.4. Auatomorfismo en C

La funcién f : € >C definida por f{(z) =7 es un automorfismo en C. En efecto
i ) fesinyectiva. Sean z ¥ z’ en C; tales que f(z) = f(z")
fey=re)y = F=r'=mag—bi=a —bl
y por igualdad de complejos resultag=a A b=b' osea -=1z.
ii } fes sobreyectiva. Paratodow=a +hieC,existez =a — bi, tal gque
f(:)=_f(a-bi)=a+bi= w
{ii) [ es un morfismo respecto de la adicién. pues
fio+z)y=z+z= :
=(a+bi)+(a’+b’i)=(a+a’)+(b+b')i::
=(@+a)—(b+b)i= (@—bi)+(@—bi)=
=T+ =f@)+f")

Por deiinicion defy sumaenC.
iv) fes un morfismo respecto de la multiplicacion, ya que

fez)=F =@Fb@ 6=
@ = BE) @b ¥ ba)i=(aa’—bb’)— (@b’ +ba")i=
=(@—biy@—bi)=72’={@)f (")
Las propiedades iii) ¥ iv) se traducen en el siguiente enunciado: “¢] conjugado de la

suma es igual a la suma de los conjugados, y el conjugado del producto es igual al
producto de los conjugados”.

z+z'=

1]

+7

ta | taf

-
P

|
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Fjemplo 114.
Determinar los complejos z = x + yi que satisfacen
i)z=—2z
En la forma bindmica se tieng
x+yi=—(x—y) 2xtyi=—xtyi >x=—x =x=0
Los complejos que verifican la condicién dada son de la forma z = yi, es decir,
imaginarios puros, y corresponden al eje de ordenadas.
iyz.z=1
Esta condicion se traduce en
(x+yi). (x—yi)=1
Luego. x* + ¥? = 1, y corresponde a la circunferencia de radio 1 con centro en el ori-

gen.
14

11.6. MODULO DE UN COMPLEJO

116.1. Seaz=a +bi
Definicion
Modulo de un complejo es la raiz cuadrada no negativa de la suma de los
cuadrados de Ias partes rezl e imaginaria.
Lanotacidn es | z | =+a* +5%.
£l modulo de un complejo es la distancia del punto correspondiente, al crigen.
)
z=a+bi

w

o

.
>

Siz= -3 +4i entonces |z {=v(—3)7 +4° =+/25=5.

11.6.2. Propiedades del modulo

1) El modulo de todo complejo es mayor o igual que su parte real
Seaz = a + bi. Entonces

a? =a® = lal® <a® +b* = lal* <lzl* = lal <zl
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Como a € R = ¢ < lal, de esta relacién y de lal < Izl resulva Iz! = 4, os decir,
Re(z) < |21,

Andlogamente Im (2) <z |

11} El prodicto de cualquier complejo por su conjugado es igual al cuadrado del

médulo.

Tesis) z. 2=z

Demostracién)
Efectuando el producto y aplicando la definicién de modulo, resulta

2

2. T=@+biy a—-biy=da° —(bi ¥ =a* +b* = iz

111} El modulo de! producto de dos complejos es igual al producto de los médulos.
Tesis) lzz' =iz 12"}
Demostracion)
A partir del cuadrado del primer miembro aplicamos I, conjugado del producto,
- conmutatividad y asociatividad del producto en C y la propiedad II

Y R s
22’} =z

Resulta
lez’1? = (lzt 1z°1)*

Y como las bases son no negativas, se tiene
izz’i =zt iz’

iV) Ei moduio de ia suma de dos complejos es menor o iguai que ia suma de ios
mddulos.
Tesis) jz+2'| < |z|+:iz2"|
% Demostracion)
" Por cuadrado del médulo, conjugado de la suma, distributividad del producto
respecto de Ia suma en € v por la propiedad I se tiene

Como los términos centrales son complejos conjugados, su suma es ¢l duplo de la

parte real, es decir
zz° +2z°= 2 Re (z27)

Sustituyendo en la igualdad inicial tenemos

jz+2)? =|z|* + 2Re (zz) +12'I° )
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Ahora bien, teniendo en cuenta que la parte real es menor o igual que el modulo”

2Re(z27)<21zz° |
Por moddulo del producto
2Re (22 )< 2|zl I2]

yeomolz' | ={z"], es

Sumando (1} v {2)

v 2 s ~ Fy - ST ;o el 3 PO =
g FIReiISEP R 2Relzz 2 2zl 12

1

£y

Después de cancelar v factorear el segundo miembro
2 +2'12 < (lz) + 1))
y como las bases son no negativas, resulta ’
fz+2"i <z + 127
V} El module de una potencia de exponente natural es igual a la potencia del
modulo
127 =lz.z...zl=zllzl.. . {z] = |zI"

"\

n n

Ejemplo 11-5. i

Al dividir dos complejos, siendo el segundo distinto de cero, puede evitarse la
determinacion del inverso multiplicativo del divisor multiplicando por el conjugado de
éste, y se obtiene

z _Zw _Iw
w o oww w2
En particular
—1+2j « (CIF2HE-3R 243 i+4i-64°
3= TR TN =T < . 22 =
=T [SRaC R R R
L S ik 7 -
— -t %_4‘{: :-i.+..m,i:
13 13 13 13
Ejemple 11-6.
Determinar los complejos z que satisfacen
i)yiz=1+i
1+ QFDED i
i i(—i) 1

=—ji+l=1—i
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i)lz—-1+2i=2
Siz=x -+ yi, entonces
x+yi—1+2i=2=
=jx—-D+E+)i=2=
sVa—1)PH (=2 =
s>x-1)P+(+2)Y =4

Es la ecuacidn de la circunferencia de radio 2, con centro (1, ~ 2).
i) iz = Re (z) = [Im ()]
t=xtyio=x+yi—-xi=) =

=i =y =) =y =

=iy=y? =3y =y cony>0 =

=y —y=0=y(p-D=0=

=>y=0 v y=1=z=x v z=x+i

Se obtienen los complejos correspondientes a los puntos de las rectas de ecuaciones

Es la recta de ecuacidnx =1
v)(@+bi)z=(a> +b*)i con (¢.b)*(0.0)

Se tiene
@ +b*)i (@ +b*)i(a—bi)
zZ= z = =
a+bi (a + bi) (a — bi)
_ (@ +b)ie—b)

yr =i(@—b)=ai—bi* =
a -

=b+a
11.7. RAIZ CUADRADA EN C
Sea z = a + bi. Por definicién, la'raiz cuadrada de z es un complejo x + yi que
satisface -
(x+yi)y =a+bi D

Aplicando médulos
i(x + yi*l = la + bi

s
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Por 11.6.2.v) y por definicién de médulo

L\’ +yil2 - \/(;2; + bz‘
Por cuadrado del modulo

Xyt = A b

x2 + % =z )]

Es decir

Desarrollando (1)
x* —y? +2xpi=a+bi

" Por igualdad de complejos

x*—yvi=q {3}
Ixv=»b 4)
Sumando y restando (2) y (3) ’
x4yt =izl
4
[ x* =~y =a
Ix* =izl ta
2vi=ii—a
Resulta
fizi +a
X :i‘\'i—-’:’*—“—'
L. el e
yEENT—

Ambos radicandos son no negativos, pues | z | >4, ¥ se obtienen cuatro pares de
valores reales, de los cuales se seleccionan dos de acuerdo con la condicidén (4): si
b >0, entonces x e y se eligen con el mismo signo, y si b <0, se eligen con dislinto
signo.

Ejemplo 11-7.
Calcular las raices cuadradas de los siguientes complejos
i)z=—4-3i

5-4 1 V2
X da | =k =% —3
N2 NG 2
{s+4 3 3VZ
y:i»\/ 3 = i_«-i 3
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Como b <0, x e y se cligen con signos distintaos, y las soluciones son

V2 —3\/5) (_ﬁ 3\/2‘)
2 N 2

202

ks decir

\f—z?—“z‘;=¢(‘/ - 3‘/5,-)

Como b = - 2 <0, las soluciones son

I,-1) y (=1,
Luego

ii) z2=-9
a=-9 . b=0,1z1=9

s 129 _
X =t 3 =0

e

y=:\/9 9

+

i

£3

(S

£n este caso, los cuatro pares de valores se reducen a dos

0.3 y (©,-3)

y se tiene
V=9=4~9+0i=£(0+3i)=1£3;
Analogamernte
Y 1
~=»I =T E‘I
Vrr? = vrgi

1i.8. FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA

Sea z = a + bi un complejo no nulo. Las coordenadas polares del punto de
coordenadas cartesianas 2 y b son: el radio vector p y el argumento g, o cualquiera de
los congruentesa ¢, médulo 2 , ’

FORMA POLAR EN C

tod
o
~}

Las formulas de pasaje de las coordenadas polares a cartesianas son

a=pcosy
b=pseny

v

donde p = V& +p =2y p=agz.
Se tiene
z=ag+bi=pcosp+piseny

es decir

z=p(cosyp+iseny)

" Esta es la llamada forma polar o trigonométrica del complejo z.
Es claro que p y ¢ definen univocamente a z. Pero z caracteriza univocamente a p,
YO aY=argz.
Definicion
Argumento principal del complejo no nulo z es el nimero real ¢ que satisface
i)a=izicosp A b=|zlseny
)0 n
Para denotar el argumento principal escribiremos ¢ = Arg 2.
Dados dos compleios en forma polar & = picos o+ isenyd ¥
7" = g {cos w,+ i sen ) diremos que son iguales si y solo si tienen el mismo modulo ¥
sus argumentos son congruentes moédulo 2 7. En simbolos
z=ep=p A g=p+2kn con kel

Ejemplo §1-8.
Determinar la forma polar de los siguientes complejos
i)z=—2+4+2i :

p=v=2P +27=VB=2V2
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i‘ara el argumento principal consideramos

COsPm=—— = ——tm =

P 242 2
enp=t o -2 o Y2
P 27 2

18]

[T 4

)

Resulta ¢ del segundo cuadrante ¢ igual a 135°.
Liaegoz = 2+/ 2{(cos 135° + i sen 1359)

1) z=—31
p=+0*+(—3P =3
p=7

Luegoz=3(cosm+isenm) -

e KIoN >

z=—3i

11.9 OPERACIONES EN FORMA POLAR

11.9.1. Mudtiplicacion

El producto de dos compléjos en forma polar tiene por modulo cl prodx;cto de
los modulos, y por argumento la suma de los argumentos. ’
Seanz = p(cosptiseny) v z'=pg (cosg+iseny)
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Entonces .
; zz’ = pp’ (cos p+ i sen'y) (cos ¢ +isen )=
= pp’ [(cos pcos ¢ —sen wsen &) +i (sencos ¢ +cos wsen ¢)]

= pp’ [cos (p+ ) +isen (¢ + )]

11.9.2. Cociente

El cociente de dos complejos en forma polar, siendo el segundo distinto de cero,
tiene por médulo el cociente de los modulos, y por argumenio la diferencia de los
argumentos.

Zz —
- =W S =TW =

= p(cos @+ isen ) =p (cosy +iseny) R"ﬂ:oqu-iser; ¢) =
= p(cosp+isen ) =R p [cos (p + ) +isen (s +¢N]
Por igualdad de complejos
‘ Rop=p » ¢ptg=yp+2kn
Luego
R=-§, A g=p—¢ si k=0

=5 = los(p— ) +isen (o= 9]

11.9.3. Potenciacion de exponente natural

La potencia r-sima de un complejo en forma polar tiene por médulo la potencia
n-sima de su modulo, y por argumento el producto de su argumento por .

i z=p(cosp+iseny) = " =p" (cosnp+isenny)

*
Lo demostramos por induccién completa
1) n=1 =2z =z=p(cosp+iseny)=

o =p' (cosl.p+isenl.y) )
< AEAES ;e

20) 2" =p (coshp+isenh ¢) =~.‘z"+~/‘ =p"  eos(h+ D g+isen(r+ 1)y |

niforistd A .
En efecto, por definicién de potencia, hipdtesis inductiva y 11.9.1., se tiene

Czii/l\r-z";z'= P (coshp+isenh)p(cosyp+iseny)=
=p"* [cos (h+ 1) p+isen(h+1)y]

S

La formula z" = g" (cos n ¢+ i sen n ) se llama de De Moivre.
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11.94. Determinacién geométrica del producto y del cociente

Seanz=plcosyp+iseny)yz' =p (cosy +iseny).

i ) Producto, En un sistema cartesiano consideramos U (1 ,0) y los puntos Ay
B representantes de los complejos z y 2z, es decir, de coordenadas polares
(¢,p)y (7, p), respectivamente.

A
1 Clo+ ¢ . pp)
}B(¢.0)
) o Alg,p)
¢
@ g
0 U

) 2 a
Considerando a OB como homélogo de OU, construimos OBC ~ OUA. Resulta C
de coordenadas polares (¢ + ¢, R), y por la proporcionalidad de lados homologos

d(0.,C) _ d(0,B)
d(0.A) d(0.U)

@5 decir

L) ; )

- :
En consecuencia, el vector OC representa el producto de los complejosz y z°

it) Cociente. Razonando sobre la misma figura, suponemos dados los puntos C
y B ascciados al dividendo y divisor respectivamente. Construimos sobre OU,

A A .
como homoélogo de OB, el tridngulo OUA semejante a OBC, y obtenemos el

= .
vector OA, es decir, el cociente.

W ARSI R, 1o 4 5 35

OPIIRACIONES EN FORMA POLAR

Ejemplo 11-9. -

Siendo z = —1 + i3 y /== + —

siguientes operaciones

Expresamos 2 y £~ en forma polar

o= Vi¥ FiV3F ==
sen @ = r = - =@ = 120 ¢ pues z caracteriza un punio dei segundo
cuadrante.
Luego
z = 2(cos 120° + j sen 120°)
Por otra parte
] N e et
FERSINE L R CXUE- S T
PN LY T AT/ TN 4 4 N a
b _ V3 . .
sen ¢ = r = —— = = 60°, ya que z’ corresponde a un punto del primer
cuadrante.
Entonces

2= 3 {(cos 60° + i sen 60°)

Aplicando las formulas deducidas tenemos
i) zz'=6{cos 180° +isen 180°)= 6(—1+0i)=—6

.. - nl
i) =2 = < (cos 60° +i sen 609) =
. T o fa
R TR, VA T S NI VA I
B T
iy =% o= 2% qeosa 1200 kisend 120%) = M0 ens TN A sen T e

= 2% (cos OV +rsen (V) = 2% (1 +0,1):3"’=64

Ejemplo 11-10.

Mediante la f()m;ula de De Moivre, obtener sen 2 9y cos 2
Sea z un complejo de médulo 1y argumento , es decir

z=cosyp+iseny

i, realizar en forma polar las
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W
32

Elevamos al cuadrado de dos mancras: por cuadrado de un binomio

2% = (cos @+ isen )’ =cos® p—sen® Y+ 2isen@cosy )
y por la férmula de De Moivre
22 =(cosp+isenyg) =cos2@+isenly )
De (1) y (2) resulta

cos 2 g =cos® g —sen® @
sen 2= 2 senYCcos Y
11.10. RADICACION EN C

Por definicién, el complejo w es raiz n-sima de z si y solo siz” = w,

Teorema. Todo complejo no nulo admite 7 raices n-simas distintas dadas por

-
L ¥y .
wy =4/ pl cos p” +isen "

-

dondek=0,1,2,....n=1 , p=izi y y=ag:c

Demostracion)
Seanz =plcosp+isens) y w=R{cosP+isend)

Por definicion de raiz, debe ser

Es decir
R" (cosn P +isenn )= p(cosp+iseny)

Por igualdad de complejos
Ri=p y nb=p+2knm

Luego
= _ o+ lkn
Rf\/—P b .@——————" 5
Se obtiene la formula
I's
Vp(cos up+isen¢)=\"/p { cos ‘p+2"lk" +isen ‘P+2nkﬂ)

Todas las raices de = tienen el mismo médulo, y difieren en el argumento que es

4 2k conkeZ

+
n n

o oo S e v e

RADICACION EN C 163

De los infinitos valores enteros de k es suficiente considerar 0, 1, 2, ... 1 — L yara

obtener las 1 raices distintas.

RAICES ARGUMENTOS
4
", "
2
Wy % + L,;i_
27
“
Wi —‘5— +3 “:
"
w,,._l % +(n-1) =

o
¥4, =T =% 427

Que es congruenie a —;‘12 y se vuelve a obtener wy.
En general wj., = w; y solo existen 7 raices distintas.
Nota

Las n raices m-simas, distintas de un complejo no nulo, se identifican con los
vértices de un poligono regular de n lados inscripto en la circunferencia de radio

R=Yp.
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A

Ejemplo 11-1]. ‘

i
Calcular y epresentar §
I

VoedF i3

z=-4+3iV3 = p=Vi- 4+ =V ed =8

a2 - 4

=4 _ 1 2n
8

cos o=

t3

pues: corresponde 2 un punto del segundo cuadrante,
El argumento de wy, es
. 2
S+ 2kn
B =
4

kn

2

T

RADICACION EN €

y se tienen los cuatro argumentos
T
= — =30°
. (I)O 6

5

P, = -—~—+32L = 30° + 90° = 120°

= T AN

P, =~ + 7 =300 + 1800 = 210°

o8

Ll T . -
P, = 3 + 3 5 =30 +270° = 300°
Las cuatro raices sen - )
a A rTiv 3 P
wp =/ 8 {cos 30° +isen 30°) =¥3 !;V»—.,- =il

wy = 3/ 8 (cos 1200 +isen 120°) =
-
= /8 (- cos 60° +isen60°)=,</§k— «i— + i ———2—)

Wy =$/8 (cos 210° +i sen 2109) =

__“A’ P~ =~
=</§(-—cos30°-isen30°)=&‘/’8i—»—‘—”—% RSy
"~ = = o
ws = /8 (cos 300° + i sen 300°) =
N
=Q/-§(c0860°—isen60°)=</—8- —%— —i —\/——%—)
i) V1
:=1+Ol=‘>p=l A \,&'-_:0
S .~ Y +2
=3 1(cosO+isen0)=i/TLcos 0+;k" +isen 0 Bkﬁ)=

2kn .
=cos —3 +isen 3

Entonces

wo = ooos v isen U=

o

in . on . s
wy = cos —g— Hisen -3 = ¢os 1200 +isen 120° =

3
=-c0560°+isen60°=m—; +i f—%

w, = COS 4n +isen ﬂ=c05240°+iser1240°=

3 3
V3

R 1 .
=—cos60°—zsen60°=~——? -i =5

(Y

n
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A

11.11. FORMA EXPONENCIAL EN C

11.11.1. Exponencial compleja

£n los cursos de Anilisis se demuestra que la exponencial real ¢* admite el

desarrollo en serie
2 3 g k
X e x___ ____x = ..__.__x
=1+x+SF Gt ,Eo =
y satisface las propiedades bdsicas L=1y &=,
A fin de preservar estas propiedades definimos la exponencial compleja medxante

ix —cosx +isenx

e
Se verifica

ix

&% . ¢ =(cosx +isenx) (cosy +i sen y) =
=(cosx cos y — sen x sen y) +i(sen x cosy + cos x sen y) = -
=cos(x+y)+isen{x+y)= £*y)

Sea z = p (cos @ + i sen ). Entonces z = p e* es la forma exponencial del
complejo z. '

FORMA EXPONENCIAL %7
11.11.2. Operaciones en forma exponencial

La traduccion de las férmulas relativas al producto, cociente y potenciacion,
obtenidas en la forma polar son las siguientes
i)z.2=pe pe? =ppet?te)
A Ly
z p’e"f’ p
i) 2" =(pe¥) =p" eine
Ejemplo 11-12.

Demostrar
i)z=e€Y¥ =iz1=1

En efecto
z=¢¥ ='=cos¢+zsen¢=

= |zi = /cos* o.p—%-sen,

iy =1 =>z=2nmni con nel
Seaz=x+yi

Entonces

e == V=¥ ¥ =¢¥ (cosy +iseny)=

=e*cosy+efiseny=1+0i
Por igualdad de complejos es
efcosy=1 A e seny=10

Como ¢® £0 resulia seny =0yen consecuenciay =k7 conkeZ
Ahora bien

y=kmn = cosy =coskm=(—1)
Luego
. e (_1)k=1=(__1)2h

Es decir, e* = (— 1)* .y comoe* >0, setienek=12n.
~Asi ef=1=>x=0
Resulta )
z=x+yi=0+2nni=2nmi

11.12. LOGARITMACION EN C

Sea z # 0. Por definicion lnz = wsiy sdlosie =z
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Para determinar los complejos w que satisfacen w = Inz, proponemos Iz ferma
exponencial para el complejo z y la forma binémica para w, es decir

z=pe¥ y w=u+iy
Hay que determinar 1 y v tales que

Resulta
Inz=Inp+ilp+2kn) con keZ
formula que permite obtener los infinitos logaritmos de un complejo no nulo.
€omola parte real del In = es independiente de &, todos los logaritmos corresponden

a puntos de ia paralela al eje de ordenadas que pasa por {In p, 0)

Ar

[ SR, 77 w,
PRI SR il R p W,
[ .rm»q’-/-—;-/--»--~--:;;qi Wa
S
A P
al "
weoln ’
=44

ZI s

LXPONENCIAL COMPLEJA

Valor principal de In z es el que se obtiene para k = 0, 0 sea
' Vp.lnz =lnp+tiy
Ejemplo 11-13.
Hallar In z en los siguientes casos
i)z=-2
z=—=2+0i=p=2 A @g=7
Luego
o=lpi- =inlHri(r+lins=
=in 24+l + 2k
e e
) z=- 5 - T—“z i
| S =
/e e =750 =5
P=”\jj'€f + 5 =e ¢=2250=35 3
Entonces
T T
Inz=lne+il s 3 +2kn}=
< ~ 5.

=1+i(5 —Z—+2kn‘)

Los valores principales son, respectivamente, In2+i7 y 1+5 —Z— i

11.13. EXPONENCIAL COMPLEJA GENERAL

Sean z, y z, tales que z; ¥ 0. Estamos interesados en la determinacién de la
exponencial compleja

v ot
w=z
%

apticando logaritmos en hase natural

; inw=z,Inz,
Por definicidn de ogaritno

z; bz,
=g

Ejempio 11-14.

Hallar el valor principal de la exponencial

369
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Calculamos

=i Q=0 1-2iel
1+ G+nHa-n 2 -
Entonces )
z=(~i) =hz=in(-1i) (H

Al complejo ~ i le corresponden
g 1r
p=/F +(~1} =1 s ¢=35

Entonces S ™

~—
il

Siendo el valor principal

11.14. RAICES PRIMITIVAS DE LA UNIDAD

11.14.1. Concepto

En el ejemplo 11-11-ii ) hemos determinado las raices de orden 3 de la unidad. es
decir. tas tres raices cibicas de 1. Tales raices son

1 .
W'():} \Vl'—‘_‘T“i'l

Las dos ultimas no son raices de la unidad de un orden menor que 3, pero la
primera si lo es, puesto que B

Por este motivo se dice que w, y w, son raices primitivas de orden 3 de la unidad:
en cambio, wo = 1 no es raiz primitiva de orden 3 ai de orden 2, sino de orden 1.
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Sea G, el conjunto de las n rafces n-simas de la unidad. Un elemento genérico de

G, es .
. RN [ R

+isen —— =¢
1

Wy, == COS

donde k =0, 1,2, ...,n — 1. Por definicién de raiz n-sima, los complejos wy,
satisfacen la condicion wy =1, y son tales que (G, ,.) es un grupo multiplicativo
abeliano. Esta situacién ha sido tratada en el ejemplo 8-12. en el caso particular en que
n=3,

Definicion
El elemento wy € G, es unaraiz primiiva de orden # de ia unidad »i y U TRIRIS)
es raiz de 1 de un orden menor gue /.
El conjunio de fas raices cuartas de la upidad es Gy =<1 .7~ 1. =i De acuerdn

con la definicién vy con el conocimiento de G;. G2 # G;. podemos decir que 7 ¥ 7 son
raices primitivas de orden 4 de la unidad. Los resultados 1. i, ~ 1 v —i se obtienen de
la formula general al tomar k& los valores 0. 1. 2 'y 3. respectivamente. Observamos aquy
que si k es coprimo con #, entonces la raiz wy es primitiva. Tal es el casode wy v wy.
para n = 4. La demostracion de esta propiedad es el objeto de lo que sigue.

11.14.2. Propiedad. El complejo wy € G, es raizm-sima de la unidad si ¥ solo si
n km.

Demostracion A
cién) L. 2hkw | ik X
Sea wy, = cos - +isen —— = e € G,,. Entonces
m 2hkmi . 2
Wy = m < up = 1 & cos ;"L;’?Z,‘l + i sen M,E_']_ZJL =1 <
i n
2kmmw 2kmmn
@ cos S——— =1 A sen 0«

n

<« -E;?—:qebkm=nqanikm

11.14.3. Propiedad. Sea 0 < k < n. Entonces wy, € G,, ¢s una raiz primitiva dz orden #
de la unidad si y sélo sin y & son coprimos.

1) ny kson coprimos => wj, es raiz n-sima primitiva de 1.

Sea wy, una raiz m-sima de launidad. Entonces. por 11.14.2.. se tiene que 7 | kimy
como n y k son coprimos, resulta n | m, de acuerdo con lo demostrado en ¢l ejemplo
9.8-ii). Ahora bien, siendo n y m nimeros paturales y 1 1 m, es n < m, y en
consecuencia wy no es raiz de la unidad de un orden menor que a. © 1o que es lo
mismo, w), es raiz primitiva de orden »n de 1.
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o
.

wfd
¥ Y(

) wy esraiz n-sima primitivade 1 = mc.d. (n ,k)=1
Supongames que # y kK no son coprimes, y sea d su m.c.d. positivo. Por defmluun \
de m.c.d. se tiene

din a dlk=a=di »r k=dk" donde med. (0, k’)=1

Sustituyendo estos valores en la expresion de wy, resulta

TRABAJO PRACTICO Xi

24k % dk'w
Wy = Cos —r tisen s
? dn dn
kT 2k’ Fi-16. Dades los nmerns complaios
A e T E AP e o
i H R I T I R
. . . . o . eigoInar
Como 7'y k7 son coprimoes se deduce que wy, es raiz de la unidad de orden #” < », ! .
lo que contradice la hipotesis. Luego debe ser medin . k) =1 B CPE I B

Ejemplo 1115, 11-17. Determinar los complejos = en cada uno dg los siguientes casos

L a) i) +o=—i ) r={—i ;
Determinar las raices primitivas de orden 6 de la unidad. * (+0 ! AR S L
Las seis rafces sextas de 1 estdn dadas por by =i+ dy =0l
2k . dkw 11-18. Obzener = en los siguientes casos
Wy, = COS . +isen .
a) z=(1+V3D 3 +0)
con k=0,1,....5 b) z=(\/2+«/37i)2—v%“z'
De acuerdo con 11.14.3. 1) elegimos k de modo que m.c.d. (n,6) = 1 y se obtiene Q) =2+ \/_z) 3 - fz)
k =10k =5.Las raices primitivas pedidas son, entonces B P N
- - d) = (\_ e + I - ‘/l
W, = ¢os —— +isen - = - =
o 11-19. Resolver las siguientes ecuaciones en =
=coS“73r‘ +i$€n’g—=‘30560°+isen600= ) iz=1 ¢) (—iz=i
i . 3 b) (1+dz=1 d) —:‘=i
= T [ { &
2 2 . 71-20. Expressr = en la forma hindmica
R 0w ‘
i =N P tit i "%.;" = ai = b Do i o+
. s . i+ - Mi. .
= gos s+ 73R~ = ¢os 300° + § sen 300 R _ 4 —e
2 b r= e i+
= 1
= cos 60° — i sen 60° = 1? Y % 11-21. Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones en C
< - )2 =2 ByP=-3-4i o =-2V3+2
. : 11-22. Obtener la forma polar de los siguientes nimeros complejos
a) 2y =3 +i L Om=—1-i

bYzy=—2—2+/3i d) z, =—3i
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J1-23. Ifectuar en forma polar las operaciones que se indican con relacidén a los

complejos del ejercicio anterior 11-35. Utilizando la formula de De Moivre demmtrarlas siguientes férmulas

6 Z3 i) sen2x=2senxcosx
a) oz, [ R
Z4 cos 2 x = cos? x — sen? x
oy , -
b oze, 4 Z;O 1} sen3x =3 cos® x senx — sen> x
R cos 3 x = cos® x — 3 cos x sen? x
1i-24. Calcular z 7 siendo 11-36. Sabiendo que los complejos 1, w y w? satisfacen la relacion x® = 1, verificar
=— =140l +/2i .
~ 5 ) . 1)(1+w2) =w
#4-25. Probar que si f (x)=ax® +bx + ¢ donde a. b y ¢ son nimeros realesy z € Ces . . ) .
e £y =0, antonces F{TV=0 . “)(l—w+w Y1 +w - wi)=4
L ' . : . . .
1126 Dadu == 1 +sena +i cosa. determinar 22 — 7 | 11-37. Determinar algebraicamente las raices cuadradas de los siguientes complejos

i)z=-~15-81

i)z=5-12]

f v
Ji-27.

Determinar los nimeros reales ¢ ¥ b sabiendo que
(—1+Ha+{(1+20)b=1

: z=8+4+/5i ’
11.28. Resolver la ecuauion enC i) 2 Vi
cel =Dl 4+ +1+)E+1—N=S | 11-38. Resolver las siguientes ecuaciones en C
. 2 s .
{1-29. Resolver la ecuacion en € 1 i) x -C+i)x+3+i=0
(== x=3-6i i) x> +(-3+2i)x-i=0
11-30. Resolver ¢l siguiente sistema de ecuaciones en C 11-39. Determinar y representar las raices que se indican

{(]+i}x—iy=2+i i DYT=T Y= VS W) B4

Ny SO —D =2
H2+Dx +(Z—Dyr=12] 11-40. Determinar {os logaritmos naturales de los sxgmentes complejos

[{-31. Demostrar

41 Bl comjugade del opuesto de todo complejo es igual al opuesto de su ) z=V3i-V3i
conjugade. i)z=-ei

b1 Bl conjugado de la diferencia de dos complejos es igual a la diferencia de iii) z=4
los conjugados. . oo . )

¢) Bl modulo de la diferencia de dos complejos es mayor o igual que la ' 141 Det'ermmar los Valf.)re?_?nncxpa]es de las exponenciales siguientes
diferencia de los moédulos. . i)ws= (‘/—;’—‘j i)

d) El conjugado del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus i) w=(3z’)2’
conjugados. i) w = (1 - i v3)'! s

) El modulo dei cociente de dos complejos es igual al cociente de sus médulos. )
11-42. Obtener el valor principal de z en los siguientes casos
{1-32 Sean los u)mplejos no nulos z y =" Demostrar .

l {-li_—"li ‘ l=i,,‘l_z!"l! i) (1‘1.)2:1

B o f- = y ~Z

11-33. Demostrar i) (M) =
o 42 +lz =22 =20 + 20271 2 -

11-43. Resolver las siguientes ecuaciones

: 2§ i

osx +is n = cos nx +isennx : ) ¥ -2x+2=0
(cosx +isenx)” =cosnax +isennm V 0 xz‘/T N
it

11-34. Demostrar por induccion completa
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11-44.

1146

11-47.

11-48.
11-49.

F1.30. Se

7i. Determinar ios oo
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Determnar los conjuntos de puntos del plano que satisfacen a las siguientes
relaciores

i) Re(@)y=-2

i) —2<im(z)<3

i) z+1{>2

iv) ~05<Re(z)<05 a jzI=2

v) T <AI<3 oA jzi<2

wviy 7 b HFii= D

it

5. Determinar analiticamente y grificamente los subconjuntos de € que verifican
2
3

LI IR SR o R -
i) ft+cllz—cl=¢

Caleular
T+2cosx+2lcoslx+ ... +2cosnx

Verifica la identidad

Tt w P i + i .
i_____;lL Mzw% + g-‘""z—w +2w i =[z{ +jwl|
= i

Dadoz=-;—1+2i|+ 2 hallarinz.
Demostiar

€ =e I-w=2pTi A nel

cosz=-2TE ,senz =
Demostmar
idosz=cosxchy—isenxshy
f)senz=senxchy +icosyshy

1t0s de punios del plano que verifican

F B
i) =z 42
i) z-2"' =0
vy 7' +z=0
v) z+z'eR
vi) z=7?

vii) [ +il=|z+2i]|

TRABAJO PRACTICC X1

11-52. Obtener los siguientes complejos

. 100 100
a) z="X /% b)z= T
k=0 k=1

11-53. Los complejos no nulos z, y z, son tales que
lzy + 231 =z, + 2]
Demostrar que z, =&z, para algin ee R”*

i) o= el
N \/3~i

11-55, Demostrar .
i) Refzw+Zwy=zw+Iw
) Imow - zw)=ow —Iw
ii-30. Demostrar que si w es raiz ctibica primiriva de 1.entonces
(1—-w)y(1-wh)=3
11-57. Sea w una raiz n-sima primitiva de 1 y n > 1. Demostrar
n=1
wh =0
k=0
11-38. Sabiendo que i1 = 3 k. demostrar que

o VBN 1 VE R
(-++5) -5 F) =2



Capitulo 12

POLINOMIOS

12.1. INTRODUCCION

A partir de la definicién de polinomio formal de un anillo con identidad, se Hega al
2rneepto de anillo de polinomios formales de un anillo con una indeterminada. y al
;10 particular de dominio de integridad de polinomios de un cuerpo. En esta
sstructura se estudian la divisibilidad, los ideales y la factorizacion. El capitulo se
-ympleta con el tratamiento de los polinomios reales y complejos.

12.2. ANILLO DE POLINOMIOS FORMALES DE UN ANILLO

12.2.1. Concepto
Sea (A, +,.) un anillo con identidad.
. Definicion
Polinomib formal del anillo A es toda funciéon P : Ny = A que verifica P (1) = 0,

salvo para un nimero finito de elementos de Ny

El dominio de la funcién es Ng ={O 1,2, 0. } , 3 la imagen de todo /€ Ny se

escribe P (/) =g;. La definicion dada caracteriza a todo pohinomio formal como una
sucesion de elementos de A cuyos términos son nulos a partir de cierto indice 1Es usual
identificar a un polinomio formal en términos del conjunto ordenado de las imagenes,
io que conduce a la siguiente notacién : :

P=ay,ay,.... a,,0,0,...)
El hecho de que P (n) = g, sea distinto de cero no significa que debaser P (i) =g;
distinto de cero para i <n.

~ En particular, la funcion nula, definida por P (i) = O cualquiera que sea { € Ng se
llama polinomio milo, ¥ lo indicaremos asi:

0=(0.0....)
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Definicion .

*Grado de un polinomio nc nulo es el mayor entero n que satisface P (1) # 0.
El grado de todo polinomio no nulo se identifica con el {ndice del tltimo término
distinto de cero de la sucesion que io define. Convenimos, ademds, que el polinomio
nulo carece de grado. Algunos autores le atribuyen grado — 1. En otros casos se le
asigna grado infinito.
Ejemplo 12-1.

Determinamos los grados de los siguientes polinomios de los anillos que se indican
i ) El polinomio P : Ny —Z; definido por
PO)=T1,P()=PGi~1+T si i=1.23Pm)=0 si i>3

siendo gradode P=gP =3

ii ) El polinomioc Q : Ng —Z tal que

s

—2 si n=4

Qim=
i

0 st n#4

es ia sucesion
Q=(0,0,0,0,-2,0,0,..)

y tiene grado 4. Todo polinomio con a lo sumo un término no nulo se llama
monomio.

iii) Siel anillo es(R* ** _ + ) y definimos
R : Ny = R**? mediante
_It O] — _[1 2 }_
RO=[o [=1 RM=[; =4
yR{n)= [g g} =N paratodo n > |, entonces
' R=(,A,N,N,..)
tiene grado 1,
12.2.2. Anilo de polinomios formales del anillo A
Sea P el conjunto de todos los polinomios formales del anillo A. Es decir
P={P/P:N,~>A)

En P definimos la adicién y multiplicacion mediante
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[.P+Q:Ny~>A es tal que
P+Qm=P+Q ()
ILP.Q:Ng—Aestal que
®.Qw=%roee-y

Ejemplo 12-2.

SeanP=(a,.a;,2,.0.0.0... 3yQ=(bg. by .by.b5,0.0....}.
donde gP = 2 y gQ = 3. De acuerdo con las definiciones dadas se tiene

iYS=P+Q
siendo ¢, =S ()= (P+Q)()=P()+Q)=a,+b; paratedo ieN,.

Entonces
S=P+Q=(ay +bg,ay +by,a; +5,,55.0,0,..)

Siende g{(P+ Q) =2
ii )R =P. Q se obtiene de la siguiente manera:

& =RO)=(FQ©O = 2 P)QO~H=P©0)Q (O =d b

Q=R =M= £ POQU—D =
=PO)Q(1)+P(1)Q(0)=ay by +a, by
a=RO=CPQ@= 2L POQE-)=
=P(0)Q(2)+P(1)Q(l)+P(2)Q(p)=ao by, +a, b, +a; by
El término genérico del producto es

2
PiQe—iy= ;G a; by
=

e

O =
i

1
-

Por ejemplo ,
V Cs =ag bs +a, by +a, by taz by tas b tas by
En nuestro caso se reduce a

cs =a, bs

Pero cg ='c-,=..‘=0
. El grado del producto es 5 si'z; b; # 0, es decir, si el anillo no tiene divisores de
cero.
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SpRT——-

Ejemplo 12-3.
Efectuarla suma y el producto de los polinomios de Zg

e s e

¢
o

f
-~
<o
p—
[
o
[==]
N

‘ i)P+Q=(2,4,2,0,0,..) vy g®P+Q)=2
#)pQ =(0,2,1,0,0,..) y g(PQ=2
Se verifica que (P, +) tiene estructura de grupo abeliano siendo neutro para la
adicién e polinomio aulo, y el inverso aditive u opuesio de cudu polinomic F e 2l
polinomioc — P definido por (— Pyiny= —Piud
El producto ¢s asociativo en P, con identidad

1:Ng—A talque
1 si n=0
t{n)y= ’
| 0 si n#0

1=(1,0,0,..)

Es decir

yaquePeP = Pl = 1P =P
Ademis, el producto es distributivo respecto de la suma a izquierda y a derecha

(P+QR=PR+QR
R(P+Q)=RP +RQ

En efecto, utilizando las definiciones de multiplicacion, de adicion, propiedades de
la sumatoria, y del anillo A se tiene

[C+ORI= £ C+QO RE-)=

PR +F0OIRn—1il=

i
% bois
e
=
]
o
l‘::
—
v
=3
"
s
|
]
ot

H

1

2PORO-N+ £ QORE—H=(R) (1) +@QR) () =

#

(PR + QR) (1)

Las consideraciones anteriores nos permiten afirmar que la terna (P, +, .) es un
anillo con identidad, llamado anillo de Ios polinomios formales del anillo A.

El polinomio X =0, 1,0, 0, .. ) recibe el nombre de indeterminada. Nos
proponemos expresar a todo polinomio formal del anillo A, en funcién de la
indeterminada X y de los elementos de A.
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Definimos primero Ja funcién
f:A-»P mediante f(@)=(,0,0,..)

Esta definicién caracteriza un morfismo inyectivo de A en P, es decir, un
monomerfisme. En consecuencia, f es un isomorfismo de A en f(A)C P, lo cual
permite identificar a cada elemento @ € A con su imagen f () € P. Desde este punto de
visia. podemos decir que A es un subanillo de 2.

Definimos X® =(1.0,0,...) y X'!'=x"x

Resulta
X*=XX=(0,0.1,0.0...)

Fato significa que ¥ m € Ny se tiene
.
1 si n=m
i
X":A =P malque X" (a)= <
0 si n¥#Fm
N

Entonces, teniendo en cuenta las definiciones de adicién y de multiplicacidn, las
sucesivas potencias de la indeterminada X y el isomorfismo indicado. todo polinomio
P ¢ P puede expresarse

P={ug. ay..... a2,.0.0....1=
={a,.0.0,...)+(0.a,.0.0,.. )+...%(0,..., 2,,0,0....)=
=425.0.0....0(1,0.0... ) +¢@;.0,0....)(0.1,0,0,.. )+

+{e..0.0....3(0.0.1.0.0... )+ ...+ (a,.0.0,..)(0..... 0.1,0.0,..9=

n "
=gy X ra X e X+ +a, x”=‘§oagxf

.

En lo sucesivo, en lugar de X0 =(1 ,0,0,...) =1 escribiremos 1, omitiremos los
términos del tipo 0X" y 1 X" serd sustituido por X"
Se tiene :
n N - .
Ty X=a, X 4a, X+ e, X+ap
i=0

Siendc.a,, el coeficiente principal y a4 el término independiente.

El anillo de polinomios de A en la indeterminada X suele indicarse mediante el
simbolo P=A[X]. Los elementos de A[X] se laman polinomios en X con
coeficientes en el anillo A. En particular, los elementos de A C A [X] se llaman
constantes. Si gP = 7, entonces a, se llama coeficiente principal. Un polinomio con el
coeficiente principal igual a 1 se dice que es moénico.

De acuerdo con las definiciones de las operaciones en A]X], se verifican las
siguientes proposiciones:

ANILLO DE POLINOMIOS

o
o
N

i ) El grado de todo polinomio no nulo es igual al grado de su opuesto.

g(-F)=gP
ii ) El grado de la suma de dos polinomios no nulos es menor o igual que el
mayor de los grados.

g{(P+ Q)< mix {gP ,gQ}

iii) El grado del producto de dos polinomios, si es no nulo, es menor o igual que
la suma de los grados.

g(PQ)<gP+20Q

Ahora bien, si A es un dominio de integridad, entonces A{X] también lo es. v se
verifica que el grado del producto de dos polinomios no nulos es igual a la suma de los
grados, o sea

g (PQ) =gP +%gQ

Ejemplo 12-4. |
En Z; [X] se consideran los polinomios
A=3X'+TX+7 B=13X+T y C=TX*+3X+3
Obtener el polinomio AB — €. La mecdnica de las operaciones entre polinomios en

la indeterminada X con coeficientes en el anillo se realiza en la forma habitual
aprendida en la escuela secundana.

A: IXT+TX +7
B: ED¢ +1

IX*+2xX2+4X
IXPHTX+2

CAB TXP4O0X24+0X+2
El inverso aditivo de Ces—C=3X3 + IX+ 3
Yresulta AB—C =0X> +0X* +TX+0T
Es decir, AB—C = X.

12.3. ANILLO DE POLINOMIOS DE UN CUERPO

Como todo cuerpo K ¢s un dominio de integridad, el anillo de polinomios de K, que
denotamos con K {X]. es un dominio de integridad, pero no es un cuerpo. En efacto.
no todo polinomio no nulo admite inverso multiplicativo. Demostramos a continua-
cidn que Unicamente los polinomios de grado cero son inversibles. ‘
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Teorema. Un polinomio de K [X] admite inverso multiplicativo si y solo si es de grado
Ccero. *
Demostracion)

Sea P € K [X] un polinomio con inverso multiplicativo. Entonces, existe Q e K [X]
tal que

PQ=QP =1
Por ser K [X] un dominio de integridad, se tiene
' gP+g(y=gl=0
Y como losgrados son enteros no negativos. resulta
gP=g0=0

Reciprocamente, si gF =0 entonces P=ay #0.
Y. como a, es un elemento no nulo de K, admite inverso multiplicativo a5 ". Es
decir, existe ‘

-1 -
P o=ay!

{2.4. DIVISIBILIDAD EN EL DOMINIO K [X]
124.1. Division de polinomios

Teorema. Dacos dos polinomics Ay B en K [X]. siendo B no nulo. existen ¥ son
tnicos dos polinomios Q ¥ R, que veriican

i )A=BQ+R
ii)R=0 v gR<gB
Demostracion)

Sea gB = m. Se present. nt 10s siguientes casos:

L A®0 v o gA<m =0 =98 » BR= A satisfacen tas condiciones de la
£C3i5.
I gA=n2m=gB
Sean
kel m
A=2gX y B=25hX

i=0 i=0

Entonces a,#0 y b,#0

A expensas de A y de B podemos generar un polinomio de grado-menor que A o
bien el polinomio nulo, restando de A el producto de B por un polinomio
conveniente del tipo £,X?. ’

o

™
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En efecto, sean

Q== X" Y A=A-QiB
m

Resulta A, = 0 v gA; < gA, pues ¢ polinomio Q;B es de grado ny su
coeficiente principal es @,,.

SiA, #0 y gA, =gB,el procedimiento puede reiterarse obteniéndose A, tal
que

-‘}!2 =0 v g.’: fig%~

Engeneral.si 4, £0 g3, @b, Hamandn
14
A= Z ¢ X' owon ¢ #0
=0
se definen .

¢
Qj+l - t Xt—m

e

A=A —Qu B

Los enteros no negativos gA, gAq, gA,, . .. forman una sucesidn decreciente y
en consecuencia se llega a la existencia de Ay, tal que

Ap=0 v gA,<m

Resuita

Ap=An_1—QuB=Ap_2—(Qu+ Qu)B=...=
=A'—(Ql +Q2 +'+Qh)B

*

Fatonces. lamando Ra 4, yQa X Q. se verifica

A=BU+R ~ iR=0 » gRgh
La demostracion de las unicidades de Q v R se proponen como ejercicio.
Los polinomios Q y R, que verifican el teorema, se tlaman el cociente y el resto
de la division de A por B.
Ejemplo 12-5.

Obtener el cociente y el resto de las divisiones de los siguientes polinomios de
R [X] )

iyA=X"+X +1 B=X'+X+1
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La operacion sc realiza en la forma habitual ordenando ambos polinomios segiin las
potencias decrecientes de X y completando el dividendo.

X4 + X2 +1 [ X2 +X+1

4 3 2
XXX X2 - X+ 1
- X3 +1
~-X*—-X*—X
X2+ X+ 1
X+ X+1
0
iy as-b X B=o X+l
i
—‘2— X3 % X+2
{
S lxroaxe ~2X* +16X—128
4 X7
4X +32X
i 2X
—32X- 2%
256
12.4.2. Caso particular

Si el dividendo A es de grado n y el divisor es de grado 1, es decir B=5,X + by,
sronces. de acuerdo con el algoritmo de la division, el cociente Q es de gradon — 1y
¢l resto es el polinomio nulo o bien de grado cero, es decir, puede identificarse con una
sanstante en K| v se tiene ’

A=B.Q+r

En el caso en que el divisor sea de pnmer grado y monico es posible obtener el .

cociente y el resto. mediante el pro‘.edlmlento conocido como Regla de Ruffini.

A ey e AT

Sean A =a, X"+, X' 42, X724t X+a
yB=X +bhy, =X -a siendog = ~bo.

Entonces, los coeficientes dcl cociente y el resto que se obtienen utilizando el
procedimiento mumdo en 1241,
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Cpoy =ap
Cpg =l tCpya
cn—»3£an-2+cn—2a

Co :al+C|a

y ¥ =ay + co a. Estos resultados pueden lograrse con la siguiente disposicién practica

a, [ U dy.2 ... I dy +
d ACp .y hp-2. ., &Y acy
‘ €n-t €n-2 Ca-3.. %o r

Ejemplo 12-6.
Mediante la regla de Ruffini, obtener el ‘ociente y el resto de la divisién de
=—X*+2porB=X-2

Resulta
Q=—X"—-2X—-4 y r=—6

12.4.3. Relacion de divisor en X [X]

Por definicion, el polinomio B es divisor de A si y solo si existe C tal que A = BC.
Se dice también que A es maltiplo de B. Si B # 0, entonces la definicion anterior
equivale a decir que el resto de la division de A por B ¢s el polinomio nulo.

Se verifican las sxgu;entes propiedades

Si un polmormo es divisor de otro, entonces es divisor de su producto por

cualqmer polinomio.
A{B = A|BC

I1. Si un polinomio es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma.
AIB A AIC = AIB+C

II. Si el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo polinomio no aulo,
entonces ¢l cociente no varfa, pero el resto queda multxphcado por dichc polinomio.

Hipotesis) A | B C#0 Tesis) AC

R 0 RC
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Demostracién)
Por hipoétesis
A=BQ+R y R=0 v gR<gB

Multiplicandc la primera igualdad por C, utilizando la distributividad, asociatividad
y.conmutatividad en K [X], se tiene

AC = BQC + RC = (BC) Q + {RC) (1)
Por otra parte )
iR =gR +gC<lgB +gU=giB} v RU=0 £l
Las proposicianes (1) v (2) verifican la tesis,

Ejemplo 12-7.

Dados A =4 X’ +2X+1 y B=2X— 4. obtener el cociente y el resto
sgilizando la rega de Ruffini. Teniendo en cuenta la propiedad [11, podemos aplicar la
regla dividiendo A y B por 2, es decir, multiplicando a ambos por el polinomio 1.2, a
fin de que el divior sea ménico.

Entonces>w:1,~A:2X3+X+—-_!,— y —#B=X~*3

201 o
2 4 8 18
2409 i—”’;
Resulta
Q=2X"+4X+9 vy %R=%7— esdecir R=37

125, iDEALES DE K [X]|
De acuerdo con 9.6.2., el subanillo { de K [X] es un ideal si v sélo si

Ael A PeK[X] = APel

Ideales triviales del anillo K [X] son el mismo K[X] y el conjunto cuyo inico
elemento se reduce al polinomio nulo. Este se llama ideal nulo de K [xj.

Teorema. Todo iceal de K [X] es principal.
Demostracion)
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Se trata de probar que todo ideal de K [X] estd generado por un tinico polinomio.
Distinguimos dos casos
i )Si I es el ideal nulo, entonces estd generado por el polinomio nulo, y en
consecuencia es principal.

ii ) Seal 9&{ 0} un ideal no nulo de K [X]. Entonces existe en 1 un polinomio no

nulo. Como los grados son enteros no negativos, de acuerdo con el principio de
buena ordenacién, I contiene a un polinomic de grado minimo. Sea éste B. Ahora
bien. si A g1, por el algoritmo de la divisién. existen en K [X]dos polincmios Q v

R ani tales que
A=B0+R v R=90 aR < B
0 sea

R=A-BQ

Por definicién de ideal
Ael ~ Bel = Ael » BQel » A~-BQel »Rel

Como B es de grado minimo en I, no puede ser gR <gB, y en consecuencia R = 0.
Es decir -

A=BQ

Esto significa que I estd generado por el polinomio B, de grado minimo, o, lo que es
lo mismo, I es un ideal principal.

12.6. FACTORIZACION EN K[X]

12.6.1. Maximo comin divisor

Sean A y B dos polinomios no simuitineamente nulos del dominio de integridad
ipal K XL

orin
Definicion .
El polinomic D es un mdximo comin divisor de A y B si y solo si es divisor de
ambos y. ademas, miltiple de todo divisor comun.

(DA » DIB

D esunmec.d.de AyB
DA » DB =DID

Teorema. Todo miximo comun divisor de dos polinomios A y B es una combinacion
fineal de los mismos con coeficientes en K [X].
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{remostracion) . .
Sea § ¢l ideal de K [X] generado por los polinomios A y B.
Es decir

1={Pa+QB/PeK[X] A QeK [X]}
Como *odo ideal de K [X] es principal, I estd generado por un polinomio D de
grado minimo, es decir, existen Sy Ten K [X]tales que
D=SA+TB (D
Pui vira paiie
A=1.A+0.b A B=0.A+1.B=A€cl » Bel

9 sea. A v B son multiplos de D, o lo que ¢s lo mismo, D es un divisor comin de A
v 3
Sea shora
D’A A DB =A=MD" ~ B=ND’
Sustituyendo en (1)
D =SMD’ + TND’ =(SM + TN) D’
Luego
D’iD

En consecuencia, D = SA + TB es un médximo comdn divisor de Ay B.

Prupiedad. Si D y D’ son mdximos comunes divisores de A y B, entonces existe
aeK talqgue D=aD"
Demostracion)
Por ser D’ un m.c.d. de A y B, se verifica
D1A A DB

Y como D también lo es, se tiene

DD -
Por definicién de divisor existe R en K [X] tal que
. D=DR -
Por grado del producto -
gD =gD" +gR

% como los grados son enteros no negativos, resulta

gh=gD (D
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Andlogamente
gb =gDh @

De (1) y (2), por la antisimetr{a de la relacion de mayor o igual, es
gD =gD’

O sea, gR = 0. Esto nos permite identificar al polinomio R de grado 0, con una

constante nonula 2, de K
Luego

D =aD’

Siendo todos los m.c.d. de A v B del mismo grado, convenimos en llamar mdximo
comn divisor de A v B al Gnico m.c.d. ménico. v escribiremos m.c.d. (A . By,

Ejemplo 12-8.
Determinamos el m.c.d. de A v Ben los siguier;tes <asos
i)Aa=3X} B=4X® enZ;[X]
Resultam.c.d. (A y BY=X*.
i) A=—2X' 42X B=v3 X-v3 enR[X]
Setenem.s.d. (AYBI=X~—1.

12.6.2. Determinacion del m.c.d. por divisiones sucesivas

La propiedad demostrada en 9.14.2. es vdlida en K [X] y nos permite afirmar que el
m.c.d. de los polinomios A y B es igual al m.c.d. entre B y el resto de 1a division de A
por B, siendo B # 0.

El esquema de las divisiones sucesivas propuesto para los enteros en 9.14.3. adopta
aquf la forma andloga siguiente

Q " Q| ...... Qn-1 Qn Qn+
A B Ry| .o .. oo | Raoy R,
R, R: R R, 0

En consecuencia
m.ed. (A, B)=m.cd. (B, Ry)=mecd. (R, ,Ry)=...=m.c.d. (R,_; ,Ry)=
=m.d. (R, .0)=R,

siendo R, el dltimo resto no nulo de las divisiones sucesivas.
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Ejemplo 12-9.

Determinarel mcd. de A=X +X> —2X2 +X -1y B=X*'—2X+1
por divisiones sucesivas.

X X X2+ X+1
X +XP -2+ X—1f X' —-2X+1 | X? -1 X —1
X -2X + X X - X X? - X
X3 -1 - X X —1
| X~ X3~ X
X—1
0

Resultam.cd. {A . By=X-—-1.

12.6.3. Polinomios coprimos
Sean A y B dos polinomios no simultineamente nulos de K [X].
Definicion
Los polinomios A y B de K [X ] son coprimos si y s6lo si todo divisor comun de

Ay B es inversible.

Equivalentemente, podemos decir que A y B son coprimos si y s6lo si todo m.c.d.
de A y B es de grado cero. Como el polinomio ménico de grado ceroes 1, se tiene

Ay B coprimos © mcd.(Ay B)=1
En consecuencia, de acuerdo con 2l teorema 12.6.1., resulta
Beooprimos = 2S5y Ten KX SA+ T8 =1
Ejemplo 12-10.
En R [X] se consideran iés polincmios
A=X-X* y B=X-1
Por el algqritmo de la division existen
Q=X*+2X+2 y R=2
tales que

X+X=X+2X+2)(X-D+2

o
v

POLINOMIOS IRREDUCIBIES 393

Entonces
XP+X) - +2X+2)(X—1)=2
O sea
Y
Locrn (-4 x-x-1)x-1=1
A . 2z J

Es decir, hemos expresado al polinomio 1 como combinacion linewd de A y B con

_ P p
coghicientes § = v Te— - X' X~ 1 de lo que se deduce que A v Bson

12.6.4. Polinomio primo o irreducible

Sabemos que los unicos polinomios inversibles de K [X] son las constantes no nulas
de K. Dado A = X + 1, ocurre que las inicas descémposiciones de A en el producto de
dos polinomios P vy Q son tales que P es inversible 0 Q es inversible. Es decir. no es
posible descomponer a A en el producto de dos polinomios de grados positivos. e dice
entonees que A es primo o irreducible en R {Xl}

Definicion
El polinomio no inversible A € K [X] es primo o irreducible si y sélo si toda
descomposicién A = PQ es tal que alguno de los factores es inversible.
O bien
A es irreducible si y sélo si no existen P y Q tales que
A=PQ con gP>0 » gQ>0
Ejemplo 12-11.

i ) Todos los polinomios de grado 1 son irreducibles en K [X], pues ningin
polinemio del tipo A=4;X +a, con a; #0 puede descomponerse en el
producto de dos polinomios de grado mayor que cero.

i 3 Ne todo polinomio de grade 2 s irreducible en R [X]

Ao WS
N

+ BN v ¢ con BY - 2 ge <08 es irreduaible, pero @

b* - dac =0, entonces A es reducible, es decir, puede expresarse como o
producto de dos polinomios reales de grado 1, '

12.6.5. Propiedades. En el dominio principal K [X] se verifican las siguientes
proposiciones, cuyas demostraciones son andlogas a las desarrolladas en el Capitulo 9:

1. Si un polinomio primo es divisor de un producto, entonces es divisor de alguno-de
los factores.

Pesprimo A PJAB =P|A v PIB

[
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IL Si un polinomio es divisor de un producto y es coprimo con uno de los factores,
entonces es divisor del otro.

PIAB A m.cd.(PyA)=1 = P|B

12.6.6. Teorema fundamental de la descomposicién factorial. Todo polinomio no nulo
en K[X] puede expresarse como el producto de una constante por polinomios
ménicos irreducibles. Tal descomposicién es Gnica, excepto el orden de los factores.

Demostracién)

Distinguimos dos casos:

1. 5i A es una constante no nula o un polinomio irreducible en K [X]. el teorema se
srarshs ok
anple oby

At s
aani, Fw\au

A=g=qg.1
O bien
n . n a; .
A= 2L g, X'=q, 2 Xt
i=0 =0 d,

I1. Sea A de grado m, reducible en K [X]. Entonces existen en K [X] dos polinomios
Py v P, de grados positivos, tales que

A=PP, (1}

Supongamos que la descomposicion es vélida para todo & < m, es decir

- ¢ " i N
P, =g, T P“, y P2=a2 w P’j
=12

=1

donde @; y a; son constantes y los polinomios Py; y Pi; son ménicos irreducibles,

Multiplicando las dos ultimas relaciones se tiene
PP =) & Py ) Ry
1 P2 =g, 2)631 n)(l_:l 2,'}
Teniendo en cuenta (1) resulta

A=a 7Tl Py
siendo @ una constante z.=¢ + 1 v los P, polinomios ménicos irreducibles, O sea, la
descomposicién es vilida para m, y en consecuencia lo es para todo n € N, de acuerdo
con ¢l segundo principio de induccién completa. -
Para probar la unicidad de Ia descomposxcmn factorial, suponemos que A admite
dos descomposiciones

A=aP,P,...P, y Aszng...Q,,.
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Como @ y b son el coeficiente principal de A, s¢ tiene @ == b. Entonces
PR P =0, Q. Qs (2)
Ahora bien
Pil{A 'y P, primo = P{Q; paraalgini por 12.6.5. 1.

Entonces, Q; = RP,, pero como Q; es irreducible debe ser R una constante, y
ademds igual a 1, ya que ambos son polinomios ménicos. En consecuencia, P, =Q,.
Luego de dividir (2) por esta igualdad resulta

P;P3..,P,='Tf Qj

j=:
Reiterando el proceso. de acuerdo con el segundo principio de induccion completa,
los P, son iguales dos a dos z los Q;. y la descomposicién es dnica.
Ejemplo 12-12. .
Descomposicion factorial de los siguientes polinomios en R [X]y en C [X].
IJP=X" =X +X' =X =X (X - X +X—-1)=
=X XX - D+ X- =X X+ 10X -1
Esta es la descomposicion de P en cinco factores monicos irreducibles en R [X]. El
exponente 3 del factor irreducible X es el mayor entero que satisface X>|{P. Ademads.
X* + 1 esirreducible en R[X], pues #* —4ac =0—4<0.
En cambio. en C [X] la descomposicién factorial es
P=X(X+D(X—D(X~1)
Q=X + X +1=X* +2X + [ - X*=(X? + 1) - X =
=(X*+X+ D)X —X+1)

que son irreducibles en R [X], pero no en € [X], pues

X24+X+1=X2+X %*'ﬁ‘z J
7 N A
o) = (F Lo b o) (e b =08
Andlogamente .
x2~x+1=(‘—-~£~+i\/.‘,g\)s(/X—%“iia—%)
. ) - -/ N - -




396 . POLINOMIOS

12.7. ESPECIALIZACION DE X Y RAICES DE POLINOMIOS

12.7.1. Especializacion de la indeterminada X
SeanPeK[X] y ek
Definicion

Especializecién de X por a es el elemento de K

n .
i f A Y R ot adr S 3
Pioay= 2 aa0 o gP>»U
paur

Play=P si gP=0
Pla)=0 si P=90

Ejemplo 12-13.
Determinar las especializaciones de X en los siguientes casos

ida=vI y P=2X*~X+1 enR[X]

Se tiena

PWD) =2 -(2)P +1=7

ii)a=1+i y P=iX+i enC[X]

Results '

P(I+=i(0+)+i=2i—1

iy a=2 y P=3 enZs(X]

Entonces

P(2)=3

iv) De modo mds general, si P € K [X], la especializacién de X por a defire una
funcion de K [X}en simisme. SiP =X ~ L.y ¢ =X - I, entonces

Plaj=(X = 1@ =1 =X =2X
2.7.2. Raices de polinomios

SeammPeK[X] ¥ acek
Definicion

a €K esraiz de P siy sélo si la especializacion de X por « es 0.
Osea '

cesraizde P < P(x)=0

RAICES DE TFOLINOMIOS 3y /

Propiedad. a es raizde P siy solo si X — a es divisor de P.
lL.aesraizdeP = X —alP
Dividiendo P por X — @, se tiene
P=(X—a)Q+r (1)
Especializando X por a se tiene

Play={a— o) Qi) +r=r

Y como @ o3 rafx de P.por definicion resulta Plad =0 =~

systituvendo en (1)

P={X—aii}
v 2n Jonsecuenci
X—aP
z
ii. X—aP = aesraizde P
Por hipotesis
X — ajP

Por definicion de divisor, 3 Q tal que
P=(X—oQ

Especializando X por

®

widiende P pos X — a0 % teng
P=yXN ~ay(Q+r
Especializando X por aresulia
Play={a—a)Qe) +r
O sea
r=P(w
Una consecuencia inmediata del teorema del resto es la siguiente

X—a|P < P(@)=0
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Fjemplo 12-14.
i ) Determinar si P = X" — 4" es divisible por X —a.
Comor=P (@) =a™ —a® =0, resulta X — alP.

ii ) Obtener el resto de la divisibn de P=3 X2 —6 X + 1 por (3 X + 6).

Dividiendo ambos polinomios por 3, se tienen
X —2X+ 4y X+2
El testo de su division es
i

PR 2=+ é =8+ 5 = :—3”—

De acuerdo con 12.4.3. HI].

r s
5 =r
O sea
r=25
12.7.4, Raices distintas de P e K [X]
Siay.oy.. ... @, son rajces distintas de P € K {X], entonces

n .

7 (X —a) P

i=1

I. La propiedad es vdlida para # = 1. pues

}r; (X—o)=X~—o,|P yaquea, esraiz de P.
i=

1. Demostramos ahora

F(X—a)P =>’ffrl‘ (X — )P
T

Por hip6tesis y definicion de divisor 3 Q tal que

P=Q % (X—a) (h
Ei resto de la division de Q por (X —ayv1) es7 =Q (a4 ).
Especializando en (1) X por e, -

Plap+1)=Q(ay4y) %l (@s1 —) = 0
i=
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por ser o, 4 raiz de P. Como las raices son distintas

ey —@#0 Vi=1,... .k

resulta Q (a-’l‘l'l ) =(
Osea,r=0
Entonces, X — 0,4 ,11Q = Q=8 (X —a4y) ()]

De (1) y(2)
P=S(X—ap) I (X-a)

y por lo tanto

1

X - a)P
=1

Consecuencia. Todo polinomio de grado n en K [X] tiene a lo sumo # raices distintas.

Demostracion} +
Sean @, @;, . . ., a,, todas las raices distintas de P. Por el teorema anterior se
verifica
m
T (X—a)P
i=t
Entonces
m
P=0 7 (X—a
i=1
Luego
n=gP=gQ+m=2m
Es decir

m<n

12.8. RAICES MULTIPLES

Sea araiz de P e K [X].
Definicion »
a tiene multiplicidad p € Nsi y sélo si P es multiplo de (X — a)” pero no lo es de

(X—a)P*!,

En este caso se dice que « es raiz multiple de orden p.
O sea
“a es raiz milltiple de ordenpeN & (X —a)’IP A (X~ oz)"*l *P
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La definicion deda pucde traducirse de la siguiente manera
o es raiz miltiple de ordenp ¢ P=(X—&)” Q » Q(a)#0

Las rafces de multiplicidad 1 se llaman simples.
Por ¢jemplo, O es raiz doble de P = X*; 1 es raiz triple de Q = X (X — 1P y0es
1jz simple.

12.9. POLINOMIO DERIVADO Y RAICES MULTIPLES

£:9.1. Operador derivado

Lafuncion D (K I1X] = K [X]
lefinida por

4=

Fa: \ .
DiP=D{ X X = i X"'=P si gP>0

i=0 - i

[}

i
DP)=0 si P=0 v gP=0

scibe el nombre de operador derivadoen K {X]}, y la imagen por D de wdo polinonmio
tse llama polinomio derivado de P.
El operador derivado satisface las reglas usuales de la derivacién
iYP+Qy=P+Q
i) (@P)y =a¥
ity (PQY =P'Q +PQ’
i) (P"y =nP Tt P

12.9.2. Propiedad. & € K es raiz miltiple de orden m > 1 del polinomio P si y solo si
s ruiz de P v de P,
i Ses & raiz de P con multpiicidad m > 1. Entonces, por definicién 1 2.8, es

i -0 o Q{0
Denvando
' P=mX-a" ' Q+X-a)"Q
Especializande X por a resulta
P(a)=0 yaque m>1
O sea, @ es raiz de P'. B

1l. Sea « raiz de P y de P’. Hay que probar que ¢ es raiz'de P con multiplicidad
mayor que 1. :
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Por hipbtesis
P(@=0=X—af =P=(X-0Q (1)
P(@)=0 = X—aP" =P =(X—0)35 )
Derivando (1)
P=0+X~-aQ
Sustituvendo en {2}

QO+ (X=— Q" =i(X—a}8

O={X—ayiS—-QV=(X—-a17 3
De (1) y (3) resulta
P=(X—a)’T-

O sea. « es raiz de P con multiplicidad m > 2.
%

12.10. NUMERO DE RAICES DE POLINOMIOS

Sea P € K [X] un polinomio de grado n, y sean a;. ¢z, . . ., & todas sus raices
distintas con multiplicidades my, m,, . .., My, respectivamente.

Teorema. La suma de las multiplicidades de las raices distintas de todo polinomio de
srada 1 2s menor o igual que 7. ‘

B

p2} mn; < gP =H

-

Lo demostramos por induccion sobre X.
i 1Sea k = 1. es degir. que la dnica raiz es o, con multiplicidad #1, . Entonces.
por 128 se uiene

0o E.“: o !,‘T,Sq [ S| T, b ¥ Il

Luego

i my=m, =g(X—a;)" <m; +gQ=gP=n

=1
ii ) Debemos probar que si la propiedad se cumple para k = A, entonces se

verificaparak =h + 1, 0sea

Q‘ h+l
P mi€n = E n’li<n
i=1 i=1
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En efecto, siendo «y, «, ..., &, raices distintas de P con multiplicidades m,,
Mo, ..., By, se tieng

h m;
P= 7 (X—~¢a) .Q y Qo)#0parai=1,2,....h
i=1

Mh+l
)

Debe ser Q divisible por (X — ap+ . Sean H y R el cociente y’el resto de la

division, es decir
Q=(X—ap+)) PP H+R

Si R = 0. entonces

Len cunsecuencia

St R # 0. entonces

P="F (X—a)™ H+ _'7’:1 (X—a)"R
= =

Como
(X ~au P
Resulia
(X —a,.; V"R i%l (X—a)™
¥ 2n consecuencia
(X~ )" R

O sea
R = (x"%ﬂ)hﬂ S
Luego A
P="% (X-a)™ (H+9="F (X—a)™ T
Entonces )

ht1 ht1
n=gP=2 m+gT>= 3% m,
=1 =

ot

Consecuencia. Todo polinomio de grado 22 en K [X] tiene, a lo sumo, # raices.
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En efecto, si ay, az,: . ., a son todas las raices distintas de P con multiplicidades
Hiy, My, . . ., My, respectivamente, entonces el niimero total de rafces es
k
2z m; <n
i=1

Ejemplo 12-15.

El polinomio P=X* —4X?> +5X2 —4X +4enR [X] admite Ia raiz 2, pues
P(2)=0. '

El polinomio derivado P" =4 X3 — 12 X* + 10 X ~ 4 es tal que P'(2)=0,yen
consecuencia 2 es, al menos, raiz doble de P.

L N FOTEERr PR SUNSURIF SIS SURUIE N SO 5 . )
ApHaiay iIRaciauaiiciie id 1egi 4¢ Rulii

2 2 -4 2 g
1 -2 -2 1] o0
2 2 0 2

Resulta
P=(X-2f X*+ 1)

Es decir P admite en R [X] la Gnica raiz doble 2.y la forma propuesta es la
descomposicién factorial de Pen R.
12.11. RAICES DE POLINOMIOS REALES
Sea P e R [X], de grado*.

12.11.1. Teorema de Gauss. Si el polinomio real P. de grado n, con coeficientes
entero¥, admite una raiz racional % (siendo p y ¢ coprimos), entcnces p es divisor

del término independiente y q lo es del coeficiente principal.

Hipdtesis) P = 22 a; Xl estalqueq;€Z y a,%#0
i=0

fqieQ esraizdeP y med.(p,q)=1

Tesis) plag ~ gla,

Y
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Demostracion)

Como %— € Q esraiz de P, se verifica

O sea

Entonces
2,0 " =0 =

=a,q" + RS ST =0 =
od Pi\i;lﬂip d Vi

2 2
=aoq wm- SapTie" )=

=aq,q"=p.s con s€L (i)

Distinguimos dos casos
i)a, =0 yel teorema se cumplecon p=0 y g4= 1
il ) ag #* 0
Entonces p # O, pues si fuera p = 0, como g # 0. por (1) seria ao
supuesto.
Fn este caso. de (1), resulta
piae q"

¥ como p y g son coprimos, se tiene plag por 9-8 ii)
Por otra parte

Fn=1 N

apg 0= L oagpqn ) ta,pt=0=
LA ’

=a.p'=q (- & ap g’ =

wqg,pt=q.1 con 1€L =
= gia, p" = qlan
Ejemplo 12-16.
Detem}inar, si existen, las raices racionales de
P=8X*+10X — 11X +2

= (, contra lo

RAICES DE POLINOMIOS B

Si existen raices racxonales_q_ ,debeser pl2 A ql8

Los divisores de 2 son: 1, -1, 2 y -2,
Los divisores de 8 son: 1, 2, -2, -4, 8 v -8
De los 10 nimeros racionales, — 2, -}7 y % son las rafces de P, vy en

consecuencia la descomposicion factorial es

- -

; \.
P=8(X+2) X~ L i xw%

12.11.2. Raices complejas de polinomios reales

Sea P € R {X] un polinomio de grado

Teorema. Si un polinomio real admite una rarz compleja. entonces admite a su
conjugada.
n

. ’
Hipdtesis) P= 'Eo 2; X' estalque g, eR y ceC esraiz
=

Tesis) = esraizde P

Demostracién)
Debemos probar que

: PZ)=0
Por hipétesis
Mzy=0
4
n
E a; :‘ =0
i=0
4
n -
z a; 2'=0
i=0
4
. & T
= a, =0 por conjugado de la
i={)
Sia ¥ o
FT e e
;0 a > =0 por conjugado del
e praducto.
1
'ﬁo a;(Z) =0 por conjugado de una
= v potencia y por ser g; € R
P(Z)=0
4

7 esraizde P
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Nota:

Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo polinomio real de grado
imipar admite una raiz real.

12.11.3. Teorema fundamental del dlgebra. Todo polinomio real de grado positivo
admite una raiz en C.

La demostracién de este teorema exige recursos no algebraicos y la omitimos.

12.11.4, Descomposicién factorial de polinomios reales

Sea P e R {X]. de gradon > 0.

Teorema. Si P es un polinomio real de grado n 2> 1, entonces existen n complejos «; .
s, ..., 0, tales que

P=a, & (X—ap

i }SigP =n =1, entonces
-~ ) ao ~
P=a; X +ao=a,1 X+-;-} puesa, 0
“~ [
Luego

1 A as
P=g, 7 {(X—¢;) donde o =—-—
=1 a,

ii ) Suponemos que la propiedad se verifica paragP = A <n.
Sea P de grado  + 1 y ap4y raiz de P, la cual existe por el teorema

fundamental.
Entonces A
’ P=(X—~a,+1)0Q (1)
siendo gQ =h. -

Por la hipétesis inductiva se tiene
. . )
Q=ap4y s X—a)
i=
Y sustituyendo en (1)

P=ap.y ?jl (X—a)
i=
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Ejemplo 12-17.

Efectuar la descomposicion factorial del polinomio

enC [X].

Como o, = 1 esraiz de

Q=X -3 +4x-2
entonces (X — 1) es divisor de Q.
Efectuando la divisién por la regla de Ruffini,

el cociente es
S=X?-2X+2
¥ SUs rarces son
@y 3 = 1xy

Luego
P= o (X— DX~ 1-0)(X=1+1)

12.12. RELACIONES ENTRE RAICES Y COEFICIENTES

Sea P = .Zo a;Xi (1) un polinomio de grado n en C [X]. Su descomposicion facto-
i=
rial es, en consecuencia
P= an % (X - ai)
=1

Es decir ) 4
_ P=g,X~a)(X—a)...(X—a,)
donde o; con i = 1, 2

» 2, ..., nson todas sus raices complejas, simples o miltiples.
Efectuando el producto de los polinomios ménicos irreducibles, se tiene
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P=a, [X (e +og +... .+, ) X1 4
(o 0 ey t .ty @)X

-3
“(01&2(13 + @ 0y 0y '%‘_..+an_2an_1a,,)X" +...+

\n ~ ;
(1) oy 0 cooy) (2) .!‘
. H
De (1) y {2) resulta
_an(al +&2+,.."§“Ck’,,)={t'n_x ’
dn e Gy oy ap b Gy g X YTy 2
T (s &y Gy +F &y Gy &3 T T, s Epy BT,y .
— l)n dn @y & &, = do
Entonces
An—-y
oy ta, L, =
an
[/ ]
(e PO o TUR: S N o « SO
an
P
Qo azt.. Ty 0p g &y =—
ap
..... 1
.......................... !
= {— 1)"
oy o Qg Ay O = —~
“n
O sea :
13 an_1 ~
2 a=- i
i=1 ap %
2 anp -2
oo =
i< v L
3 Tn.o3
S L ‘}3 Ay = -
i<ji<k dn
dg -
T =( 1y
i= dn
Expresando . .

P=a, X"+a, X" '+...+a; X +4a

1as relaciones anteriores se traducen en
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i )La suma de las rafces es igual al segundo coeficiente cambiado de signo,
dividido por el coeficiente principal.

ii ) La suma de los productos binarios de las raices es igual al tercer coeficiente
dividido por el coeficiente principal.

Las mismas reglas valen para las sumas de productos ternarios, cuaternarios,
etcétera, con signos — o -+, alternativamente.

El producto dz las » raices es igual al término independiente dividido por el
coeficiente principal. con signo + o —, segln que n sea par o impar, respectivamente.
Ejemplo 12-18.

Determingr el polinomis moénico de grado 3 vuyvas raices son

=1 , a=~1 | @=_

Hay que obtener a; , a; y g, tales que

P=X3 +02 X2 +a,,X+a°

Como
- 43
oty Tay=lE— = =gy
as
. &
a,a;+a,a3+a2a3=—l=—a— =a,
3
ao
Qa3 =—2=— — =—gq,
as
Se tiene
a,=—2 |, a;=—1 , a¢=2
Luego

12.13. FORMULA DE TAYLOR ¥
METODO DE HORNER

SeaP= 3 2; X en K [X] un polinomio de grado positive.
i=0

Pensando P como una funcién de K en K respecto de la especializacion de X, si
efectuamos una traslacion definida por a € K, al referir a P respecto del nuevo origen,
la indeterminada Y estd vinculada con X mediante X =Y —¢

R PRSI e RS et
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x Py
i t t k
0 a
. ¥ 5
OseaY=X—a

Entonces se tiene
a i
P= Z b,‘ (X —a)
L]

dorde P queda expresado en potencias de X —a =Y. v cuvos coeficientes b; serdn
Jeterminados a continuacion,

12,13,1. Formula de Taylor

A partir del polinomio P = fn.‘ 5;(X —a) (1)de grado n > 0. determinamos las n
i=0
Jerivadas sucesivas:

P o= Tib(X—a)t
i=1
Pr= L i (X-a)?
=2
Pr= 3 ili-1)(i -2)(X -a)"

.................................................

Pl L iG-1)G-2) ... [i- (- DX -af D

i=n-1

P = 2 i—1G-2) ... i~ = DIX - a)"

Especializando X por @ en P y en las n derivadas, se tiene
P (ﬂ)=b0
PP @)=1.b,=1b,
P?@)=2.1.0,=21b; ‘
Pa)=3.2.1.b3=23b;

P(")(a) =n!b,

e
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Entonces

bo=P ()

1 ,
by = 1 P’ (a)

|
bg = ":,?"T P (a)
| A 1 nin) ¢\
Un n! 1

Y sustituyendo en (1) resulta la formula de Taylor
n . opli) .
P=P(@)+ 2 «‘3—;.,@— (X - ay
=1 :
Si convenimos en lamar a P (2), la derivada de orden o de P en 2, podemos escribir

p@)= P2

o!

Y la formula anterior se expresa asi

P=Z

n P(i)(a)
=0 i

(X ~a)

12.13.2. Método de Horner

Para obtener los coeficientes 4; de la formula (1) efectuamos las 7 + 1 divisiones
sucesivas siguientes, hasta obtener un cociente nulo

bo

donde gQ; =i, ¥i=0,1,...,n—1
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Por el algoritmo de la divisién se tiene

P=by+(X=-a)Qu1=bo+X-a)[b; +(X-2)Q,2]=
=botb X-a)+(X-0) Qp=

bo+b, (X-a)+b, (X~ +(X~2a) Qu;3=
L=mbytbhy (X -a)+hy (X—a + ...+, (X -a)

CUY oS coeficienies son fos SUCESIVOS 1estos gue resuitan de las divisiones sucesivas
indicadas.
Ejemplo 12-19.
Expresar el solinomio P = X® — 3 X* + 2 X + | en potencias de X + 1 urilizando
los métodos anteriores.
i ) Formula de Taylor. Obtenemos los polinomios derivados

P =3X% -6X+2
P =6X-6
P,”=6

Especializamos X por — 1

Pi-)=—1-3-2+1=-

&
~

P(-1)=3+6+2=1
PP (-D)=—-6-6=—12

P’ (-1)=6
Luege
3 opty
p=3 B0 gy
i=0
==~5+11(x+1)_ (‘<+1) + = X+1Y=

= 54 11 (X+ 1)-«6(X+ 1)? +(X+1)

ii ) Método de Horner. Efectuamos las divisiones mdlcadas en 12.13.2. mediante
la regla de Ruffini . .

it
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1 -3 2 1
-1 1 -1 4 -6
1 -4 6 l%—s
=1 1 -1 5
1 -5 |
H -1
1 | -6
y los coeficientes son &p = — 5,6, =11 , b, =~ 6y b, =1.
Se tiene
P=—5+11(X+1)—6(X+1)Y +(X +l}
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;.38 Determinara by ren R, de modo que
)9 —leXx+a=aX~ DX~ 2y + BX (X~ 2)+ X (X~ D

i) X+2=a(X + X+ ) HBX X

:2.2]. Dados en Zg [X] los polinomios
p =3X*+X}+EAX+3

Q =3X+5X+1
Determinar

i1ZP~-Q
iy PQ
)P +Q
iv) el grado de XP +2Q
73.22, Obtener ¢l namero de polinomios en Z{X] de grado menor que 4 con
coeficientes a; tales que ja; — 11<3
12.23. Determinar si existen polinomios A € R [X] de grado positivo, tales que
A*—A=0.

12-24. Obtener ¢l cociente y el resto de la division de A por B, pertenecientesa Q X1,
en los siguientes casos: |
iYa=—X B= = X~—1
p=—-X'+2X—1
B=X"—X

iyA=X =X +2
i) A=2X -1

3

12.25. Dados A=X’+2mX+m y B= X2 +m X~ 1 en R[X], determinar m
para que A sea divisible por B.

12-26. Mediante la regla de Ruffini, determinar el cociente y el resto de la division de”

A por B en cada uno de los siguientes casos
iyA=—aX +a> X1
i)A=3X+X +EX+2

B=X—a ]
"B=X+2 enZs[X]

W e e 3w
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) A=iX*-2X +i B=X+i enC[X]
YA=3X*-6X+1 B=3X-9

12-27. Determinar el m.c.d. de los pares de polinomios que se indican
I)A=X"+X-X +X—2 y B=X'+X’-3X"-X+2
i)A=X*—16 y B=X +4
i) A=X" —1 y B=X®-1
iv) A=X34+2X* -X—2 y B=X'+2Xx*-3

12-28. Sean Py Qen K [X]y 2 € K. Demostrar que P .Q(a)— P (a) . Q es miltiplo de

wr

12-29. Realizar la descomposicion factorial de P = X* + 4 X* —4 X —16en Q [X],
RiXlyC[X]

12-30. Verificar que P = X* — 5 X? + 6 carece de Taices racionales.

12-31. Obtener todas las raices de P = X* — 10X +1

12-32. El polinomio P = X3 + 2 X* — 4 X — 8 admite una raiz doble. Obtener la
descomposicion factorial en Q [X].

12-33. Expresar en la forma X* + _§ a; X' el po!inomion P= z'r‘ (X — a;) tal que
o;€Rparai=1,2,3,4 = l

12-34. Determinar el polinomio monico de grado 4, cuyas rafces son — 2, — 1, 1y 2.

12-35. Investigar si los siguientes polinomios son irreducibles en Q {X]yenR{X]

i)A=X?-3
i)B=5X*+4
fi)cC=X®—1

12-36. Demostrar que P = ﬁ a; X' es irreducible en RIX] si y sélo si
P i=0 -
A=al_4aodz<0. .

12-37. Proponer un polinomio irreducible en Q [X] del tipo @ X? + b X+, tal que
b? —4ac>0.

12-38. Determinar en Zs [X] un polinomio P de grado 2, tal que .
P()=3 , PP=0 y PO@=T

12-39. Sea B#0 en K[X]. En [X] se define la relacion de congruencia moédulo B
mediante
A~A & BA—-A
Demostrar que tal relacion es de equivalencia y determinar las clases de
equivalencia.
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1240, Demostrar que la congruencna modulo B # 0 en K [X]es compatlble con la
suma y el producto.
1241, Sean Ay B en K [X]. Demostrar que
1={SA+TB/S y TeK(X] )
es un ideal de K [X].
12442, Demostrar que la interseccion de toda familia de ideales de K[X] es un ideal.

12-43. Demostrar que el ideal generado por A; v A, en K [X]es igual a la interseccion
de todos los ideales que contienena &, v A..
§2-4. Determinar todas las raices de las siguientes ecuaciones
)X +16i=0
HIN'+XP+X+1=0
iW)iX3+1=0
1245 DadoP=8mX* + 7(m— 1) X + 1| con m % 0, determinar m en los siguientes

Casos
i ) Las raices son opuestas.

ii ) Las raices son reciprocas.
iii) Las raices son reales e iguales. C === " =

12-46. Resolver las siguientes ecuaciones
i)X*+2X*+3X+2=0  siendo a +a; —a3 =0
ii)2X>—-X*—-5X~-2=0  siendo @G oy +1=0

12-47. Resolver las siguientes ecuaciones
i)abX—bX(@+b+X)=aX@+tb+X)+abla+b+X)
i)X*+2Xx*+1=0

1248, Dada la ecuacién X3 — 7 X + m = 0, determinar /» para que a; ~ 2 a; = 0.

a ecuacion

F7.49 Determinar In sema d2 foe cuadrados

fig Dkl

12-50. Dado P = X — 3 X* + 2 X en R [X], determinar el polinomio cuyas raices
exceden en 3 a las anteriores.
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

TRABAJO PRACTICO |

1-17, « Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan las
respuestas que no figuran en ios Hbros.
 Aceptan las respuestas que no figuran en los libros o imponen un cimulo dz
normas estipidas.
o Si mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan las
respuestas que no figuran en los libros. entonces imponen un cimulo de
normas estupidas.

1-18. La proposicién compuesta es la conjuncién de 8 proposiciones simples:
N A 4

donde p,: “la chatura de ciertas disciplinas escolares se trasmite a los maestros’,
etcétera.

1-19. Adoptando la combinacion de valores de verdad que figura en el texto, los
renglones para las tablas propuestas son:
i)VEVVVVVY i)VVVYVY

1-20. « Mis maestros hacen que algunas lecciones no sean aburridas.
» Aceptan las respuestas que no figuran en los libros.
« No imponen un cimulo de normas estapidas.

1-21.i )~p A g Su negacion equivaleap Vv ~gq, yla retraduccion es: “es justa o
no mantiene el orden”.

ii)p ~ g;~p v ~gq; “los alumnos no conocen a los simuladores o no tos
desprecian”.

iii)p = q:p A ~q+ “los alumnos conocen a los simuladores y no los
desprecian”.

1-22.1 )si. ii)si. iii)no. i) s
123.i)p A q. i)~p A (@ Vv ~q).
1-24. F.

1.25.1 )si; V. ii)si;F. i) sV i) no.
1-26.i)V. ii)V. ii)F.
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12271 )Vx :~P(x) A Q(x) ii)3x/P(X) A ~Q(x). i) Ax/Vy 1 xy #0
1-28. Utilizar k ley del silogismo hipotético.
1-29.1 ) V x €R : x* > 2; 3x € R/x* <2;existe algin nimero real cuyo cuadrado es
meno' o igual que 2.
i) 3xeZ/x® +1=(x+1P;VxeZ:x* +1#(x+ 1); todo niimero entero
es tal jue su cubo aumentado en uno, es distinto del cubo del siguiente.
H)Vx : P (x) = Q(x);3x/P(x) A ~Q(x);existen personas que estudian y
no tritnfan.

{-39. Utilizand) leyes logicas, se lega a la proposicion equivalente ~ 2V o~g cuve
circuito &

I3Li)p » @) v (p » ~@) v q] A p
ii ) Utilizendo una ley de De Morgan y el hecho de que la disyuncion entre una
proposicidén y su negacion es una tautologia, se liega a p A g, cuyo circuito
es

1-32.Vx €Z : xes impar = x* es impar.
Contrarre:iproco: si el cuadrado de un entero es par, entonces dicho entero es
par.
Contrario $i un entero es par, entonces su cuadrado es par.
Reciproce: Si el cuadrado de un entero es impar, enfonees diche entern ac

impar. Paia demostrar el teoremna contrarreciproco, considerzrx = x2 — x {x — 1),

1-33. Suponer que a es par o que b es par; se llega a que ab es par.

1-34. De las dos primeras resulta p v r; considerando esta y la tercem proposicion,
por ser ambas verdaderas, resulta la verdad de p.

1-35. De la verdid de las dos primeras se infiere la verdad de 7, y por la ley del modus
ponens, resulta la verdad de s.

1-36. La forma simbélica del razonamiento es
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~p =r A S
~r A S
p

La validez se justifica teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicacion y
la disyuncién entre la negacién del antecedente, y el consecuente.
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2345 ={(LLD, (11,0, (10.1), Q.1 .(10,0), (0,1, (0.0 ,(6,00)}
235.8, ={(1,11), (1.LO) ,(1LO.D.OLD ]

5, =5,

4

s, ={(1,L,1),(00.0)}
236,55 ={(©1.0).(1,00), (001, (0.00)}

5.8, ={(1,19),(10.1) . @LD}

S, NSy = {;1,1,1)}

(S; US3)NS; =54
237.A={—3, —2.-1,0,1,2,3} ¥ B={-2,-1,012}

ANB=B AUB=A,A—B={-3,3) ,B—A=¢,A0B=A—B
238 A= [— 3 *S-] yB=r— —l-’ -5—] son dos intervalos cerrédes .reales
<3 22 722 '

AnBoBiAUB=A;B=R-B=(-=,—~)U (3 .=)

2-39.A={—1,1}ya=[—1,1].

ANB=A. (AUBF =B =R—B={x eR/lk>1} = -~ DL(1=) . o

240 AUB={-6,-3,-2,— 10,1, 2,3.6)
AnB={~3,-2,-1, 1,2,3) a-8={0}.B—A={-6,6}, -
anB={-6,06}
2416 {© &} {0} . A .
24247 = { aa),(@b), ba), (b.b)} , los elementos de P (A )son: ¢ , {(a,a)}
(@b} . {@a} . {6} . {@a) @)} . {@a) (Ba)},
[@a) NCAYE {(a,b‘) L@@}, {(@d) . @®.0)} {(b.«z} (BB},
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{0, @5), 00} (@001 1), () 0 @D,

(@), (b0, Bb)} . A

243.i)xeANB =>x€A A x€B = x €A.Luego, ANBCA.
Usar el mismo procedimiento para demostrar ACAUB.

244, Considerar x € A, utilizar la hipétesis y la definicion de interseccion.

245.5¢a xeAUB =>x€A v x€B =xeC v xeC =>xe€C.

2-46. En el texto estd demostrado: ¢ C A, y como por hipotesis A C ¢, resulta A=9,

por definicion de jgualdad.

247 Considerar A — (A M B}, tener en cuenta que 1a diferencia entre dos conjuntos es
igual a la interseccion del primero con el complementario del segundo, utilizar
una ley de De Morgan y la distributividad de la interseccién respecto de la union.
para obtener A —B. El mismo procedimien’to se sigue para probar (AU B) -
—B=A—B.

2-48. Se aplica el mismo método que en el ejercicio anterior.

2-19.(ANB)—C=(ANB)NC*= AMBACENCE = (ANCHYN (BN CO) =
=(A—-O)N(B -0

2.50. (A—-B)—C=(A ABSNCE=ANB NC)=AN (BUCY =A—(BUC).

251 A—(B-C)=ANEBNC) =AN(B VC)=(ANBHUANC)=
=(A-Byu{ani).

2-52. Expresando en términos de intersecciones ambos miembros de 1a inclusion, hay
que demostrar

ANBNCECANEBTUC)
Seax EANBSNCE =xeA N x€B =x€A A x €B°UC =x € AN(BUC)

253 AUB—C)=AUEBNC)=(AUBNAUCH=
=(AUB)n(CﬁA‘)c=(AUB)——(C-A}.?

254 (ANBJUANB)=ANBUB)=ANU=A

2-55. Como (A—B)UB=(ANB*)UB =(AUB)NEUB)=(AUV B)ynU=
= A UB, hay que probar BCA & A UB = A, lo que estd realizado en el
texto.

2.56. Esti demostrado en el gjercicio anterior.

257 AAB=¢ ©+ (A—B)U(B—A)=¢ # A—B=¢ A B=A=¢ &
©ACB A BCA® A=B

s 258 A#+¢ A BFEp e+ 3IxeA A ByeBea(x,y‘)EAXBﬁAxBaﬁtﬁ-
fuego AXB=s¢ # A=¢ v B=4. -




4204

2-59.3 J(x,p)e AXC =>x€A » yeC =x€B A yeD = (x,y)eBXD

2-60.

2463,

2-64.
263,

2-66.

2-67.
2-68.

269.

2-72.

RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS

ii)SeanxeA A yeC = (xy)eAXC = (x,y)eBXD =
=>x€B A yeD.

(xP)e(ANBYXC=x€eA A xeB A peC=>(xeA A yeC) A

A (xeB A YEC) = (xy)eAXC A (xy)eBXC =
= (x,)e(AX C)N(BXC).

(xy)e(A—B)XCeoxeA A x¢éB r yeCe(xeA A yeC) »

A (xéB v yEC) & (x,)EAXC » (xy)éBXC =
< (xy)E(AXC)~-(BX Q).

2ijxeALl =mrveA v xe(U=x¢B v veD = xecBUD

ii ) Seguir el mismo procedimiento.

i)xei=xeB A xeC=>xeBNC
i) xeA=>xeBNC =xeB A xeC

Se sigue 2| esquema del ¢jercicio anterior.
X€EA #x€A A xéBewxeC A x¢éB e xeC—B.

i)xel® @xel® rn xeUexelU'NU exegp
i) U=(@U)° =¢°

H)ANA=A—A=¢

VAUA =(A°NAY=¢"=U

XEB ©ox¢A ®oxeA’

i)A—(A—B)=ANANE) =AN(A°UB)=
={ANASYU(ANB)=¢U(ANB}=ANB,

H)AUB—A)=AU(BNAY)=(AUB)N{AUVA)={(AUB)NU=AUB.

i)xed =>x¢A=x¢eB
ii ) Se sabe que A UB CU. Ademis
xeU=x€A vV x€A°=>x€A v xeB =>xeAUB.

LiMYEANB > veh » x¢B=xeB » xeB=xéd

fuege ATBT g veomo ¢ ANMB, resuiz ANB=4
Ny XEA = x¢B = x¢B°

c(AUBUC)=c{A)+c(BUC)—c[ANBU()]=
=c(A)te(BY+c(O)~c(BNO)—c[([ANBUANC)]=

=c(A)+c(B)+c(C)—c(BNC)—c(ANB)—~c(ANC)+c(ANBNC).

a) geA=>¢9°€cAd =>UeA

. [

b) Ajed = Ajed > UATeAd =>(U Aj) ed = NAeA
. iel iel iel
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273 i )AEANB =>AeA A AcB = A€A N AeB =>A°e€d4NB

H)A€ANB = Aed A AjeB=UAed n UAeB =
= UA;€ANB. el el
iel

iii) ped A dEB =>¢pecANB
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i1 ) R=1.3) 004,530

by
1
7
i

i)
/___\A‘XB
51
f
4 r\\
3 ( N
\‘: 4
- ‘/
1 2 3 4 5

i) R™ ={(3.1),(41),(3.2)
2261 ) R:.—{(l.l),(l.s&),(A,lé)} s={(4,2),(16,8),(6.3}}
i) soR={(22),(48)}

iii) Dp = {1,2,4)
Ds={4,6,16)
DSOB={2,4}

lr={1.4,16}

1s={2,3,8}

Is,g={2,&}

i) -

TRABAIO PRACTICO HI

iif)

3-22. R es reflexiva, simétrica y transitiva
3-23. a) Reflexividad.
xP)eR? = y=y = (xy)~xy)
b) Simetria.
Ey)~ @y )y =sy=y 2y =y = @y)Ty)
¢) Transitividad.
EN~EY) A EyINETyTY =y =y oA yEyT ey =yt
= ()~ x"y")
1
d) Kig,) = {(XJ) ly=b; e) I=R

2
n B ={Keos ! yeR}

324.1) R={(12) (2D, (18),(81), 24 (42}
i) , ‘

iii) R es a-reflexiva, simétrica, a-transitiva y no antisimétrica.

3.25. a) Reflexividad.
@h)eN? =a+b=b+a = (a,b)~(a,b)

-t
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b) Simetriz.
@b)~wp') =a+b’=b+ta’" =a’+b=>b"+ta = (a"b’)~(ab)

¢) Transitividad. . ’
@b)y~wp’) rn @p')~@"p’) =a+b’=b+a’ n a'+b"=
=p+g" ag+b+a'+b’=b+e’+b +a"=>a+b"=b+a"=>
= (a,b)~ (@”p")

d) Clases d: equivalencia.

A
K(a,a)*{(xx}’) eN? [ x+b=y +ap

¢y Conjunts de indices, | = f(('z R !}} U {{1 .n+ l}\é conneN
Ver 9,16 ) T ’

326. R = {(ag) (bb),(cc) (dd) ,(be) . (cb)}

3279 R= {(1,1) (22),(3,3),(44) . (1) . 2.1

b) Reflexividad.

XA =2x=x =(xx)eR
“¢) Simetriz

(xp)ER=>x=py v x+y=3=>py=x v y+x=3 = (px)eR

d) Transitividad.
xR A (yi)eR = {(x=yp v x+y=3) 2 {y=
=3) =x=z V x+z=3 =(xz2)eR

e) La particion de A es —éi = {{1 , 2} , {3} , {4}}

3-28. R es de equivalencia.

v

+y=

y
18]

22 i) xeR=2ix-ll=lx -1l =2x~x
iyx~ys|ix~-ti=slyv-li=jy=li=k-l=>y~x
i) x~y A y~z=>x~2z
iv) A R pertenecen los pares (x,p) que verifican
Ix-1ll=ly-1|l=x—-1=t(y-D=2x~-1=y-1 v x-1=
=—p+l =mx=p v x+y=2

.‘R

.

. .\R

x+y=2

TRABAJO PRACTICO 11

3-30.i ) Simetria.
(@ab)eR = (a,b)eR A (b,b)eR = (ba)€eR
Transitividad.
(@byeR A (br)eR = (ca)eR = (ac)€ER
i) SiR es de equivalencia, entonces es reflexiva y circular, pues
(ab)eR A (bc)eR = (ac)eR = (ca)eR

3-321. i ) R es de equivalencia. Se prueba siguiendo los esquemas anteriores.

)Y (R ext —x=y cyext -y =x-y &

@ (X FH{x—-yY - {x-1)=0 ® {x-y){xty-1)=0 =

@x=y v x+y=}i

4\R

4
x =y

ZRS

iii) K ={xeR / x~a}
x~g =>x* ~x=d*-a=>x=a V x=1-a

OseaK, ={a,1-a}

. i
W) [ = !-: W\a'
L3,
{ roy -
vy Rk, /e bl st
-~ t L2 A

332 i)x€A = (xx)eR = (xx)eRUS
ii)xeA:*(x:,x)eR A (xx)eS = (xx)eRNS

333 xi+2pl=1 =>2tx22y=1=x+2y=1 V x~-2y=1V
v —x+2y=1 v —x—2y=1=

A 2oagvE s Lo v 2
=’1+,,2—1V"+_.ﬁ lv__1 %lv_l+

conlx|<1 A iyi<—%-

Y
—-%

429
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Ay o
%
\ 7 K-------_.q..y,..____--_ R=AUB
; ' 1 1
N s x | i
B / : :
1 1
1 '
—i : :
s ! 5
-1} R
i i
. ] !
t‘? = {1— 1, 1] : ;
. o1 1] i :
== 77 E |
334.(a,b)eRUR™ = (ab)eR v (@ab)eR™' =(ba)eR™' Vv (ba)eR =

= (ba)eR™PUR = (ba)eRUR™".
ii ) R es de equivalencia, pues:
3-35. 1 ) R es a-reflexiva, a-simétrica, transitiva y antisimétrica. a) xEA = x> =x" S x~Xx

ii)(x)eR @ x—yeR " & x—y>0 byx~y =x* =y =y =x’ 2y~x
x~y A y~z=xt=y A Y= sx=27 =x~s

iii)i(,,c{:ceA;’Jcz =a’}-={—-a,a}
2 =K, /uel0, 1]}

Y ' ' J ,
3371 )(ab)eR™ = (ba)eR = (ab)eR = (ba)eR™"
\\\\ ' ii)(@ab)e R™* » (bc)eR™ = (ba)eR A (ch)eR = (ch)eR =
N\ * = (b,c)eR™!

338 (@b)eRNR *» (b)eRNR =
= (@b)eR A (bc)eR A (@ab)eR ~ (bc)eR =

§ |
‘ | % R = (ac)eR A (ac)€R = (ac)eRNR -
4 _ . 339 (@b)ERNR A (Ba)eRNR =
’ n o = @b)eR A (ba)eR A (ab)eR A (ba)eR =a=b

340.i YaeX = acA =>a~a =aeX* -
- i) ae(XUY)* ®a~b,VbeXVUY =

. @ (@a~b,.VbeX) v (a~b,VbeY) &
@geX* v aeY* egeX*UY*

3-41.i ) R es reflexiva, simétrica, no transitiva y no antisimétrica.

336 i)xPER P =3 ox2—3P =0 (x+y)(x—y)=0s
' ii ) R es a-reflexiva, simétrica, a-transitiva y no antisimétrica.

@x+y=0V x—y=0 con [xI<1 A [yI<]
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342

Rl R2 R3 R‘! RS R6 R? R8 R9 RIO Rll Rl! RIB RM RIS Rié

nolno|nojno|no|lno|nojsi}no{ no|l nofl no} sft} si| nol sf

sf | si inofnojsi|nojnofsi|si]nolno| sfinolnot si} si

si } st | sf {si {si] si|sif{sifjnof si| sijfnojsi|si]noj si

i=-iw|=

si | osf | sf jsi psifsifjsi|sijno} sf| sii noj si| si] noi no

243 R es no reflexiva, simétrica, no transitiva y no antisimétrica.
344.R ={(1,1) 1) ,(13),(1.4) (1,5, (2.2) .(2,3),12,4),(2.5) ,(3.3} .34
(35). (4.9 ,4.5),(5.5))

Elementos minimales: 1
Elementos maximales: 5

#5.R={(1,1),(12),(13), (19),(15),(22),(24),3.3) . (44), (5.9}

s

Elemento minimal: 1
Elementos maximales: 4,5y 6
3-46. Cota inferior: 1.  Cota superior: 6.
347.1 ) A no tiene primer elemento, pero el Gltimo es 1.
ii ) No estd bien ordenado pues el mismo A carece de primer elemento.

iii) Cotas inferiores son todos los reales no positivos. Cotas superiores son los
reales mayores o iguales que 1. ’

iv) Bl infimo o extremo inferior es O ¢ A. El supremo o extremo superior es
leA.

&

TRABAJO PRACTICO IV

#2500 F=1.0),12.3),5.8);
i )

§t--mmmmmm e *
§
]
i
3t--------9 '
2y L
14 : !
0 T 2 3

iii) fesinyectiva, no sobreyectiva ni biyectiva.

4-26.1)
?z
i
12
' 1
A
gt ! - —
-2 —1 {0 1 3 x

ii ) fes no inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva.
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4-27.1 ) )
N Z i
4 -— \
; i
| S | /
]
b i
L ~ _
=2 -1 0 1 2 3 R /
: ' 1
! P X ) N
; R
! |
— 1
ii ) fno es inyectiva, es sobreyectivay no biyectiva. a0 inyectiva, sobreyectiva, no biyectiva.
4281 ) i) )
A R ) Q
2
— <« - ™ & > ‘ _ 2 -1 0 »
-3 =2 -1 0 i 2 3 R et > s
y 1 2 z
. . 1
ii ) no es inyectiva, ni sobreyectiva, ni biyectiva. .
4-29.1 ) b2
AR -
. y . ’ £ es inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. B
1 / . 4-30. Representando £ por una tabla
R - -
- (a.b) 8 12) (1,3) 2.1 (2,2) 2.3
-1 .
/ f(ab) 2 1 0 5 4 .3 J
Puede hacerse un grifico en tres dimensiones. f es inyectiva, no sobreyectiva, ni
biyectiva. . ) biyeactiva.
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431

r0 | B | faap|{1aad (1241 Ba) | (24} | (8} | {a

x | ¢ {1} {2} (3} {12} | {13} (23} | A

Sesinyectiva, no sobreyectiva, no bivectiva.

4-32. Se presentan infinitas posibilidades.

433 fiar={1 . ".s.»:al FBi={1.4.0 16
1{%"‘*3)—4 " flauB) ={1.4.9 16}
Resulta /(A UB)=F(A)UF(B) v fUANBICS(A)NS(B)

4-34. Verificar tomando A = !l(l .02, 3)} yB= {(1 ")5

4-35.1 )Considerar X=/1,2.3},Y={1,2,3,4}.f: XY definida por
fix)=x v wa,:_;c‘(

ii ) Tomar, por ejemplo, X ={1,2,3},Y=
f=1.7=2,fQ)=2,y A={1
i) Proponer una situacion del tipo anterior.
436,07 1, 0=p £ (—=. 1] =0 £ 03121~ V2, VA
70.)=-v2,v2)  f7'[1,101=[-3.3]
4370 ) xed = Fix)ef(A) = xef T [F(AY]
Osea ACS™[f(A)] (1)
Suponemos cue existe y € f ' [ f (A)} A y ¢ A pero como existe
x € A/f (x) = j{»), resulta f no inyectiva, lo que es absurdo. Luego

1,2}, f:X-=Y tal que
3

-1 .
o r@m)ca (2)
De (1) y (2) resulta l1a igualdad.
438 existen v = v tales que Fixy = £, Ay e

fiana

A= = cr! TF 7 [ fiay]
438, ngf:Zer’gg'af)(x}zent (35_ +1)
i) 708:Q=Q) (o = L
i) ge/)—2)=3 y. _(fog)‘(_ 1) =.§; .

4-39. Como por hipdtesiss VzeC,IxeA/(gof)(x)=g[fx)]=2z =
=VzeC, y=f(x)eB/g(y)=z tesultag sobreyectiva.

R
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4-40. g © f es biyectiva = fes inyectiva A g es sobreyectiva,
F o g es biyectiva = ges inyectiva » / es sobreyectiva.
Luego, g es biyectiva y en consecuencia g™' es biyectiva. Entonces
g e(go)=(g 7 og)of=igof=f esbiyectivay (hog)og™ =hoic=h
es biyectiva.
4-41. Comohogof=(hog)e f=ho (go f)essobreyectivaresultan hog y h so-
breyectivas por 4-39. Andlogamente
Fe hog sobreyectiva = fe h y f sobreyectivas,
geofoh inyectiva = A y feo hi inyectivas.
Resulta j» h uzyeu vayv h biyectiva.
Luego(Fahyoh’ P fes ivectiva,
Como hog y k™' sonsobreyectivas.es 7% = (ko g) =g sobreyectiva, Por
otra parte, como go(foh)y(fe hy™' son myectivas, su composicion g tam-
bien lo es.
Luego g es también biyectiva. s
442 a) xeA = f)ef(AY =>xef [ F(A)]
Osea ACHTH{f1AY]
byyeflf B =3xef B y=fneflr T (BY =
=y =f{xj€B.
) fXO=FA) =X N [FA)F CfENFA)YTAIXNA)=F(X~-4) -
) fTY-B=fTT(YNB)=FT (V)N fT(B) =
=XN[f1@®F=X—f"(B)
&) FIANF T (B)CSA)NFF ™ (B) CF(A)NB porb)
Ademas
yef(A)OB = yef(a) » yeB =
=3JxeA/y=f(x)€A 4 fix)eB =
=>x€eA A xef ' (B)=>xeANnf (B)=
=fx)yef(ANf™ (B)
4431 )Sea xe ANB =>xeA » x€B. Luego
Xynp =1 2 X =1 » X, )=1 . oses
Xy p ) =X, {c;‘v s

lnélfhgrsmemﬂ wp mah; velcasy x 2 AMB

=3

ii ) Para la funcion caracteristica de la umodn se procede en forma sinlar

44 (fodYy=fld (@] =flaay=(ea)y=d (@}
Luego fod=d '

445 i) flxrpy=(x+y,~x—y)=x, X))+ (¥, ==+ Sy
i) fkx)=(kx,—kx)=k(x,—x)=kf(x)

446 ywe N f (~oox+2 ") mwef ™ (o x+ 27, Vn =
n=1
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= Va:fw e(—-—w,x+2'")=>Vn:f(w)<x+2'" 1)
Resulta f(w)<x yaquesifuera fwWy>x = .
=fw)—x>0 = Ing €N Jfw)—x=2"" =
= Ang [f(WyZx + 27" | contradictorio con (1).

Entonces f(w)e(—esx]=>wef ™ (= o, x|

i)ywef ™l (—oo,x] = f(W)<x ycomo vneN:0<2™", setiene
Fw)<x+27",vn Luego
fowle(—ox+2") swef T (-ox+27),Vn =

swe N f(—ox+2™")
n=1

447.2) Q+ 9= =P (D +P(®)=P () =P () =0
b) AUB=A+A°B = P(AUB)=P(A)+P(A°B) )
B=AB+ A°B = P(AB)+P(A°B)=P(B) 2)
Sumando (1) y (2)
P(AUB)+P(AB)+M=P(A)+M+P(B) =P(AUB)=
=P(A)+P(B)—P(AB)
) A+A =8 = P(A)+P(A)=P () = P(A)=1—P(a)
4-48. 3) VxeR X' (—= x)€A => X l(—wox+2")ed =
o X! (mex+2") =X (—= x]ed, pord-46
n=1
b) vxeR: X1 (—= x]ed =X 1(wx—2"]cd =

> B X (—w, x =27 = X! (-, x) €4, por 4-24.
r=1

2449, X7 (—=,x]€A4 & X1 (—=, x)€4 (por 4-48)
X (—o,x) €A (por2-72) & X l(—x)ed pordd2c) =
e X [x,™)e4d
450. X1 (—=xled ® X (= x]fed & X (—=xFed &
o X (x,o)€eAd
4-51.i ) = ii) La condicion i Yequivale ala inyectividad de f, por 4-37. Entonces
fe)ef(ANB) & xef™ [f(ANB)] ®# xeANB &
oxeA A xeB e f(x)ef(A) A f(x)ef(B) © f(x)e ANB.
ii)=iii) f(A)NFB)=FANB)=f(#)=¢
i) = iv) (A—B)NB=¢ = f(A—B)Nf(B)=¢ )
(A—B)UB=A = f(A-B)US(B)=f(A) @
De (1) y (2), por 2:65, resulta f(A—B)=f(A—B)=fA)—f(B) -
iv) = 1 ) Suponemos FUfA]I#A =3x¢A A fx)ef(A)
seaM=AU{x}=ACM = .
=>fM—A)=fM)—1(A) =f({x})=¢ =

v

TRABAJO PRACTICO V

5-21. i ) Conmutatividad.
a*xb=2{@+by=2btuy—b*a
ii } * no es asociativa, pues
B*rD*x(—N=10+(—2) =16
3+[2%x(—2)]=3%0=38

iii) No existe neutro e ya que

?

) a
a¥e=q =>2{at+e)=a = 2atle=ag=e=— El

iv) Los elementos de Z no admiten inverso porque no existe neutro;

v ) Regularidad.

axb=agrc=>2@+h=2@+cy=>a+tb=at+tc=>b=c
O sea, todos los enteros son regulares respecto de *,

5-22, Esta demostradoen S.3.5.

5.23. siendo f, ={(1.1). (22, G3)}. £ ={(LD,(23),3.2},
fr={02,@n, 63}, f={1.@3.60},

£ ={(13), @D, G2} fo={(13).22), 6.0}, it
° fi f fs fa s Lo

fl fl fz f3 f4 f5 fG
fZ f2 fl fd f3 fﬁ f;
- Ll 6 h fo [ fa
f4 f4 fﬁ f2 fS fl f3
fs|fs fi fo i i [
fo| fo fa s f o h
524 axa’=a’+a=e = a esinversode a’ = a=(@@")

3-25. (b’*a’)*(a*b)=b’*(a’*a)*b=b'*eab=b’*b=e==(a*b)*(b’*a’)
=@#b)» (b’ *a’) = [@xby=>b"*a’ )




5:27.

#28.

.
=05,

3-30.

831

5-32

5323

3olo
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% es conmutativa, asociativa, con neutro e = —4, con inverso a’'=-—q— 8 para

todo a € Z. Adems, todos los elementos son regulares. Seguir el procediniiento
del ejemplo 5-6.
a~b A c~d =2a—bh a 2dc—d=2a—by+t{—d) =
= 2da+e)y—(b+d)=2@+e+d)~(b+d+4) =
=2Wa*c)-(brd)y = axc~b*d
+ es asociativa, conmutativa, no existen mneutro ni inversos. y ningan real es
regular.
{ a0 es ascelativa Mo conmutatival ac¢ existen neutro ai inversos: sin embarga.
todos tos elementos de Q* son regularss,

. s . ; N . .
Por definicion @ * b = min{a.b; . Esta ley interna es conmutativa y asociztiva.
No existen neutro ni inversos, y ningin elemento es regular.
La suma de funciones en R' es conmutativa, asociativa, con neutro e: [-R
definida por e (x) =0, Vxel, y ¢ inverso aditivo de todo elemento fe RY es
~f:{—R tl que (—f){x)=—f(x). Ademds, todos los elementos son
regulares. Demostramos la conmutatividad

(f+e)R)=fl)+g@m=gx)+/x) =@+ ) =/+g=g+]
fl = {(a,ﬂ) > (b'b)} s f2 = {(a,l) s (bra)} > ,f3 = {‘a,b) N (b.b)} IS
fa={(@d). (b}

- | i f K

hi nof fi L
Ia i 2 3 fa
f3 i 2 £ f
Is fa o 6N

2

witativa, pues FiLr = (0=F3. =4

que f17iaby ci=raby+ P S

fle, fsell=ra . b+ciy=a (b + S

No existe neutro, pues f(¢.¢)=a = a+e* =g =e=0 y
fle,a)=a > e+a* =a = e=a—a _

existe neutro a derecha, y es 0. Todos los elementos son regulares a

Fagess

o e g

derecha, pero no a izquierda.
5-34.1 ) Asociatividad.

(a*b)*c=(a*b)*(e*c)=(a*e)*(b*c)=a*(b*c).‘

i ) Conmutatividad.
a*b=(e*a)*(bﬂfe)=(e*b)*(a*e)=b*a.

5-35.

5-36.

5-39.
3-40.
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Seguir el procedimiento indicado en 5-26. El neutro es e = -;T y el inverso de
todo elemento g, esa’ = L

9a

Demostramos la asociatividad

[FEME)=fx)E)@ =) [g) h@]=[f X h(x)=
=(fR VA ()= [([9 ] (&) = f(g h) ~ (7o h.{ (x) g (x)] 11 (x)

Lidaxbrzy=ax(br)=ap)=(@b)z=(ab)rz

Andlogamente se prueban i v i)

Xt 1 fes un mortisme, pues

Jiab)=log. (@by=log. a+iogs b=fla)y+ fib)

i) fes1—1, puessix’y x” son reales positivos cue verifican f (x’ ) =f (x"")

entonces log; x'=log, x"'=y => x'=x"=2" ’ o
iii) fes sobreyectiva, pues ’

YyeR. 3x=2V/f=log. x=log, 2¥ =¥
Fixyy=sg{xy)y=sgx.sgy =F(x)j(») considerando todas las alternativas.
(Xop)rx=xty)rz=x+ty=(xxz)+(y*z)=(x*2)o(y*z)
zx(xoy)=zx(Xx+y)=zF(@EZsX)o(zry)=zez=z+z=2z
Entonces * es distributiva a derecha respecto de o , pero no lo es a izquierda.

@




TRABAJO PRACTICQ Vi

&6 Demostramos los siguientes casos

. Loio_ 1 a3, 1t2
2.1))1—1%21-2—{-—2—-- 5 =2 P
B i _,_ ht2 N, hE3
R 2
Jhelod Rl | h+1 _,_ ht+2 h+1
D')i=l PYR i-:-Z: i + ShEL 2h + Akt 1
L2t h+3
= oh+1 == ah+1

g.ijn=1=(1+x)=1+x=1+1.x>1+1.x
H)(+x) =1+t =1+ 1+ D

D)(1 +x)* =1+ (1+0)> (1 +h)(1 +x)=
mltxthxrh=1+G+Dx+h >1+HG+1Dx

1Li)n=1=21"+1
H)R* +h=2k =G+ +ED)=2F

D)y(h+ 1P +(r+1)=H P R+l +hFI=@E +h)+2GR+1)=
=2k+2h+1)=20(+th+1)=2F

15.i ya=1 =»;ﬁl Pf=1"=1 =‘(i§1 f)’

h+1

h B N2 att N2
ii)2i3=(2i = X i3=(_E i)
i=1 i=1 =1 i=1

h+1_3_h.3 3 _ h‘2+ + s _
D)L =2+t (Elz) (h+1) _ .

_ K@ty Br D 1 =@+ 17 [% +(h+l)]=

B +4ant+4a
- 2 = -
=@+ 4 4 L 2 J

1
= +2 i) % _Se ha tenido en cuenta el resultado del ejemplo 6-3.
=1

a+1p e+ (h+1)(h+z)‘i’_

TRABAJO PRACTICO VI

*
%
N
™
)
!
RaJl
]
®
{

!
=1
1
%1
l
i
i

=

2
6-38. i )n=2 :(é x,-) =(x; +x,) =x1; +x2,,+2x1 X, =
=1 2

i i#j
2 h B h+1 2 h*l h+1l
as h 2 2
11)()‘ x,r] =X xi+_Z'x;x,-=»(E ) =2 x;i+Z xx
I3 i=1 i#j i=1 Vi i=1 i#j
hx1 2 i 2 h 2 -
. 2
‘D){ ¥ r";\ ::(}: Yg“'";;:;‘ ::(Z xg\ 2 Xnas ﬁ x; +x,
V=1 Y/ \i=1 7 V=1 T/ = s

18
639. T (x,—2¢ = & (x' —dx;+4)= B a8+ ¥a-
=1 =1 =1 ¢ i=1 i=1
=100—4.10 X + 40 = 130 — 40 (— 20) = 140 + 800 = 940
6-40. Utilizar la definicién de la funcidn factorial.

6-41. Considerar las dos posibilidades
X —x=2x—2 Vv ¥ -—x+2x-2=7
Resulta x=2 v x=1

G421 )64a% —1924° + 2404° — 160+ 80a ™ — 127 +47¢
i) x+yF +6xy+a(x+y) vy
N 7 n R
g z()n-—kkz +n=n=
6438) L ()P =Pt 1"=1
.. 24t "
1) ( 3 )
644 Ts +T, =210 (64 x™ +16x'°)

645. x=t2 v x=%2i

n

6-46. Soluciones realesson x =0 v x= %

(1075

6-47. Ty = (S)X

6-48. Los términos de grado natural son los § primeros: Ty, T, -+ .5 Ts.
6-49. 10! 3!

443
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6-50. Con las dos personas juntas se tienen 9! 2! posibilidades. Con tales personas
separadas,resultan 10! — 9! 2! = (10— 2) 9! = 8 . 9! casos.

6-51. 66 . 660.

6-52. 5!

653.Cgq—Cap+1=123

6-54. Con i varcnes y 6 — i mujeres se pueden formar Cg ; - Co,6— - El nmero total es

2
:‘{'} €8~5 PG LA -

6-53, Hay tantas distribuciones posibies como funciones crecientes de lyjgg en [jp. 0
sea Cio0,10 = C109,10

6-36. Vg3 — Y52 =6 .5 .4 —35.4 =125 Los nimeros cuya primerz cifra
(centenas’es 0. son Vs ;.

557 Como no se exige que las cifras sean distintas. resulta Vi 5~V S =47 —6* =
=6%.5=180

6-58.C4 5 . Cy4y,3 es el nimero de muestras de tamafio 5 que contienen exactamente
2 ases. )
6-59.C4,3.C3p1=6.32=192

— 1 ~
60 PP v o R geea (KT ks
& 8k—4 " 4T (k - 4} REY;
604 (n—k— b &l 2}
I k+2  k+3 n
A - B v >
i R S
5 N ve nid - e - MUK
§-62. N se piden restricciones en Cuanio & convexidad. y pueden formarse
Vio,10 10 Vies
s . , , 10.
tridngulos hasta 5 decigonos. El ndmero total es X 37 - po-
- i=3 “

tigonos.
6-63. 2.5! 5!

6-64. i ) Tantascomo funcionesde I, en I3, 0 sea V.= 3"

i k,n-k .
i) Py A

P

o
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< 3 1 __~13
0-65. i )V3,13 =3
iy k13- , 3! R
i)P Bk oy - 13 YR
1 2,B8-k  p1(13 —p)!

.Sean A ={x,, X3, ..., Xn,... )numerable y M C A, infinito.

Consideramos x;, el primer elemento de A perteneciente a M, el cual existe por
el principic de buena ordenacitn; de los que le siguen en A, elegimos el primere.
x; , perteneciente a M. Siempre es posible obtener uno porque M es infinito.
Resulta

Sean A, ={da. .a. ..... a, } con i€l,.
[N i in

T
Consideramos }a union disjunta 2 A; y la funcién
i 2 Ay

¢ .

definida por f{(ay) = (F — 1) n + i (segin una ordenacién por columnas). Come

n
£ es biyectiva, resulta 26 A;~N.
i=

. s oy 3 3.3,3 12!
6-68.1 )V, j, =4" i) P = grarary
669.C,  =C,
D030 5 Gy 1G5 Uy 505 Coa
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~./9. Se niega cada axioma del sistema dado. Como A, 1 Va:a €A = (aa)ER, su

negacidn es ~ A, : 3ag/acA A (a.9) éR. El sistema ~ A;. Ay, A; debe ser
compatible, para lo cual es suficiente exhibir un modelo. La interpretacion

A= {1, 2, 3:5 ,R= {(l Ay, (2,2)} es un modelo. Esto prueba la independencia

de A,. Andlogamente se procede respecto de la independencia de A; y Aj.

“/11.(ab)eR =a=b=@b)eR Vv (b.a) € R en virtud de A, y de A;.

Resulta (b.2) € R, porque en caso contrario, por Az ¥ Az

(abyeR » (baYeR = (ag)eR = aF*a
io que es absurdo.

a) ’=0.EnefectoI'=1".1=1.1"=0
pOl’ Bs A Bz b4 BS .
b)0’ = 1 por el principio de dualidad.
1. Supaonemos que a admite dos complementarios ¢’y a”’. Entonces.
g =a+0=a'+(@a’)=(a"+ra).(a+a""}= '

=(a+a’) . (@+a")=1 . (@+e”) = (@+a”). 1=a’"+a"
Andlogamente @ =a” +a’ y en consecuencia a’ = a”.

HlLa+@b)=()+@b)=a (1+b)=a.(p+)=a.1=a

Por dualidad resulta a. (a+b) = a.

7-13. Probamos quen +b #n {
iyn=1=1+b=b+1=s(b)#1 .
iYh+b#Fh =>s)+bFEsR)

D)s (h)+b = b +5 (h) = s (b+h) # s (h)

7-i4. i )n=1 = a+1=s@FaFbFsP)=b+1

i)a+h#Eb+h =>a+s()#b+sh) ) ) 'f
DYa=s(h)=s(a+h) #s(b+th)=b +s(h)

7.15.i)1la=1=1.1=1.1

2At.h=hr.1=1.s(W=s).1

En efecto: 1 .s(k)=l.h+1=:h.l+l=h+1=s(h)=s(h).1
iiyila=1 =s@®).1=1.s(p)=1.b+1=b.1+1

2)s(p) . h=b.h+h =s®).s)y=b.s(h)y+s®)

7-16.

7-17.

7-18.

7.19.

7-20.
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i

D)s®).s)y=s(d).h+sby=(Bh+h)+s(b)=
=bh+ (h+s(d))=bh +(s(BY+H)=bh+s(b+h)=bh +b+s(h)=
=b.s(h)+s(h)

3] Es consecuencia inmediata dei ) yii).

i)a<b=b=a+x =bc=(@@+x)c =

= bc=ac +xc = ac <be
iiYa<b A c<d =ac<bc A bc<bd = ac<bd
i) Sia # 1 entonces 1<a.Luego

1< =mg=1+x m»gh=(l+x)h =>ah=h+xh =

= |=ph+xb = b<1,sbsurdo.

i ) (N,*) no es monoide.
ii ) (Z,*) es monoide.
iif) (R?*? *) es monoide. .

iY@tyrcrd=(a*b)*xc)+d=
-~ =A{a*(bxc))xd=ax(brc)*d
iYayn=1=g"+g' =a" xa=a"""
b)am *ah=am+h = gm eghtl=gmxghxg=
=gm+h xg=gm+h+l
Sea S ={Syi € 1juna familia de sub-semigrupos de A y sea X=1S; a
interseccion de dicha familia. iel

Consideramosgz €X A beX = a€S; A beS;,Viel =

=a*bes; ,Viel =axbeX
Luego X es un subsemigrupo de A.

i )Probar que Sesel conjunto de los miltiplos naturales de 1, 0 sea
S={1.a/aeN} .
ii) Demostrar que S= {1 .a+(~1).b / aeN}, definiendo 1 .a = 1sig =1
ylua=1+14% ... +1
d
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S22 N, By S C NG di 5
& 220 yUn weneradores i
ii ) Un senerador es = (obsérvese que =° =I).

s 1 . .1
824 Elneutioes e= — ,yelinversode ges a'= -
&25. Elneutoes e=i yel inversode ges ' =2i—a
&-2%. Estd tidtado en 5-31.
8-27. Neutroes (0,0, . .., 0) y (—x;, — X3, , —X,) es el inverso aditivo de

L ]
Ly o

8-30.

&21.

832,

. Sean fg, fi20, f240 las rotaciones de 0°, 120° y

(xl’xiw' v xxn)'

240° respectivamente; fa, fg ¥y
fc las smetrias respecto de BC, AC.y AB. Proceder como en el caso 5-23.

. Tener e cuenta 8.14.3. para obtener los subgrupos

. 1 . o8 3
H, ={Ju},H2={fo.fA},H3 {fo,fs} ,H‘x:’lfo.fc},
Hs ={fo , 120 » f200p - He =G

Como(0.0,..., .0)Ye H, es H# ¢y por definicidn de H se verifica H CG.
Seandy, . x:, .., an\“—‘H oy e e =0 0 el e
= X, Py A AR £ =

&{x,;v,;u RO I 3 S STl S FUNUN - SEH

fuego,(H , +) essubgrupo de (R”, +).

H#¢ vy HCR?*? Sean’ AeH A BeH =

=>A=—A!' 2 B=—B = A+(—B)=—A'+B' =

= A+(-B)=—(A'—-BY)=—[A+(B)] =

= (H ,+) es el subgrupo de las matrices antisimétricas de (R**? , +) Pruebe el
lectorqueA=—A’ =aq,;=0,Vi

i) f@)=@b)* =a® b =f@)f(h)

i Al N( /) pertenecen los elementos de A que satisfacen x* =1 =

~

e

. TRABAJO PRACTEO Vi ’ A40

=x=1V x=—1=N(f)=(—1,1}.
I(f)=R" pues VyeR',3x= N/f(x)=y.

8-33. Es un morfismo biyectivo, con N (f)= { 1} ()= A.
8-34. Esta tratado en 5-38.

8-35.

8-26.

8-37.

8-38.

8-39.

8-40.

84t

8-42.

843

i)f(y=ec'eH=ecf ' (H) = f' (H)#0o

i) £V (IDCTG por definicion de preimagen,

) xef ™ (H) o pef T (M) = f(x)eH * fiyieH =
= flereH o [FivWeH = oy fiv ieH =
= fixxyreH = x=1"¢; 7" (A

-1 g |

Xe(G = xsx=x =>xsyxrx  =xax

Luego G ={e} .

Seana y & en G. Se tiene:
(axb) * (axb) = ¢ = ¢ *x e = (axq) = {b=b) =
S dx(bra)« =g+ (asb)*§h > bxa=gx*h

=X RO =L o X =

i ) f, esmorfismo, pues: £, (x*y) =d ' * (xxp) * a =
=d's#x*(@rd')xy*a=(@" xx*a)x (@' % y*a)= =fa(x)*f, ()
ii)yfesl —1. Seanx ey tales que fp, (x) =1, ()
Entoncess' *x+d=d'*y*d 2 x=y
iif) f es sobreyectiva, pues V y €G , 3x =a* y x4 tal que f(x) = y.
Sean f: G =G’ y g : G’ — G homomorfismos respec.to de = * v+ Entonces
gof:G—=>G" verifica

@) (axb) =g [flaxb)| =g f(a) » F(b)] =
=g[f@]* g [fB)] =(g°f) @)« (g° f) (b).

Fla*b)=foro =fp°fo =F () °F (a)

En efecto: £y, (x) = (a*b)" * x * (axbT =

=gt ﬁv*zghubiuf!?}*hnf [f,ixi] = {focladix
¥ Venficar los axiomas de grupo.
i 3Sea = conmuiativa, Entonces 4 < b = B =« g masbh=Hog = o _gs

conmutativa, y reciprocamente.

i }fesun morfismo. ya que flaxb) =(axb) =pb g’ =a’° b'=fla)ef(b)
ii)fesi ~1,puessifix)= f(x)entoncesx =y’ = x=y
i) f es sobreyectivaporque Vy € G. 3 x =y e G tal que f(x) =y

El grupo (G,°) se llama reciproco de (G, *).

Neutro es e

= (1, 0), pero los pares del tipo (0 , #) carecen de inverso. No es
grupo. :
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844 i)eeS A eeT =me=ete€S+T=>S+T#¢ Comoc=1" +a*u,setineaxu=u%cosaa*ucull =

ii) S+ T C G por definicion de S + T =HuCuH ()

GyacS+T A beS+T ma=x+y A b=i+u[xeS,2€S,yeT, _ De(l)y @) resultau H=Hu. . ,
ueT m>x—2€S A y-ueT =>@x-2)+(p-u)eS+T = i)Comou*aeul A uH=Huse tiene u * @ € Hu y en consecuencia
= (x+y) —(ztu)eS+T existe beH tal que uxa=>b * u.Luegou *a+ u™! =beH, yHesnormal

8-15. Ver 8-36. ! 8-51. f no es un homomorfismo.
8-26. 1. Si(X,*)esun grupo, entonces las ecuacionesx *a=bya*x=h admiten 8-52. i ) Sean H normal y f; un automorfismo interior de G.

las soluciones inicasx =b xa~' yx=a ' % b _ fa(H)sza(x)jerl——-{y:a*x*a"/er}::{y ,/yeHw?
2. Sea {X , *) un semigrupo en ¢l cual son resolubles las ecuaciones x *@ =2y ¢ ’ o
a + x =b, cualesquiera que seana y b en X. Entonces se verifica la existencia
de un elemento ¢ € X tal que e*a=4a. Sea x € X; por hip6tesis, existe y € X
demodoquea*y =X
Luego
exx=ex*(@y)=(exa)ry=axy=x
O sea, e es neutro a izquierda.
Sea xe X. Por hipdtesis, existe ¢ € Xtalquecrx =gy en consecuencia ¢ es
inverso a izquierda de x € X. El lector puede probar que la existencia de
neutro y de inversosa izquierda implica que (X, *) es grupo.
8-47. Aplicar5.4.2.

8-48. i Y flx+y)=a""¥ =gra*r ... sg=a"*+a =fx)*F(¥)
) x+y

ii)l(f)={f(x)/’xez}={a" ) x€Z A aeG}.—_{a}

8-19. 1 ) fl(x1.x2.x3) + (V1.2 ,yg)}=f(x1+y‘,x2+wy1,x3+y3)= )
=(x;+y1—%3 'ys,xr")’z—xs—J’s)=(xx—xasxi—xs)+(}'1")’3,Y2—}’3}=
=f(x1,%2,%3) T F(¥1,12.73)

i) (xy.%2.%3) €N () @ f(xy,%2,%3) =(0,0) # (xy—x3,%3—%3) =(0,0)
@ x1-x3=0 A Xq~x3 =0 # xy =X3 A X7 =X3 € Xy =X3 =X3 3 -

"0seaN(f) ={(a.a,a) / aeR}
i) 1(f) ={ £ Ger,x2.%3) / (x1,32.55) €R?)

= [(f)={(x, ~x3,%-%3) [ (¥1,%2 ,xa)'fRa}
(xl—xs,xz‘xs)z(YhJ’z) S x,—X3=y1 A X2 TX3TyV2 = :
=x, =y, ta,x,=y, ta,x3=a con aeR -

Oseal(f)=R? :

§-50. i ) Sean H C G un subgrupo normal yu € G. .
vaeH:u+rg»u' e€H.Entoncesb =u*a*u' =u*ra=b*u =
»uxgeHu =>uHC Hu (1)

Seav=u'! =>c=v*axy' el
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‘419 Analizar ls axiomas siguiendo ¢l método habitual. (Z° | +, ) es apilio conmuta
tivo, sin identidad. con divisores de cero.

9.11. i ) Asociatividad: (ab)c =0¢c=0=a0=a(bc)
ii ) Distributividades: (a+b) ¢ =0 = 0 + 0 = ac + bc. Andlogamente ¢ (a+b) =
= cq +cb.

8.12. Seguir ¢l procedimiento indicado en ejemplos anteriores. Neutro es (1.0).
L4 3. Considerarel ejemplo 5-7. No tiene divisores de cero.

“424. 1 ) f es un morfismo, pues:

1.f[§a+b)\/“i) + (c\-i/-’d_\/i)] =\f/{£a+c) +(b+d) V2] =
=(a+c) —(b+d) V2 =(@@-bV2) +(c-dV2) = b
AR Al )+ (e y=Ffla+bV2) +

2.f[@tb V 2) (c+d~/Z | = fl(ac+2 bd) + (ad+bc)V 2] =
= (ac+2 bd) - (ad+be) V2
flatbV2) . flerd VD =(-bV3)(c-dV2)=
= (ac+2 bd) — (ad+bc) V2.

ii ) f es biyectiva.

Y15, Verificar los axiomas.

i 1 10€A;, » D€A. DA NA, = A, MA, #9
H3A: A » A TA = A MA;TA

)
B

TAy =g 2 5EA g bRTo AL =

i B 4 Z oA =

lu}(if.‘:\u TAG Ji’tg.e\g
Sa+heA, MA;
‘ Esto prueba que (A; N A, , + ) essubgrupo de (A, +)

iv) El producto es ley internaen A, puesz € Ay NMA, ~ beA, NA; =
=abeA; ~ abeA; mabeA NA,. ) '

v ) La asodiatividad y distributividades se verifican por ser A} MA,; CA,

9.17.Si en A existiera x # 0 tal que x” =-0 o.seax . X ... x = 0, entonces habria
divisores de cero, lo que es absurdo.

9181 )Seaa~bmadulon = nla—b =g—b=nk (1)
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Ademas b =ng+r » 0<r <n Sustituyendoen (1):a—ng — 7= nk =»
=g=(k+q)n+tr A 0<r<n Oseares el resto de la division de a por 7.

ii)Sean ay b talesque a=ng+r A b=nq +r =a—-b=n(@—q’) =
=>ng—b =>a~b

9.19.i Ya<b = 0<b-a = -b+0<(-b+b) —2 = —-b<—a
ija=0 =a =0 = 0< 4
aeA > ed =20<8 =207
e A > d EA = 0K
Tener en cuenta 9.8
9.20. i YSesabeque iz +bi<lal1bi
Seax —y=z =x=zty =ixl=jz+tyi=ixisizi+iyvi=
=sixl—lyi<lzi = ix|—lyisix-yl =|x-yizlxi—lyi

ii YPor un error tipogrifico, el enunciallo se corrige asi [bxl— i <Ix =i
Utilizari )y 9.12.2.
iiyxiy » yv¥0 =y=xk A K
=iyiiki=ixilkl =1xi=
9.21. 1 )0el =>1#¢ ii)xel A yel =2nmx=0 A ny=0 =
=>mc—ny=0=n(x-y)=0 =>x-yel
ii)xel A yel =2nmx=0 2 ny =0 = (nx)(ny) =0 =>nln(xy)]=0 =
= n(xy)=0 =>xy €A
wyx€l n gaeA =nmx=0 » a€a =n(xa)=0 A nfax)=0 =
=xagel » axel
9.22. Sean A un anillo de divisidn ¢ I cualquier ideal propio no trivial. La tarea se
reduce a probar que A C1 pues por definicion, se sabe que I € A. Como bes no
trivial, existe un elemento no nulo 2 ¢1y por ser A un anillo de division, a es
inversible; en consecuencia, @ a~! =1 esun elemento de L.
Seax € Al comoil el,setienexlel,y porlo tantox € L. Luego ACL

|

-t

20 = |pi=ix|iki v ikl =
i)

©.22 : 1t Teniendo or cuenta 8-27. resuita R, +1un grupo abelimo.

w3 Bl oproducto es ey de o interna en R por la definicdn dada
falta probar que es asoCiativo, que el neutro es {1 .G, 0.0 que wds
cuaterna no nula tiene inverso multiplicativo (emplear los métodos habitus
les). La no conmutatividad se verifica con un contragjemplo.

jii) Se completa demostrando las dos distributividades del producto respecto de

la suma.
Referencia: Vectores y Tensores, por. Luis A. Santal, pag. 87. Editorial

Fudeba, 1961.
¢.24. Sumando las ecuaciones Ox + 0y = 0y el conjunto de soluciones es Zs.

6.25. Sean alc A blc A mecdfa,b)=1dlc = c=ax ($))
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Por hipotesis y (1) es blax. Por 9.8 ii ) se deduce bix, o seax = by. Sustituyendo
en (1) quedac = (ab)y = ablc.

0.26. Sean med (g,b) = d A ale A bl Entonces d=sa+th A c¢c=ax=by.
Luego de = saby + thax = (sy + tx) ab = abldc

9.27.i ) 2110 = 2{10d Como 2lu, resuita 2116 d + u, o sea 2l
i) 39 = 319 d Cor{m 3ld + u, se tiene 319d +d +u, es decir 3{10d +u.

Luego 3in.
W iid v lld—u o= nild—(d—u) = 11104 fu = 11in
Por ejemplo, si n = 132 como 11§13 — 2 resulta 111132
@28i)2 - ii)s 5 )21 i W)S

629 glb = b =ax = |bi = lal x| = |x| puesa >0 ya que [b] <a,oseaa >l =0.

De Ibi = a IxI A a>ibl resulta a>alxl = ix]<1 = x=0. Luego

b=ax =0

.30, Supongamos que @ = bg +r A 0<r<by a=bg’+r r 0<r<b
Entoncesbq +r=bg’+r'yblg—q )=r'—r =bir'—r CAD
Porotraparter’<k A r20=7r—r <25 2)
Ademisr <t A r'=20=r—r<b 3)
De (2) y (3) resulta [’ — r{ <b. (4)

De acuerdo con 9-29, de (1) y (4) se deduce r’ — r =0, sea r’ = r. Entonces
blg—q)=r-r=0=qg-q¢'=0=¢"=q

9-31. El algoritmo de Buclides se reduce a

q: q2 qs
a b r, r,
- ry 72 0

med (¢, b) = r,. Por el algoritmo de la division entera, se tiene

a=bq,+n Yy b=rig+n =n=b-rnq=b-q:(@bq)=
=b-gra+q:1q:b=(~q:)a+(1+q142)d

432 Mediante 9-26, como med (4, b)=d, alm y bim, resulta abldm. Probar que
dmlab. : )
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033 a~b > nla—b =a—b=nh =a=b+nh =a =@+h) =
e AV E /K ;
=b" + Z(.)bh"n'hisakub"=n ) .)bk"n“h’=nq =
=1 M1 =1 N1
= nla® - b* = d° ~bF

9-34. En 5-8 esta comprobado que (R™*" , +) es grupo abeliano. Verificamos entonces
Ag: El producto esley de composicion interna en R” xn e acuerdo con 9-2.

A, : Asociatividad. Sean A, BY C en R™", y los productos A(BC)y A (BO).
Lafilaide Aes: a; . @2....>din- Lacolumna j de BC es

7 n n
i 2 Bap Cojooevn 2 b [
kgl bik Cri» % D2k Chi 2, Dk Cri
n n
Entonces el elemento (i} de A (BC) es hzﬁl din k=21 bhk Crj =

= f: f @in Bk Cri = ﬁ ( f din b;,,.) cp; queesel elemento (i, J!
h=1 k=1 k=1 \h=1
de({AB)C.
Ag: El elemento genérico de 1 es & (deltade Kronecker) definido por 8; = Osi
i%jy 8;=1sii=j El clemento (¢, /) de Ales k;":'lafk Sp; =a; 01t
+ a4y Byt .. Fag Ot A Oy = agl=ay = AL= A"y andloza-

mente I A= A.
Ay:SeaC(A+B).La fila i de C es® ¢j1, Cizs - -+ Cin,
La columnaj de A+ Bes: ay; +byj. ag;t baje e Enj + bpj.

Entonces, el elemento (i . J) de C (A + B) es k:;: cik (@gj ¥ brj) =
= "5 Cin dkj +:E Cir brjp que corresponde al elemento ¢,/ de CA+(B.
k=1 =1

OseaC(A+B)=CA~ CB. Analogamente se prueba (A +B)C =AC +BC.

9-35. Hipotesis) Para cadam se verifica
_ Vh<m:P(h)esV = P(m)esV
Tesis) P(m)esV, VYne N -
Demostracion)

Suponemos que H ={x eN/P(x)es F}#¢ Por el _principio de buena
ordenacion, existe en H el elemento minimo m, tal que P (m) es F (1), ¥
h<m = P(h) es V. Ahora bien, por hipotesis resulta P (m) es V, lo que es
contradictorio con (1), o sea H=¢.

0.36. ac ~ be =>nlac —BC = alla—b)c = nla — b (porque s un entero es divisor
de un producto y es primo con uno de los factores. entonces es divisor del otro).
Luegoa ~ b
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9-37.1 ) Seanday, aa. . . .
a; ~ @, entonces 4; y a; pertenecen a la misma clase de equivalencia, lo que es
contrzdictorjo con la hipdtesis.

Reciprocamente, si g; 7 a4; , Vi # j, entonces dos elementos cualesquiera y

. an} una clase completa de residuos modulo 2 y a; #a;. Si

distin'os no pertenecen a la misma clase de equivalencia, y en consecuencia

{ as. &y, . ... a,,} es una clase completa de residuos médulo s,

it } En efwto. supongamos que ag; ~ a4; para alglin / # /. Entonces aieg; —aa;. o
5e3 Ak ig; a4, ) v como @ Y 4 son coprimos, se deduce que iia; — ;. e decir
a, ~ . Esto ey contradictono con ia hipdtesis.

9-38. Sealaclue de restosmédulop : 0, 1, ..., p— 1.Comoa#0vaqueanoes
multiplo de p, a0, al, a2,...,2(p— 1) constituyen una clase completa de
restos mddulo p, por 9-38 ii ). Entonces cada elemento de la primera clase es
equivalenie a uno de la segunda, y reciprocamente. Como O pertenece a las dos,
por la conpatibilidad de la relacidn respecto del producto, se tiene

P20 p—i~@h@2y...alp—1p
Osea (p—~ . ~a"~' (p— 1), olo que eslo mismo, pla” ™ — 1) (p— D
Como p y(p — 1)! son coprimos, resultapl(@® ! —1) = 4"~ 1 ~ 1.

9-39.7i Yay nson coprimos = med(@n) =1 = 1=sa+tn =>b=sab+itnb =

=b-(sb)a=@b)n = nib - (sh)a = a(sh)~b = sb essolucién de la
ecuacion.

ii ) Seans, y s, soluciones de ax = b (mdéd. n). Entoncesas, ~b » as; ~b =

=> g5, ~as,, por la simetria y transitividad de la relacibn. Se tiene
nla{s; —s:)yacoprimoconn = nls; —s3 = 5§; ~5;

iii) Siendo @ y n coprimos, y n primo, -por 938 se tiene a*!

=gl p~p = ag" "2 b~b = x=a""2 b es solucidn de ax ~ b (mdd. n).

940 i YCome 3 v 4 son coprimos, es med (3 4) = 1 = (—13+1.4 =

= sp= i~ i3 7= -~7 es solucidn. Todos los congruentes a -7 modulo 4,
300 shuciones fver 39N

Hii2iv—6 = y=6+ 124 » £¢ Zsonsolucionss,

ili) De awerdo con 9-36, — 2x ~ 12 = x ~— 6 luego de cancelar — 2, que ¢s

coprino con 11. Por 939 iii) es x = 1''"2 (—6)=—6 una solucion.
Resulta K5 el conjunto de fas soluciones

941.0) F =

g- =ab' +cd '=abt dV d +cd”t B b = (ad+be) (bd) =

- ad+bc
bd

~1 =

N N [ 1 o,
Gufi 1t dn vl =y Ty WX TV

47 (x +yP =

TRABAJO PRAL U IA 45

ay @€ o -1 _ S L

i) Yl ab cd (ac) (bd)

N S 4 a b _ ¢ d atb ctd
111) ——b = -——d =3 5 4 —-—b = '—d + Md = b = P

942 Sean K, y K, subcuerposde K. Como 1eK; A €Ky, esie€K; NK;,0sea

Ki NK; #¢. Ademas Ky CK A K, CK = K, NK; C K. Mediante la con-
dicion suficiente 8.4.2., el lector puede demostrar que (K; MK, ,+) vy
(K, N Ko)—¢ ();. .} son subgrupos de (K ,+) y de (K—{O} , .}, respectiva-
menie. La distributividad es consecuencia de que K, NK, CTK.

€] I
o X+") na Ayl
iyx® +3y" 2 ( b gty N0
ak-1 - ~h
. Lok hs
En efecto, (x" —3") (x —p) =0 = "1 + 2"y x" - xy

=0 =
b JERL I

= x " +xP y < I AL P U vl

T T i R A C i L E R P U I

R ha+1
= () (P HA < 2P R

Por la hipétesis inductiva
x+y _ (etp)i*?

h
h+1 g htl S (o h x+y s +y)
x +ty >(x +yh) -ah 1 2 2h

9.44. (Q (V/3) . + . ) es un subcuerpo de (R . + . .). Basta probar que (Q ( V3 .Hy
{(Q(v 3)—{ 05 ,.) son subgrupos de (R +) v de (R —-<U . .), respectivamente,
{Ver 5-7).
945, i Y () (my)y=(etx+ ... Fx)(yHp+ ... )= xyFxy+ ... FxYy =
7 m nm

= (am) (xy)
it Y(ne)(me) = nm)(ee)m(nm)e
Gif f ypx=(pitiext=iperiixt=0x=0
Debe notarse gue 2 v 1 son slemenios de Ny node W

i }Si p oo fuera pri.es. admitiria (2 descompusicion g = 0y prodon 1oy T

y 1 <p, <p

Entonces pe = ( py pale ={(pypiieer={p; el p2¢)=0. Y como no
existen divisores de cero, resulta p, e =0 v p, e = 0:0 sea. la caracteristi-

caesp, 0 p,, lo que es contradictorio con la hipbtesis.

P

L o B ip—it+l)
sumatoria tiene coeficiente (f) = i . donde

P e /f) X~ ¢+ 3P Todo término del desarrollo de la
° s

la
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caracteristica p es un factor. Por 9-46 i ), tales términos se anulan y resultan
(e=y) =xP +)”.

%48, i ) El conjunto {x eqQ/xt< 2} carece de supremo en Q,

" r
ii ) Sean x :—5 ey =—. Tomando n=qr se tiene nps=>gr =

nps

= nps—qr=0 = PSTar =20 :nﬁ ——L>0 >m>L
qs q s s

9-49, Ver 6-66 y 6-67.

50,1 ) Sean A; =ay, @, . . ., 2in, coni €N, talesque i £/ = A; NA; =0,

Definimos
f: 'Ex A; —+N mediante
=
iv‘é X feo
flayy = w2 #y +j. Como f es biyectiva, resulta £ A, numerable.
= i=1
ii)Sean A;: L0 //a{:/’/qn’ R ay,
A,y f;{ a2 a3 e 2oy,

Aj: fm/aaz 33 ceee d3p

..............................................

Ordenando segin el proceso diagonal de Cantor, resulta 2 A; igual a la
i=1

unién de una familia numerable de conjuntos finitos, que es numerable por

i)

TRABAJO PRACTICO X

10-8. Sea £ ¢ Q una raiz, con med ( p,g) = 1. Se tiene (f.) + "ﬁ‘ a; (f_ Yz 0= .
q q =0\ 4./

n-1
=~p"+q"(a0+a;—§ +...+a,,_1»‘r';l )==O =p" +aeq" +
q" .

Ya,pg" i+ .+, P g =0 =3p" +qaeq" vapgmt 4 L4
4a, PP N)=0=p"+qs=0 = —gs=p" =g |p"y siendo p y g copri-

mos,esq | p ,esdecirg = 1. Luego % €Z.

10~ 9. i ) Considerar la ecuacién x* — 5 = 0 y verificar que carece de raices enters.

2
ii)Si d es la diagonal y a la arista, se verifica d* =34° = %) =3,

. d R
Haciendo - =% considerar x> —3 = 0.

10-10. Sea p € Z raiz de la ecuacioén. Entonces
Pt +an, p"“1 +a,.0 p"‘2 + ...4a;pta=0=

=p.5+a,=0 con $=a,,p"+ ... +a =p(=s)=a =pla

10-11. Considerar % €Q con med (p.g) = 1. Si fuera raiz, al sustituir s¢ flegz a

-
% =*lo —g— =% —;T , valores que no satisfacen a la ecuacion.
1012.52a VI +V5 =x =2+ 5+ 2/I0 =x* =2VI0=x =7 =x*~
—14x? + 9= 0 tiene como raiz a+/2 ++/5, pero carece de raices enteras.
10-13. En efecto V; V; se verifica: ' '

- L, ) 1 1,
4;=3<3+ —5 =b} y bj=3- 5 <3+ =g

10° 10
10-14. {1 14 141
Para V’Q—{ 2015 142
: {1 17 1,73
Pan ‘/5{ 2 18 174
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Resulta:
JIivEd 2 3l 3
V3 4 33 3,16
~ 5 -1 -04 -0,33
2—3: ' i
v { 1 -03 -031

1 2,38 24393
4 27 24708
Breq o f % g4

4] N
CATI N DTN

3 R .
3 obiener —moomo e indivg en 103
7 -l o e e ve waE b Sdowl o

10451 JA=0 L :"o}u{xeq’ /i3
. | 4
i)A = 'Uif 1, f v el 2
) Q ‘\D}Jler ;X <'}
10-16. i }{—4,0] ) (=20, =3)U (=1, +eo)
i) (—VI,V3) W)=, N SIUNT, Feo)
v ) De x3 < x resulta
i+ {x-1)<0 = xe{-=, -1} Ui0])

Vi) (e2) (x-Dx-)x <0 = xe{-2,00U (1,2

- > A

Extremos inferi { e i 3 i
Stremos pres o fnfimos: —4, no tiene, -1/ 3 | no tiene, no tiene, -2
Extremo: superizyes o supremos: §. no tiene. v

LR tdene, T2
H/B PRV S R

{18 § as mfermre)» son 1os racionales menores o iguales que 0 cotas superiores. son
0s mayotes 0 iguales que 1. El supremo es 1y el infimo es 0.

10-19. 1 YCota :‘upemt es todo real mayor o igual que /2.
Cota inferior es todo real menor o igual que 0.
Supremo es +/2; infimo es 0.
. —(— 00 — iz » *
ii ) B=(—2,—+/2]U[VZ,+ ). No estd acotado y carece de extremos.

iy ¢ = &l , . ]
) infe .I =, + =). No tiene cotas ni extremo superiores; esti acotado
riormente por todo real menor o igual que /2, y el infimo es /2

_TRABAJO PRACTICO X . a61
10-20. SeaceC = ¢=x+y con x<a A y<b = c<a+b = a-+bescotasu

perior de C. .
VE>0,3xeA A I3yeB/a<x+E,A p<y+E,y sic es otra cota

superior de C, entonces a + pb—2E<x+y<c’ oseaat b+ 2
Luegoa + b <c’

.
10-21.3x% = 2x - 1<0 = 3(x—l)(x+%)<0 —:,xe!w;—,!).

" 1
infimo es - 5 .Y supremo es 1.

2! supremo no seria 4. 1o que es absutdo.

n
10231 Sa=x o W=y mas=x® A x=3" ma=(") =30 =

n
=y = m\/ @
np mp

V. Ya" =x = am=x" 2 a"P=x"" =x=Va
’

. ¢
1-24. i Yiab)y={ab]— ia.b? ~[a.b]~10.1]
4
Porque la diferencia entre un conjunto no numerable ¥ un conjunto a lo
sumo numerable es coordinable al primero.

ii ) Dividimos el intervalo [0,1) en 7 partes:

0— —t : : —o'1
aq ay @ aj.1 a; an

n n
Se tiene [0.1) = Z{a;., ,a:) = Z B,
) 3

i=1 i

V;=1.2, ... .nes A;~B; = 3f;: A; = B;biyectiva. Definimos

n n N
f: Z A; » X B; mediante f(x)=J; (x) si x € A; laque esbiyectiva.
=1, =1
Luege = A; 0.0}
=l
2433 Consideramus en [0 03 o mcosidnge = 1<, <1 ... <la, < il gue
P
: 1
d, = =H
i
O+ + : - o
i2 34 7/8

Se tiene A; ~ [a;—; . @) VieNycon el mismo procedimiento utilizado en

ii ) resulta f; A ~[0,1).
R
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16:25.i )2 V6 ” ;_

—é A+V2+v35)(2-V5)

ii ) log, 5 =log

10-26.1)2%2 i)V3+v2 ;-
10-27. 1 ) Aplicando 109.2 iv)
l/grx”+logz(2x)3—-l,og-pf? 1
2P =2=x= £2
)1 =11+1 =x=1
i9:28.4.4 3. 4 =1 =24 =1 =y=0

1029 N F =x2 A x#1 =>\/x=% =4x=x =2x=0 v x=4

En R son soluciones 4 y 1.

1030, Sustituir logy x por log: 3 en la primera ecuacidn y se llega a 3 (log, v)* —
~ 4 log, ¥ +3=0, que carece de raicesen Rporque A = b* —4gc = —20.
Si la primera ecuacion tiene segundo miembro igual a _%O_ , el sistema admite

las soluciones (2,8) v {8,2).

REL TN ,‘mxﬁ B MOEENEIN -2 S W e S o 1 ARt 8457 -
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j-06.(8+2 V3 1 2+ 2 VB
17 a)z=—1=2i byz=—1+I c)z= dyz=—2i
118 )z =41 b)— 1+ v6i ):\/" d)1

> 11 1, 2. o
11-19.a)z =—i b):=—-2——-;—z c)z -3 +~S—t dyz=—1i

3

. _4 2.
b)z=1—71 c)z= 3 + 3

faLaz=t( 4+ br=t(-2)  Qr=t(V2-VE+iv2+V3)

14-22. 2) z, =2 (cos 30° + isen 30°) b) z, =4 (cos 240° +i sen 240°)
¢)z; = V7 (cos 225° +isen 225°) d) z4 =3 (cos 270° +i sen 270°)

b) 2223 =4+/7 (cos 105° +isen 105°)

11-20. a)z=—~3- = G

e
N

11-23.2) z, = — 64

Z3 1 1. w0 .
22 e - - dyz. =321
<) 24 3 3! )z,
11-224.7° =4i

11-25.f(Z)=az? +bz+tc=az ? L BE+T=az +bz +c=0=0

11-26. |2* — 7| = [(sen'z —cos 2a) + (3 cosa + sen2ay1”
2. 1
11-27.a=— 3 ,b———j—

T1128.1, 0 -1, —i.

11-29.2, =3,2, =—1 + 2i
6 3 . ._ _16 11
SR RO E A
11-31.3) —Z7+7=0= 0—--—z+z=: ¥z =—2z+2
CancelandoZ resulta~z = — 2 o

b))z, -2, =7, +(—z5)=2 + (- 22)=Z -2

11-30. x =
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C) l_’_/l] :[2‘1 - Za +Zzt <l21 el Zzl + ‘zii
Luegalz,| ~ 1z, <lzp = 2ol

I Zi\ — Z z
d) 77 = =% z, =(-=% zz=¢—_i—“—'=(~l—
2 Z2, 22 LZ2
7 ol
o) zi= A 2y =izl = |2 gzl = 40l o2
27| B 22
TR PR PRI RS U A (P | s
b V- 4 §o—i - » - ’ Ry » o
iz z i zez =t e
1 1 -~ V-
ey e Ty L N P
§

11-32 1z +

11-34.i yn=1 = (cosx +isenx) =cosx +isenx=coslx+isenlx

ii ) (cosx+isenx)" =coshx +isenhx = (cosx +isenx)**! =
=costh+1)x +isen(h+l)x
Aplicar al primer miembro de la tesis la definicion de potenciacidn, vy luego
la hipétesis inductiva. Ver 11.9.3.

11-33.1 ) Estd resuelto en 11-10.
ii ) Aplicar 11-34. y cubo de un binomio. Igualar después las partes real ¢
imaginaria.
11-36. i ) Siendo 1, w y w? las raices de x> —1=0,¢es Ww=w? y ademds
I+w+w? =0.Entonces | +w? =—w = (1 +w?)* =(-w)* =
=wlw=lw=w
i) (l—w+w ) l+w—w)={l +(w-W|[l —(w- W)=
=l -w=-WP=l-wH2ww-F =1-w +2ww —w=
=l-w-w+2w'=1+1+2=4

[1-37.i yw=%(1 -4)) ii)w=%t(3—2j) ii)w=210+ 21

2
o . . " 32N
i’”}ﬁ’.l “-‘1“!",5 N o s
25 —_ 8T M 3136 2 3 gy
42 [ B I | Ve =% R T4 i T
Bl 5

o 1700 4+ 2 E
Hyp=1,¢=270° , wp = c0s 3 + isen 270 j.’kﬂ

conk=0,1,2.

e > 2 ’_)
i) p=8,p=0,w, =2 cos(Zk" +isen “k”),k=0,1,2.

3. 3
. 0 2 R \
V)p=2,p=300,w, =32 cos(————~—30 +"3”r +isen ————~——300+2§”/‘, =

=0,1,2.
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11-40. i )p; N/ 50==315°=%77 , lnlenxg-ﬂ"(% Tr-&-}.k'ﬂ)

i)p=e, 99':—?77' , lnz=1+i(»§— n+2kn‘)

iiijp=4 , =0, Inz=In4+2k7i
En todos los casos & € Z, y el valor principal se obtiene para k= 0.
1141 i Yln w m,f} — D In { V2 — ). Para el logaritmo es p =3, ¢g=arm
ki

tg ——-—— en el cuarto cuadranie.

C1 o) dndey 3 s}
Luego w = ot LN 2
-

ii)!nw=3iin$i=5!é‘ln2+i -

o)
]

3 ) -2ne3inz
== T "+3iln2=>w=e °,

i

i) Inw —3— il —iv2)

s—ifmatin )= —im s
" 6. 6
1 Z-iin2
=>w=e
) (1L V3 3
11-42.i)2=0 11)2'11’1("7_"'1 3 =1111=>ng

ix . i . i . P
11-43. 1 } Resolviendo la ecuacion cuadratica en x', se obtiene X' =1+i v x'=

= 1—1i. de donde. después de aplicar logaritmos, resulta

-;"—'- itz 72--i2
x=¢ vV ox=
g5 1ENFT 1INV \,3_1+.\,fs‘v
iiyaVis -y = — = Vo= F i g
2., 2 2 2
— Ty 2 =
; g g B
et e _‘ e P ¥ ouE g

1144, i YEslarecta x =— 2 i
i) {xy )1 — 2Ky <3)
iz +1>2=(x+ 1P + y* > 4. Es el exterior de Ia circunferencia de“
centro (— 1 , 0) y radio 2. .

iv){(x,y)f—— —},— <x< —-l; A xP4y? =4}
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11-45.

1146,

1147

1148.

i11-49.

11-50.
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v){(p,p) /450 <p<135° A p<2}
vi)ix +yi—1+4 =2 = (x—1)* +(y + 1)’ = 4. Esla circunferencia de
centro {1,— 1)y radio 2.

i)+ 1P =@E+172 +y* (1), 12— 112 = (x — 1)* +y*. Restando
estas igualdades: |z +1[* —lz — 2 =4x =

o3 Fll—lz—1)=dx >k +1—lz— 1= 5 x )
Como |z + 1} + iz - 1§ =3 (3),sumando (2)y (3)se tiene
3 . ! 22
2+ 1l == + -= x, que susuwido en (1) conduce 4 —5- + < =1 Es
S 9 '
\/__ 4 4
)
1a elipse de semididmetros @ = —; b= 7=

ii } Luego de:2 elevar al cuadrado y operar algebraicamente se Hega a
(x? +y?)’ —2¢* (x* —y*)=0 y en coordenadas polares resulta
o* —2c* cos 2 =0. Es la lemniscata de Bernouilli.

eikx + e-—ikx
Tener en cuentaque coskx = — %

n n i .
Efectuar 2 kgll cos kx = h—il ers + kg e~ ** mediante las sumas de los n

primeros términos de las dos sucesiones geométricas. Luego de operar se llega 2
n i{nt1)x _ e-ir:x
1+2 hZi cos kx =

e* —1

No es una identidad. Basta dar un contraejerplo: z = 2, w=8.

- V2
z==V3+V2i 2 T=—+5—V2i = p=v7,p=actg -s/_—S_ en el tercer

cuadrante. Se aplica la férmulalnz =1n VT +ilp+2km)

()F = mefe? =t mx=u A y=vtlan S>z=xtyi=
=u+(v+2n17)i=it+iv+2lﬂi=w+2nﬂ'i=>z-w=2nn'i con
nel.

i)yz—w=2nmi>z=wt2nti=>F =TT 2 f =¥ 1 >
=>ez=ew

i )2cosz =6 + g7 = flx+iy) 4 mixTYD = -
=e Y (cosx +isenx)+e¥ (cosx—isenx)=
=cosx (e’ +e¥)—isenx(e¥—e V)= ‘
=2cosxchy—2isenxshy = cosz =cosxchy—isenxshy.

ji ) Utilizar el mismo procedimiento para sen z.

e o=
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. o o
11-51. 1 )Z"’Z::I' =y = --2~ , Resulta {(x,}r)fy = 3—}

i)zt =z 4z =7 +y?=2x = x° x4 =0=x—2xH1F
+yr =1 = (x— 1) +y? =1.Esla circunferencia de centro (1.0)y
radio 1.
ii)z—z"' =0 =z —1=0=z =1 =x +y? =1 Esla circunferer-
ciacentrada en el origen, de radio 1.
Wzl +z=0=22+1=0 =yt —y? +1+2xyi=0 =
o xtyrA1=0 A 2xy=0=
syt -xt=1 A (x=0V y=0) =

(2 2

P& e W

3

— ¥ -1 A x=0) V 5}~1mx-=_ A '13:_—())#
= {(y=%1 o x=0) v (~x*=12 p=0) =z =1
vizt4zeR=>{xF0 2 y=0) v x°+17 = 1. ‘ .
£5 12 unibn de la circunferencia de radio 1 con centro en el origen. ¥ el eje
real. salvo el origen. .
vijz=2° = x+yi=E —ypiy = xtyi=x 7T Jxvi =
o=yt —x) (- 2xy N i=0=
o —x—32=0 A y(2x+1)=0
v i i ; J=tx Ay + 2 =
VI!)?:+I§=%Z+213==';x+(_'v+1):l tx g v+ 21 o
=>/xr+(v+t)2=)e2’+(y+3)‘ ﬁﬁy’/*;a"-*l:—fﬂyy*a-t_\%—-l:»

=3 foor ve— 2
=2y +3=0 -——»vy-—-—S—.Rasu!takex.}} ¥ 5
o —1 i—1
Il“jza)kglk:“i’f“'lz‘f‘ +!lw=——'t—_-_—“‘_=—~l-:-l’=]
; 1??;9 09 ot s 2
p) £ F=i"=i " =" =i =1
k=1

i = /< bar que existe > O en R, tal

_53. Sabiendo que iz, *+Z | = Iz, + lz2] hay que pro )

13 ziemz 1= o? Z3. Si algu?xo es 0, la propiedad se cumple obviamente. Supongamos
entonces z; #0y 22 9. .

|
il

2 +

2

420z, 22l = (2t
:21 =2 )=
§)

A I, =U Fip =z, Za = lxutv) i(yu-xr)y por (1),

LX]
-

2t
ie

2) =
b
. 2

i

Pa ta
i
1
i
i E)

=

- 5 :
-1 =2

o
L9

1Z2)
Seanz, =x +¥i
se tiene: X
(et = (xu+_vv)2 + ( yu-xv)” l=> yu - xy =0 = yu=xv. De loscasos

i i #£Q DX = = =x+yi= L ptyi=
posibles consideramos ¥ ; m : o

=Y iyt =z,
_—v—uH—n) (133}
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Alorabien, como Re (z; z3) =}z, | {zol = Re(az,7; )=laz,yl|z,] =

= a|z® =|al |z, = |of=a = acR* »ULO}.
11-54. Yz = 1 __ V3 o1 1
) “V3IHiT T T “’P="§"A p=210°
=7 -—(~..) (cos 840° + i sen 840°) = —- (cos 120° + j sen 1200) =
L (Ccos 600 +isen600) = -i (- “4,,\/_) o V3
‘ DA
rmemm 2 S Y S
| sna-iena ena 1~1 sene 0
Paral + . ”spw\f’¢{;z45:}'iueﬁu -
R g
T T eni e (cos180° - sen 180°) = -SE;‘.;L&.
1+
i) z=— 22—
V3-i’

+ 7 —
Para\lf‘;zdes‘.f;y’. Yy ¢=45° parav/3~i es p=2 y @=3309
J{cos 45¢ -v-’.' sen 459) - 4= 4 {cos 90° + i sen 90°)
2 fcos 330° + i sen 3309) 16 (cos 1320° + isen 132 0%) =

Z =

_ 1 i 1 i
4 cos240° +isen240° © 4 cos 609 — 7sen 609
1 i j V3
4 1 _ V3 2V3 TT T T
p) 2 :
11-35 § }:w+3w=:“ﬁ—'*~;{7~‘—2Rei:ﬁ) S ReCWHIW =z Ww+T w
iyzw—

—Zw=zw— zw—ZtIm(zw) =>Im(..w—zw)—-——(. —~zw)

11-56. Si dw7es raiz cibica primitiva de 1, entonces w? también lo es pues
‘med (2,3) =1. Teniendo en cuenta que 1 +w+w? =0 (ver 11-57) res}:ﬂta

(= — ¥y ey — 02, 0 3
k ki £ W Wt W 3 !w vw,,r.g.zz_sw_zb:}

N & PR TTWE G,y i
1 . =N . - g i
Phwednm e e Di-wi=i~-ur=g
resulta l+w+w2+“‘+wn-1=0

i VIiionos i
- — el { I \/i
158 { — = +i 2} +l\—~~,~—-z—;}

1 . 37k Ny
A2 ) e[ -8) 7

s

s
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[

bh=2 . oo=4d

, b=-1, c=-1

12.20. i

™

R

[ Y
it

ya=1
1220 Y3P-Q=4X* +IX* +3X +5
H)P.Q=TX +TX* +3X* +3X* +1X+3_
)P -Q=4X" +4X +X°+4X° +2X* +5X+4
v)g(XP+2Q)=5
12226 +6.7+6 .7 +6.7°

12-23. No existen va que en R [X] si A es de grado positivo, entonces de A=A s
deduce gA +gA’= gA = gA =0, lo que es imposible.

122241 )C=—2 ; R=-12
i)C=—1 ; R=—X—-2X+3
#@Cc=0 ; R=2X-—1
12-25. Imponiendo al resto (m* + 2m + 1) X la condicién de ser el polinomio nulo,
resultam = — 1.
1226.i )C=—aX* - X ; R=-1
ii ) Tener en cuenta que el opuesto de 2 es 3. Se obtienen
C=3X*+34X* +3X+3 ; R=1
i) C=iX?+ X +(=2 )X+ (~1+2i) ; R=2+2i
iv) Después de dividir ¢! dividendo y divisor por tres se obtienen

oo
[=H

PR SR R o4 n s
C=X' -3X+7 y = 5 .osaR=64

12-27, Aplicandc 12.6.2 se obtienen:
i)X+1 i)yX*+4 dpxt -

12-28. Especializando X por a, se obtiene
R=P(a)Q(a)-P(2)Q(a)=0,esdecir X—2|P.Q(a)-P(a).Q

12-29. En los tres anillos de polinomios se obtiene P = (X+2) (X-2) (X+4).

12-30. Puede aplicarse 12.11.1, o bien por pémputd directo las raices son * /2,
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;2 3) Lasrafces geP =X —10 X?* 4 1son

e adE = W EY =2 2EV3)

¢ 2.52. De acuerdo con 12.92., st a es raiz doble deP,esrafzde P’ =3 x? +4x—4.

2

De P son rafces —2 Y -%— . La primera es raiz doble de P y resulta P=(x-+

+ 2% (x—2)
.23 Basta efectuar P = ERINE?Y (X—3) (X-0g) =
et a2 Xt . donde
ds = -y Ty TO3 + o)
dy =y X Ty G R R« FK: Y
7, = —la G 23T o + g oz 0a)
Go = &y Qn &g . VT 12.12,

P

g P=NtoIX e
451 ) A es irreductible en Q [X] pero no en R{X] pues A= (X -3 (X +
£33 X +39)
i1 B s areducible en ambos anillos pues b* —4ac <0

§)C o= (X + DX~ DE+X+D (X* —X + 1) es reducible enQXlven
R XL

2

4y
77.38. Sia. =0.es trivial. Considerando a; # 0, se tiene P =4, [( X+ : )

24,

- w‘}y: _SiAZ0, entonces P es reducible. Luego P irreducible implica & <0.
4a. .
Reciprocamente si & <0, entonces P es irreducible en R [X].

1237.P =Xt %2 X -4eQ[XjconA=4+16 =20>0, y es irreducible.
;38 p=3XP4+AKFT

.39, 1 ) Reflexividad: B0 = BlA—A = A~ A
Simetria: A~ A = BiA— A = BIAT—A = A ~A )
Transitividad: A~A A A~AY -BIA—A A BJA—AT =

= BIA AT = AVAT
i)k ={PeK[X]/P~A}ycomo p~A=BP—A=P—A=CB=
= P =A+CB. Luego Ka ={A+CB/C€K[X]}

§ 2.4, Probar, comoen 5-12y5-13 .
P yA~A A C~C = A+C~A+C
F)A~ A A C~C = AC~AC

;2.41. Demostrario n las signientes etapas

U,

TRABAIO P RACTICO X1 L7

i )1es un subanillo de K [x1 .
ii)Qel A PeK[X]= QPel
[ se llama ideal generado por Ay B.

12-42. Sea{l;}con i€ U una familia de ideales de K [X]. Con ¢l criterio utilizado
9.16 se prueba que in I; es un subanillo de K [X]. Falta demostrar, de acuerdo
€ .

conl1l>
Ae N A PeK[X] = APe N L
ieU ielU

1o que ¢s inmediate.

12-43.Sean 1 ={S A, + TA2/5 A TeK{x];, y (11 1a interseccion &2 rodos ios

ideales que contienen 2 Ay ¥y A M T 1A, + 04A; ~ A= QA +
1A, = A el A Ag €l, 0 sea l esun ideal que contiene 2 A, ¥y 2 A,.En

consecuencia {11, C 1. Falta probar que 1<l y para ello es suficinte
demostrar: Pel = P€ N,

12441 yx=—1 3/i. Las cuatro rafces cuartas de 7 se obtienen mediante
a VRN A . e+ 2k
wp = cos|— +isen ———)
k= VP 4 R

T

dondep=1,p= 5 vk=0,12 3.
X AXTEX+1=X X+ D+X+D=(X+ DEG +H=0
Resulta x, =—1.,%2 =i, x3="1
1

WXt +1=0=X =—7+ = —j=y=3—iEnestecasop=1} ¢

= 3—:— _Se aplica la formula de la parte i)parak=0,1,2.

' * T{m—1) .
1245 i)x, +x,=0 =" Sm"—=0 = m=1
ii)\'t‘=1=>-—}»-‘«=l=>m=~1—

R RS N {8 m 8

ii)A=b*—4ac=0= 49(m-1)?—32m=0
se resuelve esta ecuacifm en m.

12-46.1)Como a3 =a; T ¥ & +o, +ay=—2setieneny = 1. Por otraparte,
dea, ta=—1lya™ 2, se deduce que & ¥y & son las raices de la
ecuacion 1 + ¢ +2 =0y resulta

N I T 1 _ 1,
a; = 3 + 3 l\/’i_ , = P ) lﬁ.
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ii = = i =~ 1; Entonces P es
ii)Deoy; ag .a =1 y 0 @y 1 se obtiene ¢ :
)d'ivisible 2por X+ 1. La aplicacion de la regla de Ruffini determina el

codente C =2 X% —3 X —2, cuyasraices sona; =2y o, =— 2

12-47.i ) Operando convenientemente se obtiene
—bx(b+x)=a(@+b+x)(x+b) =
= (P +tab+axy(x +b)+bx(b+x)=0 =
= (i +5) @ +abtax +bx)=0 =
=x+b=0 Vv {a+bhixtaa+bd)=0=x=~-h v x=—2
# s+ D=0
e = v ea jene 3, Sy. = 1,
ii y Hadendo x* =y, se resuelve 7 + 2 v+ 1 = 0 y se obtiene 3y =¥,
Lugox = Y=1,siendop=lyg=nm
1248, Considirando la condicién a; = 2 @, y las relaciones entre coeficientes y raices,

se obtitnem = + 6.

4
L S 4 N a2 q 2

f 2 R ¥ Oy tleﬂe_3)=ua:+
12-49. Como o, + as +a; + @) P @ +2 :ZJ. @; o, se { R

3 3 o

+2. 2 = 2 a =4,
-~ b - i
- i=1

7 12-50. El cambio de variablex=y —3conducea(y —3)® =3 (y—3) +2(y—3) =
=y3 —12y? + 45y —60.
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de composiciOn interna, 142, 144
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Matrices. 149, 153,270
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enR, 320, 325
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de Ruffini, 387
Orden amplic, 90 ; Regularidad, 146
de un grujo, 239 Relacion binaria. 64
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parcial, 91 composicion de, 68
total, 91 de equivalencia, 77, 88, 313
Operaciones ion subgrupos, 235 de orden, 90, 218, 299, 324
en forma exponencial, 367 dominio de, 66, ‘
en forma polar, 358 en un conjunto, 69
funcional, 102
Par ordenado 53 imagen de. 67
Particion, 8487 inversa,67 :
Permutacione simples, 198 propiedades, 71 .
con repetision, 199 representacion de, 65
Polinomio, 378 Relaciones entre coeficientes y raices, 407
adicion de. 380 Restriccion, 137 1
coprimos, 392 ;
derivado, <00 Semigrupo, 220
divisién de 384 Silogismo hipotético, 13
grado de, 379, 383 Sistemas axiométicos, 208
multiplicadén de, 380 Sistema de Peano, 213
nulo, 378 Subgrupos, 231
primo, 392 : de matrices, 234
raiz de, 3% distinguidos, 248 { s
Poiencia de wi binomie, 179 interseccion de, 235 '
Potencia de R 333 normales © invariantes, 257
Poanvizeidn m £, 333 unida de, 238
enR,359 \ Sucesion, 165 .
Preimég;snes, 131 mondtona contigua, 312 i |
Primer elemerto, 93 Subanillos, 272 : ’ i
Principio de tuena ordenacion, 167 Sumatorias, 170
de induccien completa, 168 Supremo, 94
Producto cart:siano, 53 v
Proposicién, 1. . Traslaciones de un grupo, 258

Términos primitivos, 208
- RadicaciénerC, 329 A Teorema de compatibilidad, 155, 247
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