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PREFACIO

As alteracGes no texto desta edicio consistem em modificacdes
nos detalhes de algumas das demonstraces e discussées € no acrés-
eimo de um capitulo sobre as Fungdes Hiperbélicas. Este eapitulo
foi escrito, como os demais deste livro, com a preocupagio de faze-
lo claro e completo. Afim de ampliar o eampo de aplicacoes das in-
tegrais duplas, foram introduzidas também as coordenadas cilin-
dricas.

Os problemas foram, em geral, completamente revistos e, sob
alguns aspectos, apresentam maior interesse e objetividade. Alguns
deles sdo aplicacdes da matematica 4 Economia. Os finais de muitos
dos capitulos trazem novos problemas destinados a estudantes de
nivel mais avancado.

No texto figuram as respostas de muitos dos problemas. As
omitidas o foram propositadamente afim de dar ao estudante a
oportunidade de confiar-se em si préprio no controle dos resultados.
Os professores que desejarem as respostas omitidas poderdo comu-
nicar-se com os editores.

Os autores serdo amplamente recompensados pelo seu trabalho
se esta edicdo tiver a acolhida generosa e quase universal dispen-
sada ao livro do Granville, desde que apareceu pela primeira vez.

PerceYy F. SMITH

WLiaMm R. LoNGLEY



PREFACIO DO TRADUTOR

Procuramos manter na traducfio as qualidades que fizeram do
texto original um dos livros mais difundidos entre nossos estudantes
de matemética. Esperamos, por isto, que o nosso trabalho repre-
sente um auxilio a mais para o estudante brasileiro.

Rio de Janeiro, maio de 1961.

JOSE ABDELHAY.
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CALCULO DIFERENCIAL

CaritToro I
FORMULARIO

1. — Férmulas da 4lgebra elementar e da geometria. Para
a comodidade do leitor, daremos nos §§ 1-4 as seguintes listas
de férmulas. Comegaremos pela 4lgebra.

(1) EqQuagio po SEGUNDO GRAU Az?+4 Bz + C = 0.

Sorugao:
1. — Por fatoracfo: Fatora-se o primeiro membro e cada fator igualado a
zero fornece ums raiz.

2. — Completando o quadrado: Passa-se C para o segundo membro, divi-
de-se pelo coeficiente de 27, acrescenta-se a ambos os membros o quadrado da
metade do coeficiente de z e extrai-se a raiz.

— B+ B —4AC
24 :

3.— Pela férmula z =

Natureza das ratzes. O bindmio B2—4 AC sob o radical da f6r-
muls chama-se descriminante. As duas raizes s&o reais e desiguais,
reals e iguais ou imaginirias, segundo o descriminante seja posi-
tivo, zero ou negativo, respectivamente.

(2) LocGariT™os

log ab = log a + log b. log a® = n log a. log1 = 0.

10g% = loga — log b. log Va = %—log a. logsa = 1.



2 FORMULARIO car. 1

(3) F6mMuLa DO BINOMIO (sendo » um inteiro positivo)

(a+b)»=ar+nam1b + n(IL;l_)an—2b2 +

nn—1) m—2) ... (n—r+2)
[r—1 @

nn—1) (n—2)

E anr8ht + ..

+

s S

(4) NoMERros FATORIAIS. n!=|n=1.2.3.4... (n — 1)n.

Nas férmulas seguintes, da geometria elementar, » ou R indica
raio, a, altura, B, 4rea da base e s, geratriz.

(5) Circuro. Comprimento da circunferéncia = 27r. Area
= mr

(6) SETOR CIRCULAR. Area 3 r’a, onde a = 4ngulo céntrico
do setor medido em radianos.

(7) Prisma. Volume = Ba.

(8) PirAMibE. Volume = 3 Ba.

(9) CILINDRO CIRCULAR RETO. Volume = mr2a. Area late-
ral = 2wra. Area total = 2 7r (r + a).

(10) CoNE CIRCULAR RETO. Volume = 3 7ria. Area late-
ral = wrs. Area total = w7 (r + ).

(11) Esrera. Volume = %m“. Area da superficie = 4 mr2,

(12) TRONCO DE CONE CIRCULAR RETO. Volume =
= %—wa (R? + r* + Rr). Area lateral = ws (R + 7).

2. — Férmulas da trigonometria. Muitas das seguintes serao
usadas.

(1) Mepipa pE ANGULos. H4 duas unidades muito usadas.

Grau. E a medida de um 4ngulo que subtende um arco igual
a -3(15—0- da circunferéncia.

Radiano. E a medida de um 4ingulo que subtende um arco
cujo comprimento é igual ao do raio do arco. '



§ 2 FORMULAS DA TRIGONOMETRIA 3

A relagdo entre essas unidades é dada pela equagéo
180 graus = 7 radianos (m = 3,14159...),
que, resolvida, fornece

. 180
1 grau=i%=0,0174. .. radiano; 1 ra.d1ano=-ﬂ_— = 57,29... graus.

Da defini¢do acima resulta
arco subtendido

Numero de radianos num Gngulo = aio

Estas relagdes nos permitem mudar de uma unidade para outra.

(2) RELAGOES

1 1 1
ctgx = ; secx = ; cessec T = .
tgx cosSZ senz
te o sen x to o cos Z
= . c = .
g cosz’ g sen

sen?z + cos?z = 1; 1 + tg?x = sec?z; 1 + ctg?z = cossec?z.

(3) FO6RMULAS DE REDUGAO AO PRIMEIRO QUADRANTE.

Angulo Seno Cosseno | Tangente |Cotangente| Secante Cossecantel
—z —sen z cos T —tg z —aotg z sec T |—cossec Z
90°—z cos z sen z ctg z tg z cossec z | sec =z
H°+z cos z —sen z —ctg z —tg = |—cossecz | sec 1z
180°—=z sen z —cos z —tg =z —ctgxz |—sec x| cossecz
180°4+z | —senz —cos z tg z ctgz [—sec z [—cossecz
270°—z | —coszx —sen ctg tg z |—cossecz [—seec =z
270°+z | —cosz sen o —ctg z —tg = cossec T |—sec T
360°—z | —sencz cos z —tg =z —ctg z sec T |—cossec z

(4) FunNgOéeEs DE (z +y) e (z — )

sen (z 4+ y) = senz cos ¥ + cos Z sen y.
sen (x — y) = senZ ¢os ¥y — ¢OS T sen y.
cos (z + y) = cosz cos ¥y — sen « sen y.
cos (x — y) = cosz cosy + sen z sen .

tgx + tgy

tgz — tgy
tg@+y) = 1—tgz tgy 1+ tegz tge
t=1

; tglz—y) = T+ tzz tgy



4 FORMULARIO cap. I

(5) FuNgoEs DE 22 e 22

2tgx
sen 22 = 2sen x cos z; cos 2z = cos?z — sen?z; tg22x = =87 _
1-—-tg22

z [—coszx, z I4cosz, = _ l1—cosz
sen2—:l:‘/ B ,cos2—:1:‘/ D) ’tg2_iJl+cosx'

sen’z =% — 1 cos22; cos?z =% + 2% cos 2.

(6) TEOREMAS DE ADIGAO
senz + seny = 2seni (x + y) cos (z — v),
senz — seny = 2 cos 3 (z + y) sen i (z — ¥).

2¢08% (z + y) cost (z — y).

cos T -+ cosy

cosz — cosy = — 28en3 (z + y) send (z — y).

(7) RELACOES NUM TRIANGULO

a b ¢

Let dos senos = = .
sen A sen B sen C

Let dos cossenos a?="b4¢c?— 2bccos A .

Férmulas para drea: K =31bcsend.

1 a2sen Bsen C

sen (B + C)

K:

K=+/s(s—a) (s—b) (s—¢c), ondes=%(@+b+c).

3. Férmulas da geometria analitica plana. As mais im-

portantes sfo as seguintes.

(1) Distincia ENTRE DOIS PONTOS P (Z1,¥1) € P2 (Ts, ¥s):

d =/ (z1— 22) + (Y1 — p2)2.



§3

FORMULAS DA GEOMETRIA ANALfTICA PLANA 5

Yi— Y2

Coeficiente angular de Py P m = .
Ty — T3

Ponto médio z=3%(r1+ 1), y=3@ +y2).
(2) ANGULO DE DUAS RETAS

my; — My

tg0= 1+m1m2-

Para retas paralelas, m; = m,; para retas perpendiculares

(mim, = — 1)

(3) EQUAGOES DA RETA:

y—1y1=m(x — z1)

Normal. y =mz+b.

Y—Y _ Y2~ W
r— xz—-:cl'

Por dois ponlos.
Segmentdria. z + Y.
a b

(4) DistANCIA pA RETA Az + By + C =0 a P;(z1,y1)

— Ax1+By1+C
VA +Br

(5) RELAGOES ENTRE COORDENADAS RETANGULARES E POLARE

d

z=pcosf, y=psenh, p= Vz2+ y? 0=arctg—%.

(6) EQUAGA0 DA CIRCUNFEEENCIA

Centro (b, k). x—h2+ @y — k)P =r

(7) EQuUAgdEs DA PARABOLA

Vértice na origem. yt= 2pzx, foco(3p,0).
zt =2 py, foco (0,3 D).

Vértice (h, k). (y — k)*=2p (x — h), eixo y = k.
(z — h)?=2p(y — k), eixo z = h.
Eizo, eizo dos yy. y = Az? + C.



6 FORMULARIO cap. I

(8) EQUACOES DE OUTRAS CURVAS

Elipse com centro na origem e focos no eizo dos zx (a > b).

Hipérbole com centro na origem e focos no eixo dos zx.

2 2
Z_¥Y_

a2 bZ

Hipérbole equildtera com cendro na origem e com os eixos coordenados
por assinltotas.
zy = C.

Veja também o Capitulo XX VI.

4. Fé6rmulas da geometria analitica do espago. Serio
dadas algumas das mais importantes.

(1) DisTANciA DE P1 (Il‘, Y1, 21) A Pg (Ig, Yo, 22).

d= (1 — )" + (y1 — y2)® + (21 — 22)2.
(2) LINHA RETA

Cossenos diretores: cosa, cos 3, cos .
Pardmetros diretores: a, b, c.
Entéo

cosa _ cosf8  cosy

a b c

cos?a + cos? B + cos?y = 1.

cos e = a ,
+ Var+ b2+ ¢?
b
cos B = S
+ Vit + 0 +c?’
¢
cosy =

£ Ve + bt
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Se a reta passa por (i1, y1,21) € (T2, Y, 22)

cosa  cosfB  cosy

T2 — Ty Ya — s e — 2y

(3) Duas RETAS

Cossenos diretores: cosca, cosf3, cosy; cosa’, cosf’, cosvy'.

Paridmetros diretores: a, b, ¢; @/, V', ¢'.
Se 6 = dngulo das duas retas,
cos @ = cosa cosa’ + cos 8 cos 3 + cosy cosvy’,

aa’ + bb’ + e’

cosf = )
Vet + b 2 Va0
Retas. paralelas. i/ = L, = i/ .
a b ¢

Retas perpendiculares. aa’ + bb" + ¢’ = 0.

(4) EQUACOES DA RETA COM PARAMETROS DIRETORES, @, b, ¢,
PASSANDO POR (Z), ¥, 21)

T Y~ o 224

a b ¢

(6) Pranvo. Dado o plano Az + By + Cz+ D = 0, os coefi-
cientes A4, B, C, sdo os pardmetros diretores de uma reta perpendi-
cular ao plano.

Eguagio de um plano passando por (xy, y1, z1) e perpendicular o
rela de pardmetros diretores A, B, C.

A@@—z)+Bly—y) +C(—2)=0

(6) Dois pLaNOS
Equagtes:
Az +By+ Cz+4 D = 0,
A’z + By +C'z+ D' = 0.

ParAmetros diretores da reta intersecfo:

BC'" — CB', CA’ — AC', AB’ — BA".
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Se § = fingulo entre os planos, entéo

AA’ 4+ BB’ + CC’

car. I

cos B =

VA + B+ CPV/A+ B+

(7) CoorpENADAS CILINDRICAS*. A distdncia z de um ponto

P (z,y,2) ao plano XY e as coordenadas po-
lares (p, ) da sua projegdo (z,y, 0) sbbre o
plano XY sdo chamadas coordenadas cilin-
dricas de P. As coordenadas cilindricas de
P sio indicadas por (p, 6, 2).

Se as coordenadas retangulares de P’séo
z, y, z, tem-se, pelas defini¢des e pela figura

x=pcosf, y=psend, z=z;

pr==zx+4y2 0= are tg-g;—-

(8) CoorpDENADAS EsFERICAS*. O raio
vetor » de um ponto P, o Angulo ¢ entre OP
e o eixo OZ e o 4ngulo @ entre a projegdo de
OP sbbre o plano XY e o eixo OX sdo as cha-
madas coordenadas esféricas de P. ¢ dizse
colatitude e 0, longitude. Escreve-se (r, ¢, 0)
para indicar as coordenadas esféricas de P.

Se z, y, 2 sdo as coordenadas retangulares
de P, tem-se:

z=rsen¢ecosld, y= rsen7¢sen0, z=

T COs @;
Vit +
2z

arc tg

r? =g+ y? + 2% 0=arctg% ¢
5. — Alfabeto grego.

LeTrRAS NOMES Lerras NowMEs
A o Alfa I + Iota P
B B Beta K «x Kapa z
I' ' v Gama A N Lambda T
A 6 Delta M u Mu T
E ¢ Epsilon | N » Nu $
Z ¢ Zeta 5 I Cs X
H » Eta O o Omieron v
O 6 Teta II = Pi Q

I B N )
|

Letras NoMEs

R6
Sigma,
Tau
Upsilon
Fi

Qui

Psi
Omega

v

7 Para um estudo das coordenadas cilfndricas e esféricas, cobsultar Swith, Gale, Neelley;
"'New Analytic Geometry, Revised Edition” (Ginn and Company), pp. 320-322.



Cariroro 11

VARIAVEIS, FUNCOES E LIMITES

6. — Variaveis e constantes. Quando numa investigac¢do fi-
gura uma grandeza 3 qual se pode dar um nimero ilimitado de va-
lores, diz-se que a grandeza é uma varidvel. Se figura uma grandeza
com valor fixo, diz-se que ela é uma constante. Uma constante em

todos os problemas, como 2, 5, /7, etc., diz-se absoluta.

As varidveis sao indicadas usualmente pelas dltimas letras do
alfabeto, as constantes pelas primeiras.

Assim, na equagio da reta

LY _
a+b 1.

z e y sdo varidveis (coordenadas de um ponto mével sobre a reta),
enquanto a e b sio constantes e representam, respectivamente, os
segmentos determinados pela reta sobre os eixos dos zx e dos yy.
No caso, dizemos que a e b s&0 constantes arbifrdrias porque no es-
tudo da reta podemos fixar valores quaisquer para a e b.

O valor absoluto de uma constante a serd indicado por |al.

Assim, | —2| = 2 = |2|. O simbolo |a| 1&-se “valor absoluto de a”.

7. — Intervalo de uma variavel. Muitas vezes nos limitamos
apenas a uma parte do sistema de nimeros. Podemos, por exemplo,
fazer a varidvel tomar apenas os valores compreendidos entre a e
b, incluindo ou nio um ou ambos os nlimeros a ¢ 5. Empregaremos
o simbolo [a, b], sendo @ menor do que b, para representar todos os
nlimeros compreendidos entre a e b, eles inclusive, 2 menos que o
contrério seja estabelecido. O simbolo [a, b] 1é-se ‘‘intervalo de a
para b, ou simplesmente, ‘‘intervalo a b”.
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8. — Variacdo continua. Diz-se que uma varidvel x varia
continuamente num intervalo [a, b] quando z cresce do valor a para
o valor b de tal modo a tomar todos os valores compreendidos entre
a e b na ordem de suas grandezas, ou quando z decresce de z = b
para x = a tomando sucessivamente todos os valores intermediarios.
Isto pode ser ilustrado geometricamente pelo diagrama abaixo.

S6bre a reta em que se fixou uma origem O, marquemos 0s pon-
tos 4 e B correspondentes respectivamente aos nimeros a e b. Mar-
quemos também o ponto P cor- a > 5
respondente a um valor da va- o
ridvel z. Evidentemente o in- A ? 5
tervalor [a, b] é representado pelo segmento AB. Quando z varia
continuamente no intervalo [a, b], o ponto P descreve o segmento
AB se z cresce, ou o segmento BA se x decresce.

9. — Fungdes. Quando duas varidveis estdo relacionadas de
modo tal que o valor da primeira é conhecido quando se d4 o valor
da segunda diz-se que a primeira varidvel é uma fung¢do da segunda.

Praticamente em todos os problemas cientificos intervém gran-
dezas e relagoes desta espéeie e na nossa experiéneia didria conti-
nuamente encontramos situagdes ilustrando a dependéncia de uma
grandeza da de outra. Por exemplo o peso que um homem pode
levantar depende da sua forega, a distincia que um garoto percorre
depende do tempo gasto no percurso. A 4rea de um quadrado é
funcgdo do comprimento do lado, o volume de uma esfera é fungéo
do seu didmetro.

10. — Variéveis independentes e dependentes. A segunda
varidvel, 3 qual se podem atribuiv valores arbitrariamente escolhidos
dentre os limites impostos pela natureza particular do problema,
diz-se waridvel independentc ou argumentp. A primeira varidvel,
aquela cujo valor é determinedo quando se dd o valor da varidvel
independcente, diz-se varidvel dependente ou fungdo.

Fregiientemente, quando se consideram duas varidvels inter-
relacionacias, é-nos permitido fixar qual delas é a varidvel indepen-
dente; fetba a escolha, a troca de varidvel independente sem outras
precaugdes nio ¢ permitida. Por exemplo, a drea de um quadrado
é fungo do lado, ¢ reciprocamente, o lado é funcéo da 4rea.
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11. — Notagdo das fungbes. O sfmbolo f (x) é usado para
indicar uma funcgdo de z e lé-se ‘‘f de z”’. Para indicar diferentes
fungdes, muda-se a primeira letra como em F (2), ¢ (z), f' (2), ete.

No curso de um problema, um simbolo funcional indica a mesma
lei de dependéncia entre a fungdo e a varidvel. Nos casos mals sim-
ples esta lei toma a forma de uma série de operagdes analiticas sobre
a varidvel. Neste caso, o simbolo funcional indicar4 as mesmas
operagdes ou séries de operagbes aplicadas aos diferentes valores da
varidvel. Assim, se

J)=2*— 9z + 14,

F@=y*— 9%y + 14
Tem-se também

tem-se

FO+1)=0b+1D2—90b+1)+14=>02—7b+ 6.
) =02—9.0+ 14 = 14,
F(=1)=(—12—9(—1)+ 14 = 24,
F3)=3—-9 3+14=— 4

12. — Impossibilidade da divisdo por zero. O guociente de
dois nimeros @ e b é um nimero = tal que @ = bz. Desta definigo
resulta que a divisio por zero é impossivel, pois se b = 0, o pro-
duto de b por um numero qualquer é zero e portanto ndo existe z,
se a % 0 e 2 pode ser um nimero qualquer se a = 0. As operagdes

sgo, pois, impossiveis.
Deve-se ter cuidado nas divisdes. Dividir por zero inadverti-
damente conduz a absurdos, como o seguinte:

Suponhamos a=0b.
Entao ab = a?.
Subtraindo b2, ab — b = a® — b2.
Fatorando b(a—b)=(a+b) (¢ ~ D).
Dividindo por a — b, b=a+0b.
Mas, a="b;

logo b=2b.

ou seja 1=2.

0O ahanirda nraveta da diviedns nar A4 — h — N



10.

11.

VARIAVEIS, FUNGOES E LIMITES cap. 1T

PROBLEMAS

Sendo f(z) = 2% — 52% — 42 4+ 20, mostre que

=12, f(5) =0, f(0)=—25(8), f(7)=5f(-D.

Sendo f (z) = 4 — 22 + z*ache £(0), f (1), F(—1),1(2),
1 (—2).

Sendo F (f) = sen 28 + cos 8, ache F(0), F(3m), f(x).

Sendo f(z) = 2® — 522 — 4z + 20 mostre que
fg+ 1) =8—2¢—11¢t+ 12.
Sendo f(y) = y* — 2y + 6, mostre que
f+h=y"—2y+6+2@Fy—Dh+hr
Sendo f (z) = 2® 4 3z, mostre que
fl@+h)—Ff@) =32+ 1)h+ 3zh? 4 R
Sendo f(z) = é, mostre quef(?: + h)—f(z) =— M—Lxh
Sendo ¢ (2) = 4%, mostre que ¢ (z + 1) — b (2) = 3 ¢ (2).

Se ¢ (z) = a*, mostre que ¢ () . ¢ (2) = ¢ (y + 2).

Sendo ¢ (z) = Iogi :l- :, mostre que
Y ek
b W)+ ) = ¢(1+yz).

Sendo f (x) = sen z, mostre que

fl+2h) — f(z) = 2 cos(z + h)sen h.

Sucestio. Use (6), p 3.

13. — Grafico de uma funcgio. Consideremos a fungio z? e
ponhamos

ey

Esta relagdo d4 um valor de y para cada valor
de z, isto é, y é definida para todos os valores da va~
ridvel independente. O conjunto de todos os pon-
tos que satisfazem (1), uma pardbola (v. figura), é
chamado o grdfico da fungdo z®. Se x variar con-

y =z

tinuamente (§ 8) de £ = @ a z = b, y variari con- 0 X
tinuamente de y = a% a y = b2 e o ponto P (z, y) descrevers, com
movimento continuo a porgdo do grafico que vai do ponto (a, a?) a
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(b, b?). Dizemos, entdo que “a fungfio z? é continua no intervalo
[¢,b]”. Como @ e b podem tomar valores quaisquer, entdo ‘‘z% &
continua para todo o valor de z”.

1
Congideremos a fungédo Pl ponhamos

(@) y=—

‘ 0 X
Esta equagdo d4 um valor de y para cada ﬁ

valor de x, exceto £ = 0 (§ 12). Paraz =0 !
a fungdo ndo é definida. O grafico, o conjunto
de todos os pontos que satisfazem (2), é uma
hipérbole equildtera (v. figura). Se z crescer continuamente num
intervalo [a, b] que nio contenha z = 0, ¥ decrescerd contlnuamente

de l a L e o ponto P (z, y) descrevera a porgio do gréfico que vai

1 1
do ponto (a, ) ( 5 ) Entdo, “a fungio - é continua para
todo valor de z, exceto x = 0.

Estes exemplos ilustram o conceito de continuidade de uma
fun¢do. Uma defini¢do é dada no § 17.

14. — Limite de uma variavel. A idéia de uma varidvel
aproximando-se de um valor limite é dada em geometria elementar
quando se estabelece a féormula para a drea do circulo. Considera-se
a 4rea de um poligono regular de n lados inserito no circulo, e a seguir
faz-se n crescer indefinidamente. A 4rea varidvel tende entfo a um
limite e é&ste limite é definido como a 4rea do ecirculo. Neste caso
a varidvel v (a 4rea) cresce constantemente e a diferenca a — v onde
onde a é a drea do circulo, decresce tornando-se menor que um nu-
mero prefixado a partir de um certo valor de n, qualquer que seja O
nimero prefixado ainda que muito pequeno.

Definicdo. Diz-se que a varidvel v tende a uma constante [,
ou que o limite de » é I, se, dado um nimero positivo qualquer e,
ainda que muito pequeno, os valores sucessivos de » se aproximam
de ! de modo tal que a diferenga » — [ seja, em valor absoluto, menor
do que €. Escreve-se lim » = I. TUsa-se, também, por comodidade,
a notagdo » — [, que se 16 ‘“‘» tende a I” (alguns autores usam a no-
tacdo » = I).
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Exemplo ilustrativo, Sejam os seguintes os valores de v:

1 1
2+1,2+E, 2+I,...,2+27,...;

tem-se, dbviamente, limv = 2, ou v — 2.

Se marcarmos sobre uma reta, como no § 8, o ponto L, corres-
pondente ao limite I, e a seguir o segmento de centro L e compri-
mento 2 €, entdo os valores sucessivos tomados por » representam,
a partir de um certo momento, pontos do segmento.

15. — Limite de uma fung¢do. Nas aplicacdes, o que usual-
mente aparece é isto. Temos uma varidvel » e uma dada fungéo z
de v. A varidvel independente » toma valores tendendo a I e temos
que examinar os valores da varidvel dependente z, em particular,
determinar se z tende a um limite. Se existe uma constante a tal
que lim z = a, entdo se escreve

lim z = aq,
vl

que se 1& “limite de z, quando » tende a [, é igual a a”.

16. — Teoremas sobre limites. No céleulo do limite de uma
fungdo, podem-se aplicar os seguintes teoremas, cujas demonstragdes
serio dadas no § 20.

Suponhamos que %, v e w sdo fun¢des de uma varidvel z e que

lim v = A4, limy =B, limw=C.

z—a 3 z—a
Tem-se, entdo:
(1) lim(u4+»—w)=A4 + B — C.
r—a
(2) lim (www) = ABC.
z—a
@3) lim 2 = 4 se B nfo 6
zl_x: o= B,se nio é zero.

Em palavras: O limite de uma soma algébrica, de um produlo,
ou de um quociente ¢é igual, respectivamenie, & soma algébrica, pro-
duto ou quociente dos respectivos limiles, feita a ressalva, no Wtimo
caso, de ser ndo nulo o denominador.
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Se ¢ é uma constante e B ndo é zero, entdo, do que ficou dite
acima, resulta:

C

(49 lim(u+c¢)=A4+¢ limcu=cd, lim =l .
T—a r—a VU B

—a

Consideremos alguns exemplos:
1. Provar que lim (22 + 4 z) = 12.
z—2 -
soLugio. A dada funcdo & u soma de z* e 4z; primeiro achamos, entdo,
os limites destas fungdes. Por (2),

lim 22 =4, pois n2=1zz

2
Por (4), lim 4z = 4lim z = 8.
z—2 z—2

Logo; por (1), a resposta é 4 + 8 = 12.

. 22 —9 5
2. Prove que;:uzx -y
SorLugio. Considerando 0 numerador, lim (z2 — 9) = — 5, por (2) e (4).
z—2

Para o denominador, lim (z + 2) 4+ 4. Logo, por (3), obtém-se o resultado.
z—2

17. — Fungdes continuas e descontinuas. No Exemplo 1
do § precedénte, onde se mostrou que

lim (2% 4+ 4 z) = 12,
22

observamos que a resposta é o valor da fungdo para z = 2, isto €,
o limite da fungfo quando z tende a 2 é igual ao valor da fungéo
para z = 2. Diz-se que a funcgio é continua para z = 2. A defi-
nigdo geral é a seguinte.

Dermvigio. Uma funcdo f(x) diz-se continua para z = a se o
limite da fungdo quando z tende a a é igual ao valor da fungfio para
z =a. Em simbolos, se

lim § ) =  (a),

entdo f (r) é continua para z = a.

A funcio diz-se descontinua para r = a se esta condigdo ndo é
satisfeita

Pede-se a atengdo para o seguinte.
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A definigdo de fungéio continua num ponto a supde que a fungio
estd definida para ¢ = a. Se isto nfio se d4, é possivel, contudo,
em alguns casos, atribuir um valor 4 fun¢do no ponto a tal que ela
resulte continua nesse ponto. O teorema seguinte diz respeito a
isto.

TrorEMA. Se f(z) ndo é definida para x = a e se

lim§ (z) = B,

entdo f (z) serd continua para x = a se o valor B for atributdo a f (z)
pora T = a.
Assim, a fungéo
x?— 4
z— 2

nio é definida para * = 2 (pois ndo é possivel a divisio por zero)
Mas para todo outro valor de z,

2 —4
pa— =z 4 2;
ora, lim (z 4+ 2) = 4;
2
. xr—4
logo 11.,1112'1—2__4'

Embora a fungéo nio seja definida para =2, se lhe atribuirmos
o valor 4 para z = 2, ela tornar-se-4 contfnua para este valor.

Uma fungio f (z) diz-se continua num intervalo quando é continua
para todos os valores de = deste intervalo.*

Freqilentemente devemos calcular o limite de uma fung¢fo de
uma varidvel v quando v tende a um valor ¢ de um intervalo em que
a fungdo é continua. O limite é o valor da funcgfo para » = a.

18. — Infinito (). Se v é uma varidvel tal que, dado um
nimero qualquer, existe um valor de » maior que o nimero dado,
dizemos que v tende @ + . Se existe um valor de v menor que o

* Neste livro consideraremos apenas as fun¢des que sfio contfnuss em geral, isto é, continuas
para todos os valores de z, com a possfvel excecdo de certos valores isolados, ficando, pois, enten-
aido que 08 nossos resultados sfo vdlidoa em geral para og valores de z nos quais a fungio em
estudo ¢ contfnua.
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numero dado, dizemos que v tende @ — ©. Dizemos que v fende ao
infinito quando |»| tende a+ <. A nota¢do usada para os trés casos é

limp = 4+ @, limy= — o, limy= o,

Néstes casos, ¥ ndo tende a um limite como foi definido no § 14.
A notagdo limy = @, ou v > « lé-se “‘v tende ao infinito”. *

Tem-se, por exemplo

. 1
lim — = o,
z—0 X

ou seja — tende ao infinito quando z tende a zero.**
z

Do § 17 resulta que se

lim f(7) =,
z—0

entdo f(z) é descontinua para z = a.
Uma fungdo pode tender a um limite quando a varidvel inde-
pendente tende ao infinito. Por exemplo,

lim 1 = Q.
r—o I

Se a fungdo j (z) tende a um limite 4 quando x — «, usaremos
a notagdo do § 17 e escreveremos

lim f(z) = A.

Alguns limites especiais ocorrem freqiientemente. S&o os dados
abaixo. A constante ¢ ndo é zero.

Limites Formas abreviadas (de muito uso)
(1) il_r)% % = o, % = o,
(2) lim v = o, €. ® = @,
—®
3 lim 2 o
. —_—= _—= ™
(3) lm -~ . p .

* Semelhantemente, p — 4+ ® 1&-ge ‘'s tende & mais infinitc”, v — — o 18-36 *'» tende a menos
infinito™'.

Esta nomenclatura é cémoda; contudo, o leitor nfio deve esquecer que o in’inito n&o &, abso-
utamente, um nGmero.

** Disemos que lim f (z) = @, se dado um nlmero k qualquer, pode-se determinar um ng-

mero positivo & tal que lf (z)] > & para todo z-do intervalo (@ — 5, @ + §) (N.T.).
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(4) lim < = o. Z —o.
. —eo UV @
Estes limites especiais sdo tteis para achar o limite do quociente
de dois polindmios quando a varidvel tende ao infinito. O exemplo

geguinte ilustrara o método.

. . . 28 -32 44 2
Exemplo ilustrativo, Prove que zli)ni a2 _TF -7
SoLugio. Dividamos o numerador e denominador por 3, a mais alta

poténcia de z. Temos:

3 4
g 2P =37 +4 _limz—?"'?_
o Br—E T8 o 5 1
2 =7
2 z

O limite de cada termo do numerador ou denominador contendo z é zero, por

(4). Logo, por (1) e (3) do § 16, obtemos a resposta. Em todo caso seme-
lhante, o primeiro passo é, portanto, o seguinte.

Dividir o numerador e denominador pela mais alta poténcia da varibvel, quer
ela jigure no numerador ou no denominador.

Se u e » sdo fungdes de z, se
limu = 4, limy = 0,
z—a z—a

e se A nio é zero, entdo

lim L= w.
z—a UV
~ A A
Com a convengio o = ©» vése que (3), § 16, vale para todo

B quando A ndo é zero. Confronte também os § § 18 e 20.

Prove cada uma das igualdades abaixo.

1 lim =25 _ _ 2
: oo 3T+ 5a? 5
5
.. 5—2g  Z 2
DEMONSTRAGAO. lim = lim .
sye 3T+ 522 e 3 Ly
xz

[Dividindo o numerador e denominador por a2 -

O limite de cada termo do numerador ¢ denominador contendo z é zero,
por (4). Logo, por (1) e (3), § 16, obtemos a resposta. -
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. 4z +5
ol —— =9,
2 £ 2z + 3 2
. 4243142
3 111?3 B+2t—6
4 lim x2h + 3 zh? + R
" a0 2zh+ 5k
s lig ShET2zR 4k 1
" hbe 4—3zh— 2ok 2z T
. (2z4-3kP—4k2
1 = .
& 2% 222z k) L8
9. lim %" Ftoa@™ 4 i tan
2o ber® + bir" + - 4 ba
lo. lim 20 EOETE 0
"0 bprt bl A- -+ by
1. i ———ax4+bx2+c—0
C e 4+ e + Jz '
12. lim ax® + ba? + ¢ e
" opme dr*tex?+frtg
4 _ 44
13. lim sz a2 = 2a?
s—a ST — @
14. lim ‘(x-’—h)"'—-x" ne!
A—0 h
15, fim ZEE—6_ 5
) z—2 2 — 4 4 -
. AVit+h—z 1
16. hm = .
A—0 h 2V
DEMONSTRAGAO. A substitui¢dio b = 0 nio

19

1
7

_

T2

. 4y -3
D 3 0

628 — 522 +3

228 +4x— 7 3.

m
x>

18 &8

o

(n — inteiro positivo)

dé o limite, pois que conduz &

forma indeterminada % (§ 12). Deve-sge, pois, transformar a expressio de modo

conveniente, precisamente, racionalizar o numerador. como se fez abaixo.

\/x+ﬁ—\/§X\/a:+h+\/Z= z+h—z 1
b Vith+ve h(Vz+h+vz) Vzth+vVz
Logo lim Vath-Vz = lim ! =1
k=0 h 0 VEEh+VE 2z
17. Sendo f(z) = z?, mostre que
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18. Sendo f (z) = ax? + bx + ¢, mostre que

i LE+ R — 1)

A—0 h

= 2azx + b.

1
19. Sendo f(z) = o mostre que

limf(x"r‘h)—f(x) __1
E—0 h z?

20. Se j(z) = 2%, ache lim je+h—j@
A0 h

19. — Infinitésimo. Uma varidvel v que tende a zero diz-se
um ¢nfinitésimo, ou um infinitamente pequeno. Escreve-se (§ 14)

limy» =0 ou »—0,

e significa que os valores sucessivos de » se aproximam de zero de
modo tal que a partir de dado momento o valor absoluto de » tor-
na-se e permanece menor do que um numero qualquer prefixado
ainda que muito pequeno.

Se lim » = [, entdo lim (v — I) = 0, isto é, a diferenga entre a va-
ridvel e o seu limite é um infinitésimo. Reciprocamente, se a dife-
renga entre uma veridvel e uma constante é um infinitésimo, enldo a
varidvel tende & constanie.

20. — Teoremas relativos aos infinitésimos e limites. Nas
considerages a seguir, supde-se que todas as varidveis sejam fungdes
de uma mesma varidvel independente e que tendem aos respectivos
limites, quando esta varidvel tende a um valor fixo a. A constante
€ é um nimero positivo prefixado, tdo pequeno quanto se queira,
mas nao zero.

Demonstraremos primeiro quatro teoremas sobre infinitésimos.

I. Uma soma algébrica de n infinitésimos é um infinitésimo, sendo
n um nimero fizo.

Realmente, o valor absoluto da soma fica e permanece menor
do que € quando o valor gbsoluto de cada infinitésimo fica e per-

€
manece menor do que — .
n
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II. O produto de uma constante ¢ por um infinitésimo é um infi-
nitésimo.

Realmente, o valor absoluto do produto ficard e permaneceri
menor que €, quando o valor absoluto do infinitésimo fér menor
. |

que Ic]
III. O produto de n infinitésimos é um infinitésimo, sendo n um
nimero fizo. '
Realmente, o valor absoluto do produto ficard e permanecers

menor que €, quando o valor absoluto de cada infinitésimo for e per-
manecer menor que a raiz n-egésima de €.

IV. Selimv=1el é diferente de zero, entdo o quociente de um
infinitésimo ¢ por v & também wm infinitésimo.

De fato, podemos escolher um numero positivo ¢, menor que
7], tal que |v] se torne e permanega maior que ¢ e tal que [i| se
torne e permaneg¢a menor que ce. Entfo o valor absoluto do quo-
ciente se tornard e permanecers menor que €.

DEMONSTRAGGES DOS TEOREMAS DO § 16. Seja
(1) u—A=40v—B=j,w—-C=k.

Entdo 7, j, k sdo fungdes de z e cada uma delas tende a zero quando
z — a, isto é, elas sfo infinitésimos (§ 19). Das equagbes (1) obtemos

(2) utov—w—AU+B-C)=i+j—k

O segundo membro é um infinitésimo pelo teorema I acima; logo,
pelo § 19,

(8) lim(u+v—-w)y=A44+B—C.
r—a
De (1) deduzimos u = 4 + 4, v»=B + 5. Multiplicando e mudando
AB de membro, obtemos :
(4) uy — AB = Aj + Bi + 4.

Pelos teoremas I-III acima, o segundo membro é um infinitésimo;
logo

(5) lim wp = 4AB.

z—a
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A demonstragio se estende facilmente ao produto uvw.
Finalmente, podemos escrever

(6) ﬁ_.‘i__A_"'i_i_M
v B B+j B BB+j

O numerador Bi — Aj é um infinitésimo, pelos teoremas I e II.
Por (3) e (4), lim B (B 4 j) = B? logo, pelo teorema IV, o segund-
membro de (6) é um infinitésimo, e portanto

) lim % = 4

z—a U E

Conseqiientemente as afirmagdes do § 16 estdo demonstradas.
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DERIVAGCAO

21. — Introduc3o. Vamos agora investigar o modo como uma
funcdo muda de valor quando a varidvel independente varia. O
problema fundamental do Célculo Diferencial é estabelecer uma me-
dida para a variagio da fun¢fo com precisio matemAtica. Foi
investigando problemas desta natureza, lidando com grandezas que
variam com continuidade, que Newton* foi conduzido & descoberta
dos principios fundamentais do Céleulo, o mais cientffico e poderoso
instrumento do técnico moderno. 4

22. — Acréscimos. Acréscimo de uma varidvel que muda de
um valor numérico para outro é a diferenga entre este segundo valor
e o primeiro. Um acréscimo de = é indicado pelo simbolo Az, que
se 18 ‘‘delta 2. Observe o leitor que o simbolo Az nfo representa
um produto e portanto nfo é ‘‘delta vezes z’’.

Um acréscimo pode, evidentemente, ser positivo ou negativo**;
é positivo se a varidvel cresce, negativo se decresce. Semelhante-

mente,
Ay  indica um acréscimo de ,

A¢ indica um acréscimo de ¢,
Af (2) indica um acréscimo de j (z), etec.

Se em y = f(z) a vari4dvel independente £ toma um acréscimo
Az, entdo Ay indicard o correspondente acréscimo da funcdo f (z)
(ou da varidvel dependente y).

O acréscimo Ay é, pois, a diferencga entre o valor que a fungdo
toma em z + Az e o valor da fun¢fo em z. Por exemplo, consi-

* Isaac Newton (1642-1727) naaceu na Inglaterra. Foi um homem de extraordindrio talento.
Desenvolveu a cidncia do cdleulo sob o nome de Fluxions. Embora tenha descoberto e feito uso
da nova ciéncia por volta de 1670, seu primeiro trabalbo sobre o assunto foi publicado em 1687,
com o tftulo de ‘'Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”. Este foi o principal trabalho
de Newton. Daéle disse Laplace: “‘serd sempre umsa obra proeminente entre todas as que produ-
21r o engenho humano”. V. frontespfeio.

** Alguns autores chamam um acréacimo negativo de um decréscimo.

23
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deremos a funcio
Yy = a2,
Tomemos z = 10 para valor inicial de z, portanto y = 100 para
valor inicial de y. '

Supondo que z cres¢a para & 12, isto é, Ax = 2,

entio y cresce para y = 144, e Ay = 44.
Supondo que z decresga para z = 9, isto é, Az = — 1,
entgo y decresce para y = 81, e Ay = — 19.

Néste exemplo, y cresce quando = cresce e y decresce quando z
decresce. Os correspondentes valores de Ax e Ay tem o mesmo
sinal. Pode acontecer também que y decres¢a quando x cresce,
ou o contrdrio; em ambos os casos Az e Ay terdo sinais contririos.

23. — Comparacdo de acréscimos. Consideremos a fungio
(1) y =z

Tomemos um valor inicial para z e demos a este valor um acrés-
cimo Axz. Entdo y receberdi um acréscimo correspondente Ay, e
temos

v+ Ay = (z + Ax)?,
ou y+ Ay =224+ 2x . Az + (Ax).
Subtraindo (1), y = z?

(2) Ay = 2z . Az + (Ax)2

obtemos o acréscimo Ay em termos de z e Az.

Para achar a razio entre os acréscimos, dividamos ambos os
membros de (2) por Az; temos

Ay
A—x—2x+A:I‘,

Se o valor inicial de = é 4, é evidente (§ 16) que

. Ay
lim E— 8.

Observemos o comportamento da razdo entre os acréscimos de
z e y quando o acréscimo de = decresce.
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Valor ini- | Novo va- | Acréscimo | Valor ini- | Novo va- | Acréscimo A_i’/

cial de £ | lor de = Az cialde y | lor de y Ay Az
4 5,0 1,0 16 25, 9, 9,
4 4,8 0,8 16 23,04 7,04 8,8
4 4,6 0,6 16 21,16 5,16 8,6
4 4,4 0,4 16 19,36 3,36 8,4
4 4,2 0,2 16 17,64 1,64 8,2
4 4,1 0,1 16 16,81 0,81 8,1
4 4,01 0,01 16 16,0801 0,0801 8,01

Vé-se logo que Ay decresce quando Az decrésce e que a razdo

A .
A—i/ toma os valores sucessivos 9; 8,8; 8,6; 8,4; 8,2; 8,1; 8,01, mos-

A . .
trando que K—z se aproxima de & tanto quanto se queira quando
se toma Ax suficientemente pequeno. Logo

lim 2Y _

Ax_g'

24. — Derivada de uma funcio de uma varidvel. A defi-
ni¢ido de derivada, fundamental no Célculo Diferencial, é a seguinte.

Derivada de uma fungdo é o limite da razdo do acréscimo da funcio
para o acréscimo da varidvel tndependente, quando este ultimo lende
a zero.

Quando existe o limite mencionado, diz-se que a fungdo é deri-
vdvel ou que possui uma derivada.

Derivada de uma fungio

(1) y=Jf(=z)
é, pois, o seguinte.

Supondo que = tenha um valor fixo, dé-se a z um acréscimo Az;
entdo a fungdo y recebe um acréscimo Ay, e se tem

(2) y + Ay = f (z + Az),
ou seja, tendo (1) presente,

" Ay =f(z+ A2) — j(2).
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Dividindo ambos os membros pelo acréscimo da varidvel, Az,
tem-se
@ Ay _ j@+ A7)~ @)
Az Ax !

que é a razio entre os acréscimos Ay e Az. O limite desta razdo
quando Az — 0 ¢, por definicfio, a deriveda de f (z), ou, por (1), de

¥, ¢ se indica pelo simbolo g—z- Portanto

Az—0 Ax

(4)

define a derivada de y (ou f(z)) em relagdo a z.
De (4) obtemos também -

dy .. Ay
dz _Al,l,r_lioAx

Semelhantemente, se v é uma fung¢do de ¢, entdo
Au . <
—- = lim —— = derivada de u em relag¢io a &

O processo para se achar a derivada de uma fungdo chama-se
derivagdo ou diferenciagdo.

25. — Simbolos para as derivadas. Como Ay e Az sfio ni-
meros, a razao
Ay
Az

é o quociente de Ay por Az. O stmbolo
dy
dx )

. A
contudo, ndo representa um quociente; ele é o valor do limite de Ey

quando Az tende a zero. Em muitos casos o simbolo se comporta
como se fosse um quociente e a razfo disto serd vista mais tarde;

d .
tenha-se presente, porém, que, por ora, Ey nio é um quoclente e

deve ser tomado como um todo.
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Como a derivada de uma fungfo de = é também uma funcio
de z, o simbolo f' (z) é também usado para indicar a derivada de
J(x). Logo, se

y= j(z))

podemos escrever

X -1 @,

que se 18 ‘‘derivada de y em relagio a z igual a f linha de z”’. O
simbolo
d

dzr

considerado como um todo, chama-se operador de deriva¢io e indica
que uma fungfio escrita & sua direita deve ser derivada em relagdo
a z. Assim,

d . .. .
ou -y indica a derivada de y em relagdo a z;

f (z) indica a derivada de j(z) em rela¢io a z;

(2 22 4 5) indica a derivada de 222 + 5 em relagio a z.

e Be B8

. d
¥’ é uma forma abreviada para —d—Z- .

O simbolo D é usado por alguns autores ao invés de % Por-

tanto, se
y=f(2).

podemos escrever

=L y=Liw=Diw=7®.

<
il
§le

Deve-se observar que quando se faz Az tender a zero, é Az,
e nio z, a varidvel. O valor de z foi fixado de infcio. Para por
em destaque o valor de z fixado de infcio — digamos z = z,, es-
creve-se
j @+ Ax) — (@)
Az

J' (z) = lim
Az—30
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26. — Fungdes derivaveis. Da teoria dos limites resulta que se
a derivada de uma fungio cxiste e é finita para um certo valor da
varidvel independente, entdo a fung¢fo € continua para esse valor
da varidvel. A reciproca, contudo, ndo é sempre verdadeira, pois
existem fungdes que sdo continuas para um certo valor da varidvel
e no entanto nfo sio derivdveis para esse valor. Tais fungdes, con-
tudo, nfo aparecem muito na matemé4tica aplicada e neste livro
serdo consideradas somente as fung¢bes que possuem derivadas para
todos os valores da varidvel independente salvo, eventualmente, valores
isolados da varidvel.

27. — Regra geral de derivacdo. Da definicdo de derivada,
vé-se que o processo para a derivagdo de uma fungio y = f (z) con-
siste em tomar os seguintes quatro passos distintos.

REGRA GERAL DE DERIVACAO*

PriMEIRO Passo. Substitui-se z por x + Az e calcula-se o novo
valor da fungdo, y + Ay.

SEGuNDO Passo. Subtraz-se o dado valor da fungio do novo valor,
achando-se, assim, Ay (o acréscimo da fungdo).

TERCEIRO Passo. Divide-se Ay (acréscimo da fungdo) por Az
(acréscimo da varidvel independente).

QuarTo Passo. Acha-se o limile do quociente quando Ax (acrés-
cimo da varidvel independente) tende a zero. Esie limite é a derivada.

O leitor familiarizar-se-4 com esta regra aplicando-a a um grande
nimero de exemplos. Vamos aplici-la agora a trés, com todos os
detalhes.

Observe-se que os teoremas do § 16 sdo usados no Quarto Passo,
tendo-se fixado o valor de =z.

Exemglo ilustrativo 1. Derivar 3 22 + 5.

SoLugio. Aplicando os sucessivos passos da Regra Geral, obtemos, depois
de pér
y=38z2+45, .

Primeiro passo. y+Ay =3 +An%+5
=322 46z.Az+3. (A2 + 5

* Também chamada a regra dos quatro passos.
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Segundo passo. y + Ay =322 + 6z - Az + 3(Az) + 5

y =32 +5
Ay = 6z Az + 3(Az)?
Terceiro passo. Ay _ )
Az = 6z+3- Az

Quarto passo. Fagamos, no segundo membro, Az—0. Vem, por (4),

dy _
&z = 6 z. Resp.

Portanto y’=£(3x2+5)=61‘.

Exemplo ilustrativo 2. Derivar 22 — 2z + 7.

Sorugio. Ponhamos y = 23 — 224 7.

Primeiro passo. y + Ay = (z + Az)3 — 2(z + Az) + 7
=13 + 3 22. Az+3z-(Ax)2+(Az)3—2 2—2-Az+T.

Segundo passo. y + Ay = 3 + 3 22+ Az+3 z-(Az)*+(Az)3—2 2—2. Az+7
Y = z3 —2z +7
: Ay = 3 22-Az+3 z(Az)?+(Az)3 —2.Az

Terceiro passo. ﬁ—z =32 +3z-Az + (A)? — 2.

Quarto passo. Fagamos, no segundo membro, Az — 0. Vem, por (4),
dy

E=3:52—2.Re3p.

Portanto y’=d—dx—(r7—2z+7)=3:c2—2.

. . . c
Exemplo ilustrativo 3, Derivar —- -

2
Sorugio. Ponhamos y = % .
Primeiro passo. y + Ay = (1=++Z)2 .
Segundo passo. y -+ Ay = (z—-l—CAT)Q .
c
Y = =
Ay = ¢ ¢ _ —c-AH2z+ Az)

T+ A2 2T 2z + Az)?
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DERIVAGAO
Teroeirapasso.A_y____c- 2z +Az
Az 22 (z + Ax)?
Quarto passo. Fagamos no segundo membro, Az—0. Vem, por (4).
dy 2z _2¢ o4 (Yo _2c).
dz 22 (2)? g B (y Tz (zz) - :v3)
PROBLEMAS

Use a Regra Geral para derivar as fungdes abaixo.

cap. ITI

Resp. Resp.
, _ 1 ay 2
1. y=2—-3z. y'=-—3. 12.y—1_2x. . ‘_(1—2."0)2
2. y=mz+b. Yy =m.
3. y=ax? ‘=2 ax 13 S dp _ 2 __
o y=azs y=sar "PTEF2 W 6+ 2
4.8=21—1t% §'=2—2¢.
5 _CIS '—36’52 14. 8 At+B d_S__ L_‘BC'.
c Y=o y =aee " T C0+D @ (Ci+ Dy
6. y=3zx—ad. y'=3—-3zi
) ) ) ©4+1 dy 1
7. u=40v24-2¢3. u'=8v+62% 15 y = > ar 2z — —
8. y=xt y'=4z8
o 2 dp_ 2 1 dy_ 2z
"PTAF T W T Tt VT e dr . (@ tad
1o, = 3 dy 6z 17, y = == dy _ 11—z
YT rrY & T @ YT dr . @t
- _t+4 _dﬁ__i 18 x? dy 8=z .
"8E dt 2 VT4 dn T (d—2
19 y=3xz2—4zx— 5. 26. s = (a + bt)’
20. s = at’+bi+c. x
27. Y= ——— -
3L w= 200 — 30, Y= 2
22, y = ar® -+ bx* + cx + d. a + b
5 28 ¥y =—"73 '
23. p = (a — b2 z
24, y=(2—2)(1— 22). z?
29. y=———
25. y=(Az + B) (Cx + D), e+ br
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28. — Interpretacio geométrica da derivada. Nas aplica-
¢des do Céleulo Diferencial & Geometria é fundamental o teorema que
damos abaixo. Para estabelecé-lo, é mis-

. .. BsS
ter, primeiro, recordar a definigdo de reta y yan
tangente a uma curva num ponto P da A 2y 1;
curva. Por P e por um outro ponto Q p 71
da curva (V. figura) tracemos uma reta ;8T R
PQ. Fazendo Q tender a P, movendose 7@ M N X

sobre a curva, a reta PQ girard em torno
de P e a sua posi¢do limite é a tangente em P.

Seja
(1) y=J()
a equagdo da curva AB. (V. figura).

Derivemos (1) pela Regra Geral e interpretemos cada passo geome-
tricamente pela figura. HEscolhamos um ponto P (z, y) sobre a curva
e um segundo ponto Q(z + Az, y + Ay) préximo a P, também
sobre a curva.

PriMEIRO Passo. y+ Ay = f(z + Ax) = NQ
SeGuNDpO Passo. y+ Ay = f(z + Az) = NQ
y = f(x) = MP = NR

Ay=f(x+ Az) — () = RQ

Ay _fe+dy)—j@)_ RQ _RQ

TerRCEIRO PAsso. e A =N " PR

tg 4ng. RPQ = tg ¢

coeficiente angular da reta PQ.

Vemos, pois, que a razdo entre os acréscimos Ay e Az é igual ao coe-
ficiente angular da reta que passa por P (z,y) e Q (z + Az, y + Ay),
situados sobre o grifico de f(z).

Examinemos o significado geométrico do Quarto Passo. O
valor de z estd fixado, logo P é um ponto fixo sobre a curva. Quando
Az varia tendendo a zero, 0 ponto @ também varia. Varia sobre
a curva e tende a P. Conseqiientemente, a reta PQ varia, rodando
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em térno de P e aproximando-se cada vez mais da tangente & curva
‘no ponto P, com a qual, por fim, coincide. Na figura,

¢ = inclinagdo da reta PQ

7 = inclinago da reta tangente PT;

logo, lim ¢ = 7. Supondo que tg¢ seja uma fungdo continua
Axz—0
(v. § 70), temos polis,

QuarTo Passo. W _ ffi@)=1lm tg¢ = tg T,
dx Az 0

= coeficiente angular da reta tangente em P.
Obtivemos, assim, o importante
TeoreEMaA. O valor da derivada na abscissa de um ponto de uma
curva é igual ao coeficiente angular da tangenle & curva nesse ponto.
Foi este problema da tangente que conduziu Leibnitz* & desco-
berta do Céleulo Diferencial.

Exemplo ilustrativo. Achar os coeficientes angulares das tangentes & paré-
bola y = 2% no vértice e no ponto onde z = % .

Sorugio. Derivando pela Regra Geral (§ 27), obtemos

o %

(z, ¥) qualquer.

= 2 z = coeficiente angular da tangente & curva num ponto

Para achar o coeficiente angular da tangente no vértice,
faz-se z =0, o que d4
dy

dx =0

Conseqiientemente, a tangente no vértice tem o coefi-
ciente angular igual a zero, isto é, é paralela ao eixo dos zz
e, néste caso, coincide com ele.

Para achar o coeficiente angular da tangente no ponto

P, onde z =3, substituamos em (2), z pelo valor 3 ; vird

Q. _
dz

isto é, a tangente no ponto P faz um Angulo de 45° com o eixo dos zz.

* Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716) nasceu em Leipzig. Contribuiu notdvelmente
para o desggvolvimento de diversos ramos do saber. Suas descobertas no Célculo foram publica-
das pela reviste Acta Eruditorum, de Leipzig, em 1684. Sabe-se, contudo, que na época j4 existiam
manuscritos sobre os *'Fluxions’ de Newton e alguns acham que deles Leibnitz tirara as novas
idéias. Considera-se atunlmente, 80 que parece, que Newton e Leibnitz inventaram o Csleulo
independentemente um do outro,



§ 28 INTERPRETAGAO GEOMETRICA DA DERIVADA 33

PROBLEMAS

Achar por derivagdo o coeficiente angular e a inclinagdo da tan-
gente a cada uma das curvas abaixo, no ponto indicado. Verificar
o resultado tracando a curva e a tangente.

1. y=22—2, onde z = 1. Resp.: 2; 63°26’.
1

2. y=2x——§x'3, onde z = 3.

3. y=x_l,ondex=2.

4. y=3+4+3x — 2% onde z = — 1.

5, y=2x— 322 onde z = 1.

6. Ache o ponto sobre a curva y = 5z — z? onde a inclinagéo

da tangente é 45°. Resp.: (2, 6).
7. Ache os pontos sobre a curva y = x® 4+ z.onde a tangente
é paralela A reta y = 4x. Resp.: (1,2), (—1, —2).

Em cada um dos trés problemas seguintes achar (a) os pontos
de intersegiio do dado par de curvas; (b) o coeficiente angular e a
inclina¢do da tangente a cada curva; (c) o dngulo entre as tangentes
em cada ponto de interse¢io (v. (2), p. 3).

8. y=1—2% Resp.: Angulo de intersegdo
y=z*— 1 =arctg%=53°8’.

9. y =1z 10. y=z— 3z,
r—y+2=0. 2z+y =0.

11. Ache o 4ngulo de intersegfio entre as curvas 9y = 2° e
y = 6 + 8z — z* no ponto (3, 3). Resp.: 21°27.
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REGRAS DE DERIVACAO

29. — Importaincia da regra geral. A Regra Geral de deri-
vacdo, dada no dltimo capitulo (§ 27), é fundamental. E muito im-
portante que o leitor esteja bem familiarizado com ela. Contudo, a
sua aplicagdo é em geral, monétona ou dificil; daf, o fato de se deduzir
regras particulares de derivagdo, apliciveis a dados tipos de fungdes,
de uso freqiiente no Cilculo.

E conveniente exprimir estas regras particulares por meio de
forraulas, o que faremos, dando a seguir uma primeira lista delas.
O leitor deve ndo somente decorar cada uma das férmulas, como
também ser capaz de estabelecer a correspondente regra em palavras.

ForMULAS DE DERIVACAO*

N
II %=1.

111 —(u+v—w) Z %‘f-
v di (c”)—c%

v —d—(uy)—u +v@--

N e

* Nestas férmulas, ¥, » e w sfo funcdes deriviveis de z.



@
Vil a —d—(ﬁ)=d—x .

dxr \c ¢
dy dy dv
== — de v.
VIII 72 d | dz sendo y uma fungédo de v
ay _ 1 5
X = s’ sendo y uma funcgdo de z.
dy

30. Derivacio de uma constante. Uma funcio que toma
0 mesmo valor para cada valor da varidvel independente é constante

e podemos indicd-la por
y=¢

A fun¢do nio muda de valor quando se d4 a z um acréscimo
Az, isto é, Ay = 0, qualquer que seja Az; logo,

Ay
A=
ou seja
. Ay dy
lim A = da =0
dc
1 .E—O.

A derivada de wma constante é zero.

O resultado era f4cil de imaginar, pois a equagdo y = ¢ repre-
senta, uma reta paralela a OX e, portanto, de coeficiente angular
igual a zero. Ora, o coeficiente angular é o valor da derivada
(§ 28); logo, esta € nula.

31. — Deriva¢do de uma variavel em relagdo a si propria.

Seja y =z
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Seguindo a Regra Geral (§ 27), temos

PriMERO Passo. y+ Ay =z + Az,

SEGUNDO Passo. Ay = Ax.
TERCEIRO PAsso. 2—;/ = 1.
QuarTto Passo. % =1
11 S % =1

A derivada de uma varidvel em relagdo a s1 prépria é um,
Este resultado podia ser previsto ficilmente, pois o coeficiente
angular da reta y = z é um.

32. — Derivagdo de uma soma.
Seja y=u-+v—w
Pecla Regra Geral,

PrIMEIRO Passo. y+ Ay =u+ Au+ v+ Mo — w — Aw.

SeEGuNDO Passo. Ay = Au + Ay — Aw.
Ay  Au Ay  Aw
TERCEIRO Passo. o rr T A s
Ora (§ 24),
Au _ du . Ao dy . Aw  dw .

ggoﬁzdx’ a0 AT dT ’ ppoo A ds

Logo, i).or (1), § 16.

dy _du D dw
QUARTO PaAsso. g T d @

- R O
111 Lot — ) =t o

A demonstragdo para a soma algébrica de um ndmero finito
qualquer de fungdes é andloga.

A dertwada da soma algébrica de n fungbes é igual & soma algé-
brica das derivadas das parcelas, sendo n um interro posilivo fizo.
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33. —-Derlvada do produto de uma constante por uma
funcio.

Seja Yy = cv.
Pela Regra Geral,
Priueiro Passo. v+ Ay = c (@ + Av) = cv + cAw.

SEcuNDO Passo. Ay = cAv.
TERGEI-RO Passo. 2—1 =c %—;) .
Logo, por (4), § 16,

QuarTo Passo. % = %

v L (@)=t

A derwada do produto de uma constante por uma fungdo é igual
ao produlo da constante pela derivada da fungdo.

34, — Derivagﬁo do produto de duas fungdes.
Seja = ur.

Pela Regra Geral,

PriMEIRO PASso. y+ Ay = (u 4+ Au) (v + Av).
Feita a multiplicacdo, tem-se

¥+ Ay = uv + ulhv + vAu + Audo.

SEGUNDO PAsso. Ay = uly + vAu 4 Aulz.
Ay Av Av
TrrRCERO Passo. e = Y ag + v + Au .

Aplicando (2) e (4), § 16, notando que lim Au = 0, e que, por-

. A
tanto, o limite do produto Au K_xv é zero, vem

dy dv
QuarTo Passo. e u o +vdx .
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d dv du
Y E—(uv)-ua—l-bd—r

A derivada do produtp de duas fun¢bes é igual & primeira juncio
vézes a derivada da segunda, mais a segunda fungio vczes o derivada
da primesira.

35. — Derivada do produto de n func¢des, sendo n um in-
teiro positivo fixo. Dividindo-se ambos os membros de V por
uy, tem-se

A, @
e " _ v dr
uy u ?

Por isto, para um produto de n fungdes

Y =002 ... U,
pode-se por
d dv, d
7 (viva ... vy o o (vavy ... 0
=—+
MVz...0Vn Vi Va3 ... Uy
dy dve
_dr | dx d \s b "
- T
Vy Vs Uz Uy Un
d_vl dvg % dl n
SN SR AR
vy Vs U3 Un
Multiplicando ambos os membros por v, ¢s ... ¢,, obtemos
d dv dv,
e (wive ... vn) = (vav; ... vn)zx—l—}— G Z"‘)E_i_ A

d
+ (vywa ... Vnsy) Q;—) .
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A derwada do produto de n fungdes, sendo n fixo, é igual a soma
dos n produtos que podem ser formados mulliplicando a derivada de
cada jungdo por lodas as oulras fungGes.

36. — Derivacio de uma funcio com expoente constante.
A Regra da Poténcia. Se os n fatores nc resultado acima sio
todos iguais a », obtemos

d dy
=" @
L =
44 v
d dv
. — () — -1 — .
V1 U ) = 7x
Se v = z, tem-se:
d
—_— ny — n-—1
Via . (z™) = nan !,

Até agora, VI foi demonstrada somente para o caso de ser n
um inteiro positivo. No § 65, contudo, mostraremos que a fér-
mula é também vilida para n qualquer. Este resultado serd usado
agora.

A derivada de uma jung@o com expoente constanle é igual ao ex-
poente vezes a fungdo com o expoente diminutdo de um, vezes a derivada
da fungdo.

Esta é a chamada Regra da Poténcia.

37. — Derivacdo de um quociente.

Seja y = (v #0)

Pela Regra Geral,

u + Au

Priveiro Passo. Ay = —"".
RO Pass y + Ay > 1 By
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Ssovno Passo. Ay o AU u v du—u Ay
. y_v+Av FE v(v+Av)

B A
TERCEIRO PASSO. Ay Az Az

Az v (v + Av)

Aplicando (1)-(4), § 16,

L d
dy dr dx
QUARTO Passo. w e
du _ do
VII ,i(i)_vda: dx _
“dz \v /] v?

A derwada de uma frag¢do é igual ao denominador vezes o dertvada
do numerador, menos o numerador vezes a deriwada do denominador,
tudo dividido pelo quadrado do denominador.

Quando o denominador é constante, » = ¢, a VII fornece

Vila i(ﬁ):iii

Podemos também obter VII a de IV, como segue:

du
i(ﬁ)_i_u_ﬁ.
dx ¢c) cdv ¢

A deriada do quociente de uma fungdo por una constante é tgual
d derwada da fungio dividida pela constante.

IS
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PROBLEMAS*

Derive as seguintes fungoes.

1. y=2%
- d d s
SovLugio. % =iz (z3) = 3 z°. Resp. por VI a
[n=3]

2. y = az*— bz

- dy _d e _ 4 _ 4
SorLugio. iz = i (azt — b2?) = (az?) 3 (bz?) por III
d d , .
=aE(z4)—b’-i;(r) por IV
=4qa28 — 2bx.
Resp. por VI a
4
3. y=2%45..
. dy _ d -; d
SorLugio. = az (z )+da: (6)) por III
1
=%:c3. Resp. por Viael
3’ 7x —
4 y=——=— ——=+8 V.
z? vz
so. W _ 4 B d -5 d g
Sovugio. iz = dz Bz )_da; 7z )+d;z: 8z7) por III
8 L, 4 -4
—3—5?3;5 +3‘z 3 +%‘z 7 Resp. por IV e VI @
5 y = (z* — 3)%
- dy 2 d .
SOLUGXO. == =5 (z? — 34— (&2 — 3) por VI
dz dz

[v=22—-3, e n=25]
= 5(z2 — 3 - 22 = 10 #{a® — 3)- Resp.

Podiamos ter desenvolvido a fungfio com a férmula do binémio
((3), p. 1), e depois aplicado III, etc., mas o processo acima € pre-
ferfvel.

6. y = \/az—xz.

- d_y_ i 9 2Ng — _l_ 9 _*i 2 _ o :
Sorucio. iz = iz (@> — ) = 5 (a* — ) Iz (a* — 77) por YI

* Quando aprendendo a derivar, o eatudan‘te deve fazer exercfcios orais de derivag#o de fung¢des
simples.
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[p=a—2 e n=23]

=l - (-2 = ——Z— . Resp.
a — 22
7. y=@Bz2+2) V1 + 5z
_ dy d o d
Sorugio. == =B +2)~ A +52) + (1 +52D— (@322 +2) porV
dz dzx dz

m=3224+2ev=(+522]
=@BZ2+2%a+ 5&—*(% A+5 2)+(1+522 6z por VI, etc.

=B2+2Q0+5DV5z+6201 +5z)

_5z832+2) 4513 +16 z

t6xviToa- B2Fr B
V1452 V1452
8 a2+x2
N y= -
\/az_xz_
o d 9 o 9 9 d o
d (a'—f)*ﬂ(a +r)—(a‘+r)E(a“—r2)*
SoLugio. ﬁ = P por VII

_ 2z(a® — 22) + z (@ + ) )
3
@ — )t

[Multiplicando o numerador e denominador por (a* — z°)}]

_3d% -
B 3
(@ — @)?

- Resp.

Prove que:
9. i(3.10“ —2z24-8) =122 — 4z
dx '
10. i(4—1—3:15— 22%) =3 — 622
dz

11, dit(atf’ — 5b%) = Sal* — 15 b

12 i(i_i)— — b
. dz 2 7 =2 27,
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17. — (23 — a3) = 2z

18. ——
z

19.

a+bt+ct2.
V't

21, y= \/ax+

20, s =

\/ax
22, r=/1—290.

25, f(t) = (2 — 32

24, F (z) = V4 -9z.

1
.\/az_x-z

26. 7 (6) = (2 — 56)% .

b 2

2,.y=(a_7).
o
z?

28.y=( +

25, y =

29, y=a:'\/a—|—ba:.

30. s =tVa*+ ti

43
2 6
P
1 -1
3 — 2t 3
g -1 _5
—5;1; 4 — 3 4
_ a
_c—x—2-
d 1
dy _ 1, 1
dr  44/x x4z
ds _ a_, b 3eVi
a2tV 2/ 2
dy _ _ o _ 9
dz  2+/az 22 Vax
g __ 1
df vV1-20
) = — 181(2 — 3¢2)2
3

F'(z) = — 5

(4 — 92)7
dy _ T
B @

3

76 =-

(2 — 50)%
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- _a-—x
ay a+x.
a* 4 z?
32.y=m.
A\/a2+x2
33, y=—"—"—"7-.
T
34. y =
Vi — z?
35. r=024/3— 49.
1 —cx
36. =J
. y 1+ ez
a2+x2
37. Y = N
812+ 3¢
38. =
s Jz—m
39. y = V2pz.
b
—_ 2 2
40. ¥y p a z.

2 2 3
41. y = (a7 — z3)7 .

Derivar as fungdes

42, f(@z) = V2z + V3.

43.

44.

45.

46.

Y

- 2-z
14222 °

x

T Vae-tr
\/a—i—bt
T
Va + b8

0

dy

T

dy
dz
dy
dx
dy
dr

ar
dv

dy
dz

dy _

dz
ds

dt

dy
dz
dy
dz
dy
dz

51.

2a
@+
_ 4ax )
(a2_z2)2
a? .
a2
(a — 2%
_66—106"
/3 —49
—_ ¢ .
(1 4+ ¢cx) V1 — ¢z
2a%
B (a’—aﬁ)\/m.

4

@+ 3032 — 34)7
P

Yy
b '

L
=_"‘/L
x

47. y=z*vV5 — 2z.

48. y=x\/32+3x.
1
49, S=¢2t—l_2

50. y=(z+ 2)*Vaz+ 2.

- Mites
V1+ 3z
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Em cada um dos exercicios seguintes achar o valor de %
para o dado valor de z. '
52. y=(z*—zpP;z=3. Resp. 540.
53. y= \J/a—:—l- \/5;x=64. Resp. 1—12
1 2
54, y=(22)s + (22)%; z = 4. 3.
55, y=+vV9+4z}z=2 2.
56, y= ——— 3 3
YT VB TR
57. y=w;x=3. _:__:_
T
58. y=:c\/8—:t:2;:c=2. 0
59. y=x2\/1+x3;z=2. 20.
60. y=(4—zx2%;z=23. 63. y=zV3+2z;,3=23.
42 _J4x+1_ _
61. y—z_xﬂ,:c—Z. 64, Y= 53:_1,3:—-2.

V'5— 2z zt — 5
62. y=T+1;:c=%. 65. Y= m;-’t:&

38. — Derivacdao de uma funcio de fun¢dao. Acontece mui-
tas vezes que ¥, ao invés de ser definida diretamente como fungéo de
z, é dada como fungdo de outra varifvel », a qual é definida como
fungio de z. Neste caso, y é uma fun¢io de z através de v e é cha-
mada uma fungdo de fungdo.

Por exemplo, se y=
e v=1—2z

entfo y é uma fun¢do de fungfo. Eliminando », podemos exprimir
y diretamente como fun¢do de z, mas, em geral, quando se quer
dy
dz

Se y=f(v) e v= ¢ (z), entdo y é fungdo de z através de v.
Por isto, dado um acréscimo Az a z, v ser4 acrescida de um certo
Ay e também y de um certo acréscimo Ay. Tendo isto presente,

achar ==, s elimina¢&o ndo é o melhor caminho.
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apliquemos a Regra Geral simultdneamente as duas fungdes
y=7@) e v=29().

PriveIro Passo. y+Ay=7F(» + Av) v+Av=¢ (z + Ax)

SEGuNDO Passo. y+Ay=f(v + Av) v+Av=0¢ (z + Az)

y  =i@ v =g (@)
Ay = f (v +Av)—f(v) Av=p(z+ Az)—P(z)

Ay jotA)—f0)* Ay le+An)— o)
Ay Ap ' Ar Az ’

TERCEIRO Passo.

Os primeiros membros mostram uma forma da razio entre o
acréscimo de cada fungdo e o acréscimo da correspondente varidvel
e os segundos membros fornecem as mesmas razoes em outra forma.
Antes de passar ao limite fagamos o produto destas duas razdes,
escolhendo, para isto, as formas dos primeiros membros. Vir4

Ay Ay Av

QuarTOo PAsso. Fagamos Az — 0; entfo Av— 0 e a igual-
dade acima fornece

dy _dy ds
(4) 2 por (2), § 16

Isto pode ser escrito também sob a forma
(B) R ACTAS

Sey=F&)ev=¢ ), aderivada de y em relagcio a = é igual
ao produlo da derivada de y em relagio a v pela derivada de v em re-
lagdo a z.

39. — Derivacao das fungdes inversas. Seja dada a funcio

y=J()
e suponhamos, o que sucederd com muitas das fungdes consideradas

neste livro, que a equagio y = f (z) permita exprimir z em termos
de y.

r=¢();

* Supondo Ao 5 0 (N. T.).
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dizemos, néste caso, que

J@) e ¢(2)

s80 Jungbes tnversas uma da outra. Como f (z) foi dada inicialmente
e a partir dela construimos ¢ (y), costuma-se também dizer que
f(x) é a funcdo direta e ¢ (y) a fun¢do inversa. Xsta nomenclatura
é usada somente quando h4 interesse em distinguir qual das fun¢des
foi dada a principio. Assim, nos exemplos que seguem, dando-se
inicialmente as fung¢des da primeira coluna, as correspondentes da
segunda sfo as fungdes inversas.

y=xz*+1, T =xVy—1
Y = a%, x = log, y.
Yy = senz, x = arcsen y.

Pela Regra Geral derivemos, simult4neamente, as fungdes in-
versas

y=J7@ e z=9¢®).
- Temos, sendo Az arbitrério,
PriveIro Passo. y+Ay=jf(z+ Ax) z+Ar= P(y+ Ay).

Secunpo Passo. y+Ay= f(z+Ax) z+Azr= ¢(y +Ay)

Y = J() z A )) )
Ay=jz+Az)—f(z)  Az=¢(y+Ay)— ()

Ay_je+An—g@)  Ax_dly+Ay)—dh)*

TERCEIRO PAsso. Ar As Ay Ay

Tem-se, pois, multiplicando membro a membro:

jetAn) —f@) Sy+Ay) - _
Az Ay )
QuarTO Passo. Fagamos Az — 0. Entdio Ay — 0 porque f(z)

é derivdvel, e se tewn:

* Su_pondo Ay # 0 (N. T.).
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d
© L. g-;-=1 por (2), § 16
ou
D) 7 (@) =

¢ () (y)

A derivada da fungdo inversa de uma fungdo f (z) é igual ao in-
verso da deriwada de f(z).

40. — Fungdes implicitas. Quando uma relagdo entre z e y é
dada por uma equagfo da forma f(z,y) = 0, diz-se que y é uma
Juncdo implicita de x. Por exemplo, a equagio

(1) @t — 4y =0

define y como fungdo implicita de z. Evidentemente, a equagio
define também z como fung¢do implicita de .

Algumas vezes é possivel exprimir uma das varidveis por inter-
médio da outra, obtendo-se, assim, uma fun¢do explicita. Por exem-
plo, a equacdo (1) fornece

1
y=ZI2)

ou seja, y como fungio explicita de z. Em geral, porém, tal fato
ou é impossivel ou entfo muito complicado para uso conveniente.

41. Derivacdo das func¢des implicitas. Quando y é defi-
nida como fungdo implicita de z, pode nio ser oportuno, como foi
explicado no dltimo pardgrafo, achar  em termos de z ou z em termos
de y (isto 6, exprimir y como fung¢do explicita de z, ou z como fungéo
explicita de y). Néste caso, aplicamos a regra:

Derivamos os membros da equa¢do dada, considerando y como

funcdo de x e depois achamos o valor de 3—5 .

FEsta regra serd justificada no § 231. 86 wvalores correspon-
dentes de z e y que satisfazem a dada equagdo podem ser substi-
tuidos na derivada.

. . d
Apliquemos a regra acima para achar d—i’- de

ax® + 22%y — y'z = 10.
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Temos % (az®) + i (22%) — % 'z) = i (10);
60:1:5+23:3 +6:D’y—y-—7zy°—=0

(22* — 7zy°)Ey= ¥ - 6azb — 6ay;

dy Yy —6az’—6z%
dr =~ 2z — Tayt Eesp.

O leitor deve observar que, em geral, o resultado contém z e y.

PROBLEMAS

Obter % de cada uma das seguintes fungdes

1. y=ub, u=142 \/;. Resp.E = \/_ .
X

— dy )
2. =\/2u—u2, u=z*—z. - = —2u 39:2 1
y . \/ S ( )
3 _e- % b—1=z dy _ 4 ab .
VT e " T it iz @+ w0+ 2)
—_— 2 _ p2
4y =uva—w, u=V1-z Y _ z (2w — ) .
dz  4/(a> — u?) (1— 27)
dy 1
= 3 —_— —.
5. 152 15y‘+ 5y% 4 3 5. e Tty
2
' — d 6y®
6. z=Vy+Vy e
3yt +2
7. y*= 2pz. 13. 2+ 3z% + y® = ¢t
8. z?+ y*=r2 14. =z +2\/a§+y=a.
9. b%?+ a?%? = a%> 15. x3+a\/a—:g;+y2=b2.
10. \/a;+\/g_/—\/_. 16. x4+ 4z2%y 4+ y* = 20.
2
11. x3 +y3 = g8, 17.  ax® — 3by + ¢y =

S Bamy 44 = v V-
12. 22— 3azy +y*=0. 18. JI+ ’ 6.

Achar o coeficiente angular de cada uma das curvas abaixo, no
ponto dado.
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19. z2+zy + 2y = 28; (2, 3). Resp. —
20 =2 —3zy*+ ¢ =1; (2, —1). - .
21, V2r4+V3y=5; (2,3). 23 2—ary+3ay’=3c*; (a, a).
22. 22—2Vzy—y?=52;(8,2). 24. z2—xVzy—2y2=6; (4, 1).

25. Mostrar que as pardbolas y2 = 2pa + p? e y? = p? — 2pzx
cortam-se ortogonalmente.

oo ro|m

26, Mostrar que a circunferénecia z® + y2—122—-6y+25 =0
é tangente i circunferéncia z* + y2 4+ 22z 4+ y = 10 no ponto (2, 1).

27. Sob que Angulo a reta y = 2z corta a curva 2* — zy +
+ 2y =287

28. Se f(z) e ¢ (y) sdo fun¢des inversas uma da outra, mostre
que o grafico de ¢ (z) pode ser obtido como segue: construindc-se
o gréfico de — f (z) e fazendo-o girar em volta da origem, no sentido
ante-horario, de um Angulo de 90°,

OUTROS PROBLEMAS

1. O vértice da pardbola 32 = 2 pz é o centro de uma elipse.
O foco da pardbola é um extremo de um dos eixos principais da elipse.
A pardbola e a elipse cortam-se ortogonalmente. Achar a equacdo
da elipse. Resp. 4z + 2y* = p*
2. Uma circunferéncia de centro em (2a, 0) corta ortogonal-
mente a elipse b%? 4 a’y? = a’h%. Achar o raio da circunferéncia.

Resp. 1?2 = % (3 a® + b?).

3. De um ponto P de uma elipse tragam-se retas passando
pelos focos. Prove que estas retas fazem #ngulos agudos iguais
com a normal 3 elipse no ponto P.

4. Prove que a reta Bxr + Ay = AB é tangente & elipse
b%r? + a%® = a®? se, ¢ somente se, B>+ A%M? = AB2
5. Ache a equagéo da tangente i curva z™y® = a™" num
ponto qualquer. Prove que a parte dela compreendida entre os
eixos € dividida pelo ponto de contato na razdo m/n.
Resp. my, (x — z1) +nz, (v — y1) = 0.

6. Se k é o coeficiente angular de uma tangente & hipérbole
b2 — a’y? = a%?, provar que y = kz &= Va®k® — b2 é a equagio
dela e que o lugar dos pontos de interse¢io das tangentes perpen-
diculares é 2% + y? = o> — b2,



CarpiTuLo V

VARIAS APLICACOES DA DERIVADA

42, — Direg¢do de uma curva. Viu-se no § 28 que se

y=1Jj@&)
¢ a equagdo de uma curva | v
(ver figura), entdo BC . b
D 7 r

dy . B N\ 7/%%

—— = coeficiente angular | T

dz 0 Y X

da langente & curva A G

no ponto P (z, y).
A dire¢do de uma cur-
va em um ponto qualquer é, por defini¢do, a direcdo da tangente 3
curva nesse ponto. Seja 7 = inclinagio da tangente. Entdo, coefi-
cienle angular = tg v, e portanto

dy

E = tg T = coeficiente angular da curva no ponio P (z, y).

Em pontos como D, F, H, onde a direcdo da curva é paralela
a0 eixo dos zz, ou seja, a langenle é horizontal,

dy
7 = 0; portanto T 0.

Em pontos como A4, B, G, onde a dire¢io da curva é perpen-
dicular ao eixo dos zz, ou seja, a langenie é vertical,

d e s
7 = 90°% portanto ZZ— é infinita.

51
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Exemplo ilustrativo 1. Dada a curva y = —;—3 — 2 + 2 (ver figura):
(a) Achar a inclinagdo 7 quando z = 1;
(b) Achar 7 quando z = 3; Y
(¢) Achar os pontos onde a dire¢do da curva & e
paralela a OX; C pE B
(d) Achar os pontos onde T = 45°; —/
¥
(e) Achar os pontos onde a dire¢io da curva é 0 / X
paralela A reta 2z — 3y = 6 (reta AB).
a7

. d
SoLugio. Derivando, ‘% =z —2z=tgrT.

(@) Para z =1, tg 1 =1 —2 = — 1; logo 7 = 135°. Resp.

(b) Para 2=3,tg 7=9 —6 = 3; logo r = 71°34’. Resp.

(¢) Para 7 =0, tg 7 =0; logo z° — 2z = 0. Resolvendo esta 'equacio,
obtemos z = 0 ou 2. Substituindo na equagio da curva, achamos y = 2 quando
z=0 y= % quando z = 2. Logo, as tangentes em C (0,2) e D (2, %) 8io
horizontais. Resp.

(d) Quando T = 45° tg T = 1; logo 22 — 2z = 1. Resolvendo esta equa-
¢do, obtemos z =1+ V2 = 2,41 e — 0,41, abscissas de dois pontos onde o
coeficiente angular da curva (ou tangente) é a unidade.

(e) Coeficiente angular da dada reta = % ;logo, 2 — 2z = —;— Resolvendo,

obtemos z =1 + g =229 e — 0,29, abscissas dos pontos F ¢ F onde a

dire¢iio da dada curva (ou tangente) é paraleln 3 reta AB.

Como uma curva tem, em cada ponto, a mesma dire¢@o que a
tangente a ela nesse ponto, o 4ngulo entre duas curvas num ponto
comum serd o Angulo entre as tangentes a elas nesse ponto.

Exemplo ilustrativo 2. Achar o 4ngulo de interse¢io dos circulos

I

9.

(B) &4+t -2y

Sorugiko. Resolvendg o sistema, achamos que os pontos de interse¢do sio
3,2y e (1, — 2).
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Seja m; = coef. ang. da tangente ao cfrculo (4) em Y

(z, 9),
e my = coef. ang. da tangente ao circulo (B) em (32)
(z, ¥

_ dy 2-—12 0
Entdo, de (4), my = ar = —y—’ pelo § 41 %‘t

de (B) W 2 lo § 41

€.ae y mg = dz 11—y’ pe.

Fazendo z = 3, y = 2, temos
my = — -;— = coef. ang. da tangente a (4) em (3, 2).

mg = — 3 = coef. ang. da tangente a (B) em (3, 2).

A férmula para achar o dngulo 8 entre duas retas cujos coeficientes angu-
lares sio my e mq é

my — my
= 2
gl = @), §3
- -3 +3
Substituindo, tgf = = 1; .°. 0 =45° Resp.
1+ 2

Este é também o 4ngulo de interse¢io no ponto (1, — 2).

43. — Equagdes da tangente e normal; subtangente e sub-
normal. A equag¢do de uma reta passando

pelo ponto (z,,¥.) e tendo o coeficiente an-
gular m é A

Yy—yr=m — ) (3, § 3

Se a reta é tangente & curva AB no ponto
P, (z,y:) entdo m é igual ao coeficiente an-
gular da curva em (z,, yy). Indiquemos este valor de m por m,.
Entdo, no ponto de contato P, (xy, y1) a equa¢do da tangente TP, é

(1) Yy—yr=mi(x — ).

Sendo a normal perpendicular 3 tangente, o coeficiente angular
dela é o reciproco de m, com sinal trocado ((2), § 3). Temos, pois,
que a equag¢do da normal PN é

(2) Yy — Y= — (x — z1),

1y

pois que essa reta passa pelo ponto de contato Py (r; iv).
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O comprimento da porgio da tangente compreendida entre o
ponto de contato e OX diz-se o comprimento da tangente (= TP,)
e a projecdo dessa por¢do sdbre o eixo dos zz chama-se subtangente
(=TM). Semelhantemente, temos o comprimento da normal (=P,N)
e a subnormal (= MN).

) _ _ MP,
No tridngulo TPiM, tgT = m, = T logo
MP
(3) TMr = 1 YL comprimento da subtangente.
m, my
No tridngulo MP\N, tg7 = m; = MN ; logo
f"le

4) MN* = mMP, = my, = comprimento da subnormal.

O comprimento da tangente (TP,) e o comprimento da normal
(P,N) podem, pois, ser obtidos diretamente da figura, pois cada
um deles é a hipotenusa de um tridngulo retdngulo tendo dois ca-
tetos conhecidos.

Quando o comprimento da subtangente ou subnormal em um
ponto de uma curva é conhecido, a tangente e a normal podem ser
construidas facilmente.

PROBLEMAS

1. Achar as equagdes da tangente e normal e os comprimentos
da subtangente, subnormal, tangente e normal, no ponto (a,a) da

isséide 772 z8
cissbide y? = —+ -
y 2a — 17 Y|
- dy 3az? — z?
SorLucio. iz "y C@a— ot
Fazendo 2z = @, y = a, temos Pflaa)
3a% —ad 0 y X
m = - Ca—ap 2 = coef. ang. da tangente.
A substitui¢gdo em (1) d4
y =2z — a, equagio da tangente.

A substituigio em (2) dd
2y + 2z = 3 a, equacdo da normal.
* A subtangente e subnormal sfio segmentos orientados. Quando T estd a esquerda de M, a

ubtangente 6 positiva; em caso contrério, negativa. Convengdo semelbante faz-se para a sub-
ormal.
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A substituigio em (3) d4 TM = % = comprimento da subtangente.

A substituigio em (4) d4 MN = 2a = comprimento da subnormal.

2
Logo, PT = \/(TM)2+(PM)2=¢Z— +a? = -g— V5 = comprimento da tang.

e PN = V/(MN)? + (PM)* = V/4a® + a® = ¢ /5 = comprimento da normal.
Achar as equagdes da tangente e da normal no ponto dado.

2. y=2—-32;(2,2). Resp. 9z—y—16=0, z+9y—20=0.
2

3. y=%;(,25). Tr—y—9=0, z4+Ty—37=0.

4. 22 — zy + y* = 16; (3, 2).

5. ¥¥+2y—4xz+4=0; (1, —2).

6.  Achar as equagdes da tangente e da normal 3 elipse b%*r? +
+ a*y? = a?? no ponto (zy, y1).

Resp. bz + a*yy = a®?, a’yix — by = xy1 (a* — b2).

7. Achar as equagdes da tangente e da normal e os compri-
mentos da subtangente e da subnormal no ponto (z,, ;) do circulo
22 4 2 = 72
yi*

Resp. zx +ywy =1, 23y —yix =0, — .
1

y — Zy.

8. Mdstre que a subtangente A pardbola y2 = 2 pzx é dividida
ao meio pelo vértice e que a subnormal é constante e igual a p.

Achar as equagdes da tangente e da normal e os comprimentos
da subtangente e da subnormal a cada uma das seguintes curvas
nos pontos indicados.

9. ay = 2% (a,a). Resp.22—y=a,x+2y=3a,%,2a.
10 z°—~4y2=29;(52). 5z—8y=29,82+5y =503, %.
11. 92+ 4y =172; (2, 3).

12. zy+y*+2=0; 3, —-2).

13.  Achar a 4rea do tridngulo formado pelo eixo dos zz, a tan-

425
gente e a normal & curva y = 62 — z% no ponto (5, 5). Resp.—g~ -

14. Achar a 4rea do tridngulo formado pelo eixo dos yy, a
tangente e a normal & curva y2 = 9 — z no ponto (5, 2).
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Achar os 4ngulos de intersegfio de cada um dos seguintes pares
de curvas.

15, y =z 41, 2? + y* = 13. Resp. 109° 39’.

16. y =6 — xz? 722 4 y* = 32.

Resp. Em (&£ 2,2), 5°54'; em (£ 1, 5), 8°58'.

17. y=2z% y*—3y =2z

18.  z*+ 4y* =61, 222 — y* = 41

Achar os pontos de contato das tangentes horizontais e ver-
ticais a cada uma das curvas seguintes.

2
19. y=5z— 2z Resp. Horizontal, (%, %) '

20, 3y*—06y—z=0. Vertical, (—3, 1).

21. x*+46xy+ 25y% = 16. Horizontal, (3, —1,) (=3, D).
Vertical, (5, — 2), (- 5,2).

22, 2 —8uzy+ 25y% = 81.

23. x?— 24zxy+ 169 y? = 25.

24, 1692 + 10zy + 2 = 144.

25. Mostrar que a hipérbole z? — y> =5 e a elipse 42% +
+ 9 y* = 72 cortam-se ortogonalmente.

26.  Mostrar que o circulo z?4y?=8axz € a cisséide (2a —x)y* =2
(a) s#o0 ortogonais na origem;

(b) cortam-se sob um 4ngulo de 45° em dois outros pontos (V.
figura no Capitulo XXVT).

27.  Mostrar que as tangentes ao folium de Descartes z8 + 3° =
= 3 azy nos pontos onde ele encontra a pardbola y? = ar sdo para-
lelas ao eixo dos yy (V. figura no Capitulo XXVI).

28. Achar a equagdo da normal 4 pardbola y = 5z 4 2% que
faz um 4ngulo de 45° com o eixo dos zz.

29.  Achar as equagtes das tangentes ao circulo z% 4 y? = 58
que sdo paralelas & reta 3z — 7y = 19.

30. Achar as equagBes das normais a hipérbole 4 22 — y? = 36
que sio paralelas 4 reta 2z + 5y = 4.

31. Achar as equagdes das duas tangentes i elipse 4 22 + y? =
= 72 que passam pelo ponto (4, 4). Resp. 2z + y = 12, 14a+y = 60.
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32. Mostrar que a soma dos segmentos interceptados sobre os

eixos coordenados pela tangente em um ponto qualquer da parébola
1 1 1
2 + y® = a? é constante e igual a a, (V. fignra no Capftulo XXVT).
2 2 2
33. Dada a hipocicléide 3 4- y3 = a?%, mostrar que o com-

primento da por¢do da tangente, em um ponto qualquer da curva,
compreendido entre os eixos coordenados é constante e igual a a.
(V. figura no Capitulo XXVI).

34. Uma bola foi langada. A equagfo da trajetédria que seguiu

éy=2x-— ;a unidade de comprimento é o metro, o eixo dos

xZ
100
zz é horizontal e a bola fol atirada da origem. Pergunta-se: (a)
sob que 4ngulo foi a bola atirada; (b) sob que 4ngulo a bola en-
eontrard um muro vertical situado a 75 metros do ponto inicial;
(¢) se a bola cai sobre um telhado horizontal de 16 metros de altura,
qual o 4ngulo de incidéncia; (d) se atirada do cimo de uma casa
de 24 metros de altura, qual o 4ngulo de incidéncia com o solo; (e)
se atirada do cimo de uma coluna com declive de 45°, qual o Angulo
de incidénecia com o solo. [\ /]_,_
35. O cabo de uma ponte péneil se prende | w0 ,i
em forma de pardbola a dois pilares distantes !
entre si de 200 metros. O ponto mais baixo do cabo estd 40 me-
tros abaixo dos pontos de suspensfio. Achar o Angulo entre o cabo
e os pilares de suspensfo.

44, — MAximo e minimo valores de uma func¢io; introdu-
¢30o. Em um grande nidmero de problemas priticos devemos lidar
com fungdes que tem um méximo valor ou Um minimo valor,* e é
importante saber que valor da varidvel independente fornece um
tal valor para a fun¢do. Suponhamos, por exemplo, que se quer
achar as dimensdes do retdngulo de 4rea médxima entre os que podem
ser inscritos numa circunferéneia de raio igual a 5cm. Tragando-se
um circulo de raio 5, inscrevendo-se-lhe um retdngulo qualquer e
chamando de z uma das dimensdes désse retdngulo, a figura abaixo
fornece

(1) A =1z+/100 — 22,
tendo-se indicado com A a drea do retingulo. Somos levados,

* Pode existir mais de um de cada, como se mostra no pardgrafo 48.
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assim, & pesquisa de um valor para x que torne méximo o correspon-
dente valor da fungfo (1).

Que um retingulo de irea méixima deva existir pode-se ver como

segue. A 4rea 6 uma funcfo continua de z, e z varia no inter-

valo [0, 10]. Quando z toma um dos valores

extremos, a 4rea é zero; quando z cresce de

B "y zero para 10, a drea cresce até certo ponto e

P E depois decresce; podemos, pois, suspeitar que

a 4rea serd mixima quando a base x do re-
z p téngulo for igual & altura DE, mas isto é
advinhagdo. Um modo melhor serd, eviden-
temente, desenhar o grifico da fung¢fo (1) e
examinar o comportamento deste. Facilita-nos o tragado do gra-
fico observar que

(a) pela natureza do problema, tanto z quanto A sio positivos;
(b) os valores de z vdo de zero a 10 inclusive.

Construamos, pois, uma tabela de valores e tracemos o gréfico,
como na figura abaixo.

Que nos ensina o grdfico?

4
50 R
z A N ', ;
y 1
0 0 I
1 9,9 v ! P
2 19,6 30 p/ | | { I
3 | 286 £ | |
4 36,6 w o bl
5 43,0 20 : | : ; o
6 48,0 i { | bl
7 19,7 1 Lol I
8 48,0 10 to Pl b
9 | 396 /e
I |
000 I S
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 X

(a) Se desenhado com cuidado, podemos achar com precisdo a
drea do retdngulo correspondente a cada valor de z, medindo o com-
primento da correspondente ordenada. Assim,
quando : z = 0M = 3cm,
entfo A = MP = 28,6 cm quadr.;
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quando x = ON = 41lcm,,

entio A = NQ@ = aproximadamente 39,8 cm quadr.
' (achado por medida).
(b) H4 uma tangente horizontal (RS). A ordenada TH do
ponto de contato é maior que qualquer outra ordenada; logo, esta
observagdo: um dos retdngulos inscrilos lem uma drea maior que a de
qualquer outro retdngulo inserito. Em outras palavras, podemos in-
ferir daqui que a fungio definida por (1) tem um valor mdzimo. Com
a medida nio podemos calcular exatamente este valor mas podemos
fazé-lo facilmente com o célculo. Observamos que em 7T a tan-
gente é horizontal, logo seu coeficiente angular é zero neste ponto
(§ 42). Portanto, para achar a abscissa de 7, achamos a derivada
da fungdo A, pomo-la igual a zero e resolvemos a equagdo em z.
Assim, temos

(1) A = 2/100 — a?,
dA 100 — 2z? 100 — 22

dz  A/100 — 22’ /100 — z*
Resolvendo r=25 \/‘2

Substituindo, obtemos DE = /100 — 2% = 5 /2.

Portanto o retdngulo de direa méxima inscritivel numa circun-
feréneia é um quadrado de 4rea '

A=CDXDE=5V2X5V2= 50 em quadr.

O comprimento de HT é, pois, 50.

Tomemos outro exemplo. Deve-se construir uma caixa de ma-
deira, sem tampa, com a capacidade de 108 cm?®. O fundo deve
ser um quadrado; quais as dimensdes a se tomar para que o custo
da caixa seja minimo.

Seja z = comprimento do lado do
quadrado base, em cm, e y = altura da
caixa. Como o volume da caixa é dado,
podemos exprimir ¥ em fung¢fo de z
como segue:

Volume=21% = 108; logo y = ~]%8
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Podemos também exprimir a 4rea de madeira necesséria em
fungdo de z, pois, chamando de M essa 4rea, temos M = &rea da
base mais Area das quatro faces. Ora,

Area d base = 2? em quadr,

Area das 4 faces = 42y = 42—2 em quadr.; logo,

432
(2) M= z24—=
'
M‘ !
|
250 i 1
z M 225 : :
200 1 :
1 433 st b
2 220 Iy
3 153 150 : i
4 124 125 1|
5 111 by L
6 108 wo| Ly, RTTU TS
7 111 i ] !
s 1, ! P i : I I‘
8 118 1 1 I | : | | |
9 129 50 } o L | ' : :
10 143 1 b
[ | [
1 2 3 4+ 3 8 72 8 9 10 X

A férmula (2) d4 a 4rea de madeira necessiria para a construgdo
da caixa. Tracemos o grifico da func¢do (2), como na figura.

Que nos ensina o grdfico?

(a) Se tragado com cuidado, podemos medir a ordenada corres-
pondente a qualquer comprimento (= z) do lado do quadrado base
e assim determinar a 4rea de madeira necesséria.

(b) H4 uma tangente horizontal (ES). A ordenada do ponto
de contato 7' é menor que qualquer outra ordenada; logo, esta obser-
vagdo: uma das caizas requer menos madeira que qualquer das oulras.
Em outras palavras, podemos inferir que a fun¢fo definida por (2)
tem um mfnimo valor. Vamos ach4-lo, usando o céleculo. Deri-
vando (2), para obter o coeficiente angular em qualquer ponto,
temos

M _ 432
iz YT ¢
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No ponto mais baixo T, o coeficiente angular é zero; logo

isto é, quando z = 6 tem-se a menor 4rca de madeira necessiria.
Substituindo em (2) vemos que esta 4rea é

M = 108 cm quadr.

O fato de que o minimo valor de M existe, vé-se também com
o seguinte raciocinio. Se a base é muito pequena, a altura deve
ser muito grande e por isto a 4rea da madeira necessiria é grande.
Fazendo a base crescer, deve decrescer a altura e a 4rea da ma-
deira decresce. Isto, porém, acontece até certo ponto, pois, quando
a base é excessivamente grande, o consumo de madeira ¢ também
muito grande. Portanto, M decresce de um valor muito grande
até um certo valor e depois déste torna a crescer novamente até
outro valor muito grande. Resulta daf que o grafico deve ter um
ponto ‘‘mais baixo”, correspondendo, precisamente, is dimensGes
que requerem menor area de madeira.

Passaremos agora ao estudo detalhado do assunto concernente
a miximos e minimos.

45. — Funcgdes crescentes e decrescentes.* Uma funcéo
y= f (z) diz-se crescente, se y cresce (algébricamente) quando z cresce.
Diz-se decrescente, se y decresce (algébricamente) quando z decresce.

O gréfico de uma fungfio indica claramente se ela é crescente ou
decrescente. Por exemplo, consideremos o grafico da Fig. a.

Quando nos movemos sobre a curva da esquerda para a direita,
observamos que ela sobe, isto é, quando z cresce, a func¢io (= y)
cresce. Obviamente, Ay e Az t&m o mesmo sinal.

No gréfico da Fig. b quando nos mo- Y
vemos sbbre a curva da esquerda para a (
direita, observamos que ela desce, isto é, _//,41 Y
quando z cresce, a fun¢do decresce. Nes- 0 X

te caso, Ay e Az tém sinais contririos. Fig. a

* As demonstragdes dadas aqui dependem da intui¢io geométrica. O tratamento analftico
de assuntos de mdximo e minimo serd feito no § 125.
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Que uma curva possa ser crescente num intervalo e decrescente
noutro, mostra-o o grifico (Kig. ¢) de
(1) y=2—9a2+ 12z — 3. Y
Quando nos movemos sobre a curva da A
esquerda para a direita, observamos que ela
sobe até alcangar o ponto A, depois desce
désde A até B e sobe, de novo, a partir de

B. Logo 0 \ X

(a) de x=— owax=1, afun¢do é crescente;

(b) de x=1 a z=2, a fung¢iio é decrescente;

(c) de x=2 ax=+4 o, a fungdo é crescente. Fig. b

Em cada ponto, como C, onde a fungio é crescente, a tangente
faz um Angulo agudo com o eixo dos zz. O coeficiente angular é
positivo. Em cada ponto, como D, onde a fungdo é decrescente,
a tangente faz um 4ngulo obtuso com o eixo
dos zx e, portanto, o coeficiente angular é
negativo. Temos, pois, o seguinte critério:

Uma fung¢do é crescenle quando sua deri-
vada é positiva e decrescente quando a deri-
vada é negativa. ’bH

Por exemplo, derivando (1) acima, temos

Fig. ¢

© %:j’(1)=6x2—-18x+12=6(x— 1) (@ — 2.

Quando z < 1, f' (x) é positiva, logo f (z) é crescente.
Quando 1 <z < 2, §/ () é negativa, logo f (x) é decrescente.
Quando z > 2, f' (z) é positiva, logo f (z) é crescente.

Estes resultados estdo de acordo com as conclustes acima, obti-
das do exame do gréfico.

46. — Maximo e minimo valores de uma fung¢3o; defini-
¢bes. Um méximo (valor) de uma fungio f (x) é um valor da fun-
¢do — digamos f (z;) — maior que todos os valores que a fungio

toms quando z é suficientemente préximo a z,.
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Um mtnimo (valor) de f (z) é um valor f (x;) menor que qualquer
outro valor f (x) quando z é suficientemente proximo de ;.

Assim, na Fig. ¢, § 45, é claro que a func¢io tem um miximo
MA (=y=2) quando z = 1 e um minimo NB (= y = 1) quando
z = 2.

O leitor deve observar que um méximo (valor) nio é necessiria-
mente o maior de todos os valores que a fungdo pode tomar, nem
um minimo, ¢ menor. Assim, na Fig. ¢ vé-se que a fungdo (= ¥)
tem valores a direita de B que sfo maiores que o miximo MA e va-
lores a esquerd- de A que sio menores que o minimo NB.

Se f(z) é yma fungio crescente de z quando z é ligeiramente
menor que @ @ decrescente quando x € ligeiramente maior que a,
isto é, se f' (z, muda sinal de + para — quando z cresce passando
por a, entin j(z) tem um miximo quando z = a. Portanto, se
continua, f' (2) se anula para * = a. Assim, no exemplo acima
(Tig. ¢), f' (x) é positiva em C, f' () = 0 em A, f' (z) é negativa
em D.

Contrariamente, se f (z) é decrescente quando Y

z é ligeiramente menor que a e crescente quando
z é ligeiramente maior que a, isto €, se f' (z)
muda do sinal — para o sinal + quando z cresce
atravessando a, entdo f(x) tem um minimo —4t

para z = a. Portanto, se continua, f' (z) deve ”
ser nula para z = a. Assim, na Fig. ¢, j/ (z) ¢é Fig. ¢
negativa em D, j' () = 0 em B, f' (x) é positiva em E.

Podemos, pois, estabelecer as condigdes gerais para miximo e
minimo da fun¢do f (x).

f(z) é um mdximo se [’ (z) = 0 e f’ (x) muda do sinal 4+ para —.
7 (x) 6 um minimo se f’ (z) = 0 ¢ f' (z) muda do sinal — para +.

Os valores da varidvel satisfazendo a equagdo f’' (z) = 0 cha-
mam-se valores crificos; assim, de (2), § 45, 2 =1 e 2 = 2 sfio os
valores erfticos da varidvel para a fungdo cujo grafico é o da Fig.
¢. Os valores criticos determinam ponfos de retorno onde a tan-
gente é paralela a OX.

Para determinar o sinal da derivada em pontos préximos de um
particular ponto de retorno, substitui-se nela, primeiro, um valor da
vari4vel ligeiramente menor que & abcissa do ponto de retorno e, a se-
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guir, um ligeiramente mailor. Se o primeiro sinal é 4 e o segundo
—, entdo a fungio tem um méximo para o valor eritico considerado.
Se o primeiro sinal é — e o segundo é 4, entfo a fun¢io tem um
minimo. Se o sinal é 0 mesmo em ambos os casos, entdo a fungdo
nio tem nem miximo nem minimo para o valor eritico considerado.
Tomemos, por exemplo, a fun¢io (1) acima, § 45.

(1) y=7f(z)=22% — 9z + 122 — 3.
Entio, como vimos
&) Jf@=6-1(-2).

Pondo-se f’ (z) = 0, achamos os valores criticos z = 1, 2 = 2.
Examinemos primeiro £ = 1; consideramos valores de z préximos
deste valor critico e examinamos o segundo membro de (2) para

2

estes valores, no que diz respeito & variagdo do sinal

(confronte § 45).
Quando z < 1, f'(z) = (=) (—) = +. x y
Quando x> 1, ' (z) = (+) (—) = —.
Logo f (z) tem um maximo quandoz = 1. Pelo 5 f
quadro, este valor é y = f (1) = 2.

Vejamos agora = 2. Procedendo como antes, tomemos valo-
res de z préximos do valor critico 2.
Quando z < 2, f' (z) = (+
Quando z > 2, f' (z) = (+
Logo, f (z) tem um minimo quando z =
valor é y = f(2) = 1.
Em suma, temos a seguinte regra prdlica.

) (=)
) () =+
2

. Pelo quadro acima, este

47. — Primeiro método para o exame de uma fung¢io no
que concerne a maximos e minimos. Regra pratica.

PriveIRO PAsso. Achar a dertvada da fungdo.

Seeunpo Passo. Igualar a derivada a zero e achar as rafzes
reats da equagdo oblida. Estas rafzes sd@o os valores criticos da varidvel.

TercEIRO Passo. Considerando wum wvalor crilico de cada vez,
examinar a dertvada, primeiro para os valores da varidvel ligeiramente
menores* que o valor crilico e depois para os ligeiramente maiores.*

* Aqui o termo “ligeiramente menor’ significa qualquer valor compreendido entre o valor
crftico considerado e o valor critico que imediatamente o precede, cnso haja este Gltimo. Se este
ngo existe, € qualquer valor menor que o valor crftico em exame, onde & funco seja definida; o
tarmo ‘‘ligeiraments maior’ significa qualquer valor entre o valor crftico considerado e o que ime-
diatamente o segue, ¢ago este exista. Se nfio éxiste, é qualquer valor maior que o valor critico,
onde a fungfio seja definida.
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Se o sinal da derivada é + para os ligeiramente menores e — para os
ligeiramente matores, entdo a fungdo tem um mdximo para o valor cri-
tico em exame; se é o contrdrio que se dd, a fun¢do tem um minimo. Se
o sinal ndo muda, o fungGo ndo tem mdrimo nem minimo.
_ No Terceiro Passo é conveniente, muitas vezes, fatorar ' (z),
como no § 46.

Exemplo ilustrativo 1. No primeiro problema resolvido no § 44 mostra-
mos, por meio do gréfico da fungdo

4 =2+/100 — 22,

que o retdngulo de drea méxima inscrito numa circunferéneia de raio 5 m, mede
50 m2. Isto pode ser provado agora analiticamente pela aplicagio da regra
acima.

SoLugio. (@) =2+100 — 22,
Primeiro Passo. § (z) = —1%{-
V100 — 22

Segundo Passo. Pondo f'(z) = 0, temos
z =152 =107,
que é o valor critico. Toma-se apenas o sinal positivo do radical, pois, pela na-
tureza do problema, o sinal negativo nio tem sentido.
Terceiro Passo. Quando z < 5 V/2, entio 222 < 100, e f'(z) 6 +.
Quando z > 5 /2, entdo 222 > 100, e f'(z) 6 — .
Como o sinal da derivada primeira muda de + para —, a fun¢do tem um
méximo valor f (5 \/5) =52 :5/2 = 50. Resp.
Exemplo ilustrativo 2. Examinar a funcgdo (x — 1) (z + 1)3 no que con-
cerne a méximos e minimos.
Sorugio. f(z) = (z — 1)%(z + 1)
Primeiro Passo. f'(z) =2 — 1) (z+ 13 +3(z—1)2(z+12 =
=@-D@E+1)Gz+1).
Segundo passo. (z — 1)(z + 172Gz —1) =0.
Logo, z=1, — 1, —;— , 880 08 valores criticos.
Terceiro Passo. f'(z) = 5(z — 1) (x + 1)%(z— %)-

Examinemos primeiro o valor crftico z =1 (C

na figura).
Quando z < 1, f(2) = 5 (=) (H)X+) = — .
Quando z > 1, f'(z) = 5(+) (+)%(+) = +.

Logo, quando z = 1 a funcdo tem um mifnimo f (1) = 0 (= ordenada de C).

Examinemos agora o valor erftico 2 = %(B, na figura).
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Quando z < %—,j' (8) =5 (=) (+3* (=) = +.

Quando z > ‘—;—,j' (@ =5=)(+1(H=—.

Portanto, quando z = %, a fung¢do tem um méximo f (%) = 1,11 (= or-
denada de B)

Examinemos finalmente o valor crftico z = — 1 (4 na figura)
Quando z < — 1§ (2) = 5(—) (=) (=) = +.
Quando z> — 1, f' (z) =5 (=) (+)2 (=) = +.
Consequentemente, quando z = — 1, a fungio ndo tem nem miximo nor
minimo.
48. — MAiximo ou minimo quando f’ (z) é infinita e f (z)
continua. Consideremos o grifico da figura abaixo. Em B, ou
@G, f(z) é continua e tem um méximo, mas f’(z) é infinita, pois a

Fig. d

tangente em B € paralela ao eixo dos yy. Em E, f () tem um mi-
nimo e f' (z) é infinita. Na pesquisa dos miximos e minimos de
J (z), devemos, pois, incluir como valores crilicos os valores de = para
os quais f’ (z) € infinita, ou, o que é a mesma coisa, valores de x satis-
fazendo

(1) = = 0.

O Secunpo Passo da regra do pardgrafo precedente deve entdo
ser ampliado, devendo-se considerar também a equagio (1). Os
outros passos nio sofrem modificagdo.

Na figura d acima, observe que f’ (z) é também infinita em A,
mas a fun¢do nio é nem méxima nem minims, na abscissa désse ponto.
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2
Exemplo ilustrativo, Examinar a fungdo a — b (z — ¢)3no que concerne a

miximo e mfnimo. p
2 Y
SoLugio. j@ =a—-b(z—c)8.
2% 4
j’(z)=——_T. of /7 M \ X
3@z —2c)? I-—-c—-l
1
1 3z-—-0°
f@ 2b
Como z = ¢ é um valor eritico no qual f’% = 0, mas no qual f (z) ndo &

infinita, examinemos a fung¢io no que concerne a méximo e minimo quando
z=c

Quando z < ¢, ' (2) = +
Quando > ¢, f' () = — .

Logo, quando z = ¢ = OM, a fungdo tem um méximo ' (¢) =
=a = MP,

PROBLEMAS

Examine cada uma das seguintes fung¢des no que concerne aos
méiximos e minimos.

1. a*—6z2+4 9z Resp. z =1, d4 m4x. = 4.
z = 3, d4 min. = 0.
2. 104+ 12z — 3z2 — 22z8. z =1, d4 mix. = 17.
z = —2,ddmin. = — 10.
3. 2084 3z24 122 — 4, Nem m4x. nem min.
4. 224 22*— 15z — 20.
5. 22— g4 z = 0, dd min. = 0.
z= %1, dd mix. = 1.
z =1, d4 min. = —3.

6. x*— 4z
7. xt— 224 1.

8 3zt— 42— 1222 z = —1, dd min, = —5.
z =0, d4d méx. = 0.
z = 2, d4d min, = —32.

9. 28— 5z z = 0, d4 méx. = 0.
z = 4, d4 min. = - 256.

10. 3z° — 20z8,

2a3 .
1. zx4—- z = a, d4 min. = 3 a?,
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12.
13.

14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

VARIAS APLICAGOES DA DERIVADA

x2+% . z = #+a, d4 min.=2 a2

Resp.: = — a, dd min. =
T =a, di méx. = 1.

x?.

z+a
x‘l

24+ 2a?

a? 4 a® '

241 — )

@+ 2)2 (1 — z)

b+c(x—a)72. z = a, d4 min. = b.

1
a—b(z—c)s. Nem méx. nem min.

1 2
(2 4+ )3 (1—x)3. Resp.: z = 1, d4d min. = 0.

ol

x=—1,d4 méx.= V4 = 1,6.

z(a + 2) (a — z). = — g, d4 méix. = 0.

2= —%a,dd min. = — Z b,
=%a, d4 méx. =%aﬁ_
z = a, d4 nenhum.
1 2

2zx— a)’ (x — a)3. I=%a,dé,méx,=%a,_
z = a, d4 min. = 0.
r =1 a, d4 nenhum.

x4 2 z =0, d4 méx. = 3.

2?4 2z +4° z=—4,d4 min. = - §.
224+ x+ 4 2z = — 3, dd méx. = — 5,
z+1 2 =1, d4 min. = 3.

2 +z+4 z=— 2, d§ méx. = 2.

2+ 2z + 47 z = 2, d4 min. = 3.



§ 49 VALORES MAXIMO E MiNIMO 69

(x — a) (b — x) _2ab ., (b—a)?
28 T 5 - x—a+b,damax.— iab
al b2 o a? _(a+b)?
29. = +a—x' Resp.: x—a—+b,démin.———a .
2 —_ 2
2= -2 46 mix = @Y
a—b
(¢ — 2)? _ e _x
30. e — 22" x—4,dé.min.—32a.
z24+2x—1
O

49, — Valores miximo e minimo. Problemas de apli-
cacio. Em muitos problemas devemos, primeiro, construir, das
dadas condigbes, a fungdo cujos valores miximo e minimo se pro-
curam, como foi feito nos dois exemplos desenvolvidos no § 44.
Isto, algumas vezes, é muito dificil. N#do h4 regras aplicdveis em
todos os casos, mas em muitos problemas podemos nos guiar pelas
seguintes

Diretrizes gerais.

(a) Na relagdo que envolve as grandezas do problema, pomos em
deslaque a func¢do cujos valores mdximo ou minimo sdo procurados;

(b) 8Se a relagdo contém mais de uma varidvel, procuramos expri-
mir em fungdo de uma Unica delas todas as demais usando para 1sso
as condigbes dadas pelo problema;

(c) Aplicamos para a fungio obtida, de uma sé varidvel, a regra
Jjd vista (§ 47) para achar os valores mdximo e ménimo, notando que
nos problemas prdticos é usualmente fdcil dizer qual dos valores criticos
dd um mdzximo ¢ qual dd um miénimo, de modo que ndo é sempre neces-
sdrio aplicar o terceiro passo.

(d) Tragamos o grdfico da funcdo para controle.
O trabalho de achar miximos e minimos pode frequentemente

ser simplificado com a ajuda dos seguintes principios, os quais resul-
tam logo do nosso estudo sobre o assunto.

(a) Os valores mdximo e minimo de uma fungdo contfnua ocorrem
alternadamente.
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(b) Quando ¢ é uma constante posiliva, cf (x) é um mdximo ou
um minimo para, e somente para, os valores de x que tornam mdrima
ou minima o fungdo f (x).

No exame do comportamento do sinal de f' (z) bem como na
determinacio dos valores criticos de = pode-se, pois, omitir qualquer
fator constante.

Quando ¢ é negativa, cf (z) é mdxima quando f (z) é minima e reci-
procamente.

(¢) Se ¢ é uma constante, f (x) e ¢ - § (z) tem mdximo e minimo
valores para os mesmos valores de x.

PROBLEMAS

1. Quer-se fazer uma caixa sem tampa de um pedaco quadrado
de lata, cujo lado mede a, cortando-se dos cantos da lata quadra-
dos iguais e depois dobrando convenientemente a parte residua.
Qual deve ser o lado dos quadrados cortados afim de que a caixa
encerre o rniximo volume?

SorLucio. Seja z = lado do quadrado cortado =

0 = altura da caixa;
q ————— l_ _{ entdo, a — 2z =lado do quadrado formando

{ : i o fundo da caixa;
| ' portanto V = (a—22)%z é o volume da caixa.
x[z a—-'———i—-_l_ Esta é a fun¢fio cujo méximo se procura. Aplicando a

regra, § 47, temos

Primeira Passo. % =(@—-2x¢—-4z(a — 21 =a*—8az + 12

Segundo Passo. A resolucio de a? — 8az + 12 2% = 0 fornece os valores

a a
{ti = = =
crtices z > © B

B evidente que z = % deve dar um minimo, pois neste caso a lata é toda
cortads nfo sobrando material para fazer a caixa. O outro valor critico z = %
fornece o volume méximo g_z%a , como se pode comprovar pela regra do § 47.
Logo, o lado do guadrado = ser cortade de cada canto da lata é um sexto
do lado da lata.

Deixa-se ao leitor neste, e ncs problemas seguintes, o tragado
do gréfico da func¢do.



§ 49 VALORES MAXIMO E MINIMO 71

2. Admitindo-se que a resisténcia de uma viga de segdo trans-
versa retangular varia na razdo direta da largura e do quadrado
da profundidade, que dimensdes deve ter uma viga a ser seriada
de um tronco de drvore de didAmetro d, para que seja a mals resis-
tente possivel ?

Sorugio. Se z = largura e y = profundidade, entio a viga
ters mdxima resisténcia quando a fungdo zy® for um méximo. Da d
figura, > = d* — z%; logo, devemos examinar a fungio
F@) =z(d?® — ).
Primeiro Passo. f'(z) = — 23° +d — 22 = &% — 3 22,

Segundo Passo. d* —322=0. .°. z= —i; = valor critico que dé um

méximo. Portanto, se a viga for serrada de modo que

Profundidade = ‘/% do didmetro do tronco,

e Largura = ‘[—;:do didmetro do tronco,
ela terd a méxima resisténcia.

3. Qual a largura do retdngulo de méxima 4rea que pode ser
inserito num dado segmento 044’ de uma pardbola ?
Sugestdo. Se OC =h, B =h—z e PP' =2y,

entdo a drea do retdngulo PDD'P’ é Y A __
20— )y, P .
Mas como P estd sobre a pardbola y%=2 pz, a fungio =Y
a ger examinada é ON B / CX
j@=2(h-2v2pz 3 N
ISP S

Resp. Largura = %h.

4. Achar a altura do cone de miximo volume inscritivel numa
esfera de raio r.

Sugestdo, Volume do cone = %—mc?y. Mas
2 =BCXCD=y@2r —y);
logo, a func¢do a ser examinada &

fly) = %ﬁ 2r -y

Resp. Altura do cone =

ol

5. Achar a altura do cilindro de méximo volume inscrit{vel num
dado cone circular reto.
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SuceEstio. Seja AC =re BC = h. Volume do ci-

B lindro = w2?y.
Mas dos tridngulos semelhantes ABC e DBG,
riz=h:h—y . . z=%_y)-

Logo, a func¢do a ser examinada é

W) =5yt~ o

Resp. Altura = —%— h.

6. Cada um dos trés lados de um trapézio é igual a 10 cm.
Qual o comprimento do quarto lado para que a 4rea seja mixima.
Resp. 20 cm.

7. Qual a razio entre os lados de um terreno retangular de 4rea
dada para que ao muri-lo e a seguir dividi-lo em dois por um muro
paralelo a um dos lados, seja minimo o comprimento total dos
muros. Resp.: 2/3.

8. Quais devem ser as dimensdes de um jardim retangular de
432 m? de 4rea para que ao muri-lo gaste-se o minimo possivel,
sabendo-se que o vizinho do lado paga a metade pelo muro que limita
sua propriedade. Resp. 18 m X 24 m.

9. Um fabricante de rddio acha que pode vender = aparelhos
por semana a p cruzeiros cada, onde 5z = 375 — 3p. O custo
da producgdo é (500 + 15z + %o:f) cruzeiros. Mostrar que se
obtém o méximo lucro quando a produgio é aproximadamente de
30 aparelhos por semana.

10. Supondo-se no problema anterior que a relagéo entre x e p
seja

x=100—20‘/—§,

mostrar que o miximo lucro é obtido quando o fabricante produz
aproximadamente 25 aparelhos por semana.

11. Suponha-se no problema 9 que a relagio entre z e p €
z? = 2500 — 20 p.

Quantos instrumentos devem se produzidos semanalmente para que
haja méximo lucro?
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12. O custo total da produgio de x artigos por semana 6
(azx? + bz + ¢) cruzeiros e o prego (p cruzeiros) de venda de cada
um déles é p = 8 — az?. Mostre que o maximo lucro é obtido
quando a produgdo é

Var—3aB—-b) —a
z= .
da

13. No problema 9 suponhamos que incida sobre cada aparelho
um imposto de ¢ cruzeiros. O fabricante acrescenta o imposto ao
custo de produgdo e determina a produ¢io e o custo nas novas con-
digoes.

(a) Mostre que o prego cresce pouco menos que a metade do
imposto.

(b) Exprima a receita proveniente do imposto em fungdo de
t e determine ¢ para que ela seja mixima.

(¢) Mostre que o prego aumenta aproximadamente 33 por cento
quando vigora o imposto { determinado em (b).

14. O custo total de producio de z artigos por semana é (az® +
+ bz + ¢) cruzeiros, incluidos os impostos de ¢ cruzeiros por artigo.
O prego (p cruzeiros) de venda de cada artigo é p = 3 — ax. Mostre
que o imposto fornece a méxima receita quando t =3 (8 — b)e
que o aumento no pre¢o é sempre menor que o imposto.

Nota. Nas aplicagdes em Economia a, b, ¢, @ e $ sio ntmeros positivos.

15. Uma siderirgica pode produzir z toneladas por dia de ago
de baixo teor e y toneladas por dia de ago de alto teor, onde y =
40 —
= W_—sf Se o prego no mercado do de baixo teor é metade
que o de alto teor, mostrar que aproximadamente 5% toneladas do
de baixo teor é a producfio didria que fornece a méxima renda.

16. Uma companhia telefénica acha que tem Cr$ 300,00 de
lucro liquido por aparelbo se tem 1000 assinantes ou menos por es-
tagio. Se h4 mais de 1000 assinantes, o lucro por aparelho decresce
de 20 centavos para cada assinante acima daquele nimero. Quantos
assinantes dard o méximo lucro liquido ? Resp. 1250.

17. O custo da manufatura de um dado artigo é p cruzeiros e
o nimero de artigos que pode ser vendido varia na razdo inversa



74 VARIAS APLICACOES DA DERIVADA car. V

da raiz n-egésima do prego de venda. Qual deve ser este para que o
lucro liquido seja méximo.

np
Resp. ——-
P n—1
18. Qual deve ser o didmetro de uma panela de aluminic com
capacidade de 58cm?, cuja constru¢do requer o minimo de aluminio
(a) se a panela ndo tem tampa, (b) se tem tampa.

' (462 :

Resp. (a) - 5,29 cm; (b) 4,20 cm.

19. A 4rea lateral de um cilindro circular 0 é 47 m?2 Do
cilindro corta-se um hemisfério cujo didmetro é ig .l ao didmetro do
cilindro. Achar as dimens@es do cilindro para e o volume res-
tante seja maximo ou minimo. Determinar se um méximo ou
um minimo.

Resp. Raio = 1cm, altura = 2 cm; maximo.

20. Dentre os retdngulos de lados paralelos aos eixos coordena-
dos e inscritiveis na figura limitada pelas duas parédbolas 3y = 12 —
— x% 6y = x° — 12, achar a 4rea do de méxima 4rea. Resp. 16.

21. Dois vértices de um retdngulo estdo sobre o eixo dos zz,
os outros dois sobre as retas y =2z e 3z 4+ y = 30. Para que
valor de y serd mixima a 4rea do retdngulo ? Resp. y = 6.

22. Uma base de um trapézio isésceles é o didmetro de um cir-
culo de raio a e as extremidades da outra base estio sdbre a circun-
feréncia do circulo. Achar o comprimento da outra base se a 4rea
¢ méxima. Resp. a.

23. Um retAngulo € inscrito num segmento parabélico e tem
um dos lados sobre a base do segmento. Mostrar que a razdo entre

a 4rea do retdngulo de 4rea méxima e a dres do segmento

s L

V'3

24. A resisténcia de uma viga retangular varia na razfo direta
da largura e do quadrado da altura. Achar ss dimenstes da viga
mais resistente que pode ser construida com um tronco de 4rvore
cuja se¢do transversa, é uma elipse de semi-eixos a € b.

2
Resp. Largura = 2b \/é ; altura = 2a J——; .
[>]
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25. A resisténcia de uma viga retangular varia como o produto
da largura pelo cubo da altura. Achar as dimensdes da viga mais
resistente que pode ser cortada de um tronco cilindrico cujo raio é a.

Resp. a X a \/3.

(m24-1) x?
800
onde a arigem é o ponto do qual a bola é lancada e m € o coeficiente
angular da curva na origem. Para que valor de m a bola atingird
(@) a mixima distincia sobre o mesmo nivel horizontal, (b) a mixima
altura sobre uma parede vertical distante de 300 pés.

Resp. (a) 1; (b) 4/3.

27. Uma janela de perimetro p tem & forma de um retingulo
encimado por um tridngulo retangular isdsceles. Mostrar que a
luz pela janela é mdxima, quando os lados do retingulo sio iguais
a0s lados do tridngulo.

26. A equagio da trajetéria de uma bola é y=mz—

28. Dada a soma das 4reas de uma esfera e um cubo, mostrar
que a soma dos seus volumes serd minima quando o didmetro da
esfera for igual & arvesta do cubo. Quando é que é mdixima a soma
dos volumes?

29. Achar as dimensdes do maior retdngulo inscrit{vel na elipse

2 2 - -
22 2/2:]. Resp. a2 X b2

30. Dentre todos os retAngulos com base sébre o cixo dos zzx

. . N 8 at
e com dois vértices sobre a curva de equacdo y = T rda (V.
figura no Capitulo XXVI), achar o de mixima 4rea.

Resp.  Area 4a.

31. Achar a razdo entre a drea da menor elipse que pode ser
circunscrita a um retingulo e a drea do retdngulo. A 4drea de uma
elipse é mab, onde a e b sio os semi-eixos. Resp. .

32, Os dois vértices inferiores de um trapézio isbsceles sdo o0s
pontos (—6,0) e (6,0). Os dois vértices superiores estdo sobre a
curva 2?4+ 4y = 36. Achar a 4rea do mdximo trapézio nestas
condigdes. Resp. 64.

33. A distancia entre os centros de duas esferas de raios a e b
respectivamente é ¢. Achar de que ponto P sobre a reta dos cen-
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tros AB vé-se o méximo de superficie esférica (A 4rea da super-.
ficie de uma zona de altura h é 2 7rh, onde r é o raio da esfera).

8
ca?®

8 8

az + b2

Resp. unidades de A.

34, Achar as dimensdes do méximo paralelepipedo com base
quadrada que pode ser cortado de uma esfera de raio r.

Resp. h = —g—r V3.

35. Dada uma esfera de raio 6, calcular a altura de cada um
dos seguintes s6lidos:

(a) cilindro circular reto de méximo volume inscrito na esfera;

(b) cilindro circular reto de mdxima 4rea total inscrito na
esfera;

(¢) cone reto de minimo volume circunscrito na esfera.
Resp. (a) 4/3; (b) 6,31; (c) 24.

36. Prove que uma barraca conica de dada capacidade neces-
sita do minimo de fazenda quando a altura é \/5 vezes o raio da base.
Mostre que quando a fazenda é estendida no chio tem-se um cir-
“culo do qual se cortou um setor de 152°9’. Quanta fazenda é neces-
saria para uma barraca de 10 pés de altura ?

Resp. 272 pés quadrados.

37. Dado um ponto sobre o eixo da paribola y? = 2 pz i dis-
tncia @ do vértice, achar a abscissa do ponto sobre a curva que
é 0 mais préximo do ponto dado. Resp. z=a — p.

38. Achar sbbre a curva 2y = z? o0 ponto malis proéximo do
ponto (4, 1). Resp. (2, 2).

39. Sendo PQ o maior ou 0 menor segmento que pode ser tra-
cado do ponto P (a,b) & curva y = f (z), provar que a reta PQ é
perpendicular 4 tangente & curva em Q.

40. Uma férmula de eficiéncia de um parafuso é E= M;—:;%To),
onde § é o Angulo de fricgdo e b o passo do parafuso. Achar h para
méxima eficiéncia. Resp. h = secf — tgh.

41. A dist4ncia entre duas fontes de calor A e B com intensi-
dades a e b respectivamente, é I. A intensidade total do calor num
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ponto P entre A e B é dada pela férmula

P B
2t T (- 2)?
onde z é a distidncia de P a A. Para que posi-
¢io de P serd mais baixa a temperatura ?
1
a®l
Resp. z = < 1
at -+ b3

42. A base inferior de um trapézio isbésceles é o eixo maior de
uma elipse; as extremidades da base superior s2o pontos da elipse.
Mostrar que o maximo trapézio deste tipo é tal que 0 comprimento
da base superior é metade do da base inferior.

43. Dentre todos os tridngulos is6sceles de vértice em (0, b),
inscritos na clipse b%c? + a?y? = a%h?, achar a base do de drea m4-
xima. Resp. 2y+b=0.

44. Achar a base e & altura do triAngulo isésceles de 4rea mi-
nima que circunscreve a elipse b%x? + a?y? = a?? e cuja base é para-
lela ao eixo dos zz. Resp. Altura 3b; base 2¢ V3.

45. Seja P (a,b) um ponto do primeiro quadrante. Pelo ponto
P tracemos uma reta cortando os semi-eixos positivos OX e OY nos
pontos A e B respectivamente. Calcular os segmentos determinados
sbbre OX e OY nos seguintes casos:

(a) quando a irea OAB é mfinima;

(b) quando o comprimento AB é minimo;

(¢) quando a soma dos segmentos determinados sbbre os
semi-eixos é minima;

(d) quando a distdncia de O a AB é méxima.
1 2 2 1
Resp. (a) 2a, 2b; (b) a+ a® b3, b+ as bs;
—_— 2 2 2 2
(©) a4+ Vab, b + Vab; (@) = _Zb , = -l{;b -
50. — Derivada como velocidade de variacdo. No § 23 a
relagdo funcional

(1) y = x?

deu como razdo entre os correspondentes acréscimos

@ %=2x+A:c.
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Quando z = 4 e Az = 0,5, (2) fornece

Ay _

(3) Ay = &5

Dizemos, entfio, que a velocidade média de variacio de y em re-
lagfio a z, ou que a rapidez média de variagdo de y em relagdo a z,
é igual a 8,5 quando z cresce de * = 4 para z = 4,5.

Em geral, a razo

(4) i—z = velocidade (ou raprdez) média de variagdo de y em re-
lagdo a = quando x varia de z a z + Az.

Velocidade de varia¢@o constante. Quando

4 y=oar+b,
temos % = a,

isto é, a velocidade média de variagio de y em relagio a = é igual
a @, coeficiente angular da reta (4), e constante. Neste caso, e s0-
mente neste, a variagdo de y (= Ay), quando z varia de qualquer
valor z para = + Ax € igual ao produto da velocidade de variagdo
a pelo acréscimo Az.

Velocidade de variagdo instant@nea. Se o intervalo de z a z +
+ Az decresce e Az — 0 entdo a velocidade média de variagdo de
y em relagdo a z neste intervalo tende & wvelocidade de variagdo ins-
tantdnea de y em relagio a x. Logo, pelo § 24,

(B) %— = velocidade (ou rapidez) de variagio instanidnea de y em
relagdo o = para um dado valor de x.
Por exemplo, de (1) acima,

dy
5) e 2z.
Quando z = 4, a velocidade de variagdo instantinea de y é 8
unidades por unidade de variagio de z. O térmo “instanténeo”
é muitas vezes omitido em B.

_ Interpretagio geométrica. Tracemos, como na figura, o gréfico
de
(6) y=f().
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Quando = cresce de OM para ON, y cresce
de MP para N@Q. A velocidade de varia-
¢do média de y em relagdo a z é igual ao
coeficiente angular da reta PQ. A velo-
cidade de wvariagio Instantdnea quando
z = OM éigual ao coeficiente angular da
tangente PT. Logo:

A velocidade de variacdo instantdnea de y em P (z,y) é igual &
velocidade de variagio de y ao longo da tangente em P.

Quando z = xz,, a velocidade de vaiia¢io instantinea de y, ou
I (z), por (6), é f' (xo)- Se x varia de z, para z, + Az, a variagdo
evata de y ndo é igual a f' (z5) Az, a nio ser que f’ (z) seja constante,
como em (4). Veremos mais tarde, contudo, que este produto
é aproximadamente igual a Ay quando Ax é suficientemente pe-
queno.

51. Velocidade num movimento retilineo. B importante
nas aplicacées a velocidade de va-
ria¢io em relagdo ao tempo. Neste
caso estid, por exemplo, a veloci-
dade num movimento retilineo.

Consideremos o movimento retilineo de um ponto P sbbre a
reta AB. Seja s a distdncia de P a um dado ponto fixo — digamos
0 — num dado instante {. A cada valor de ¢ corresponde uma po-
sigdo de P e portanto uma distincia (ou espago) s. Logo, s é uma
fun¢io de ¢ e podemos escrever

s = ().

Demos a t um acréscimo At¢; entdo s receberd um acréscimo As, e

(1) i—f = velocidade média

de P (quando o ponto se move de P para P’) no intervalo de tempo
Af. Se P se move uniformemente (isto é, com velocidade cons-
tante), a razdo acima terd o mesmo valor para todo intervalo de tempo
e é a velocidade em cada instante.
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Para o caso geral de um movimento de natureza qualquer, uni-
forme ou ndo, definimos a velocidade num dado instante como o limite
da velocidade média quando At tende a zero, isto é,

ds
(C) U=E.

A velocidade num dado instante é a derivada da distancia (= es-
pago) em relagdo ao lempo, calculada nésse instante.

Quando v € positiva, a distincia 8 é uma fungfo crescente de ¢
e o ponto P se move na diregdo AB. Quando v é negativa, s é uma
fungdo decrescente de { e P se move na direcio BA. (§ 45).

Para mostrar que esta definigio de velocidade est4 de acordo
com a que j4 tinhamos intuitivamente, procuremos a velocidade de
um corpo que cai, no fim de dois segundos.

A experiéncia mostra que um corpo que cal livremente da po-
sicdo de repouso num véicuo perto da superficie da terra segue apro-
ximadamente a lei

(2) § =404,

onde s = altura da queda em metros, ¢t = tempo, em segundos.
Aplicando a Regra Geral (§ 27) 4 funcéo (2), temos:

Priverro Passo. s+ As=4,9( 4+ A2 =498+ 9,8¢. At +

+ 4,9 (An)e.

SEcouNDO Passo. As = 9,8t . At + 4,9 (A,

TercoEIRO Passo. %ti = 9,8t + 4,9At = velocidade média
no inlervalo de
tempo At.

Fazendo ¢ = 2,

(3) % = 19,6 + 4,9 At = velocidade médiano

intervalo de lem-
po At depois de
dots segundos de
queda.

Nossa nogdo intuitiva de velocidade nos diz logo que (3) nio
pode dar a velocidade nojfim dedois segundos, pois mesmo que At
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seja muito pequeno — digamos ﬁ ou ﬁ/d_e um  segundo, (3)
continua dando somente a wvelocidade média durante o correspon-
dente pequeno intervalo de tempo. O que entendemos, pois, por
velocidade no fim de dois segundos é o.limite da velocidade média
quando At diminui tendendo a zero, no caso atual, 19,6 metros por
segundo, como resulta de (3). Assim, a no¢io de velocidade que
adquirimos com a experiéncia, envolve a idéia de limite, ou
v = lim As = 19,6 m por segundo.
A0 At

52. — Velocidades inter-relacionadas. Em muitos problemas
aparecem diversas varidveis, sendo cada uma delas uma fungéo do
tempo, relacionadas entre si pelas condigdes do problema. As re-
lagbes entre as velocidades de variagfio, em relagdo ao tempo, das
varidveis sfo obtidas por derivagfo.

A regra abaixo é muito 1itil na resolucéo destes problemas.

PriMeIro Passo. Trace uma figura ilustrando o problema. In-
digue por %z, Y, 2, elc. as grandezas que variam com o lempo.

SEGUNDO Passo. Oblenha uma relagdo enire as varidveis, vdlida
em cada instante.

TERCEIRO Passo. Derive em relag¢do ao tempo.

QuarTO Passo. Faga uma lista dos dados e das incbégnitas.

QuiNTo Passo. Substitua as grandezas conhecidas no resultado
que achou por derivagdo (lerceiro passo) e resolva a equacdo assim
_obtida.

PROBLEMAS

1. Um homem anda & razdo de 5 milhas por hora em dire¢do
4 base de uma torre de 60 pés de altura. Com que rapidez ele se
avizinha do topo quando estd a 80 pés da base da torre?

Sovugio. Aplicando a regra acima,

Primeiro Passo. Tracemos a figura. Sejam z = distfincia entre o homem
e a base, y = distdncia entre 0 homem e o tépo da torre, em cada instante.

Segundo Passo. Como temos um tridngulo retdngulo,

¥ = & + 3600.
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Terceiro Passo. Derivando, obtemos

@ - =

l—e0 ——l
(3]
£
l x
I
[ &)
131
[=}
=

M .
Isto significa que, em cada instante,

(Velocidade de variagio de y) = % vezes (velocidade de variagfo de z).

Quarto passo. z = 80, (fi—a; = — 5 milhas por hora
= — 5 X 5280 pés por hora.
y = V22 + 3600
dy
= Wo_o
100 2
Quinto Passo. Substituindo em (1),
dy 80
a = 100 X 5 X 5280 pés por hora

= — 4 milhas por hora. Resp.

2. Um ponto move-se sobre a pardbola 6 y = 22 de modo tal
que quando z = 6 a abscissa cresce com a velocidade de 2 em por
segundo. Com que velocidade cresce a ordenada nesse instante?

Sovugio. Primeiro Passo. Desenhemos a pardbola

Segundo Passo. 6y = 2%
. dy dz
Terceiro Passo. 6 &S 2IE , ou
dy =z dz
@ a3 a4

Ol X
Isto significa que, em cade ponto da pardbola,

(velocidade da ordenada) = % vezes (velocidade da abscissa)

Quarto Passo. z = 6. %"‘ti = 2 c¢m por segundo.
22 dy
y="% = 6. u = ?

Quinto Passo. Substituindo em (2),

) = s X 2 = 4 cm por segundo. Resp.
dt 3
Do primeiro resultado notamos que no ponto P (6, 6) a ordenada varia duas
vezes mais ripidamente que a abscissa.
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d .
No ponto P’ (— 6, 6), tem-se d—z‘l = — 4cm por segundo, e o sinal menos

indica que a ordenada é decrescente quando a abscissa cresce.

3. A dilatagdo pelo calor de um prato circular de metal é tal
que o raio cresce com a velocidade de 0,01 em por segundo. Com
que velocidade de variagido cresce a drea do prato quando o raio
tem 2cm?

soLUGX0. Seja z = raio e y = drea do prato.

Entiao
y = wzl
dy dzx

=27z — .

®) dt at

Portanto, em cada instante a drea do prato cresce, em ¢m quadrados, 2 7 z vezes
majs ripidamente que o raio em cent{metros.

d
z=2, d—f=0,o1, B _

Substituindo em (3),

Z—z =21 X 2 X 0,01 =0,04 mcm? por segundo. Resp.

4. A 12 pés de altura de um passeio reto e horizontal, estd
presa uma fonte de luz. Sobre o passeio e afastando-se da fonte
com a velocidade de 168 pés por minuto, caminha um rapaz de 5 pés
de altura.

Com que rapidez varia o comprimento da sombra do rapaz?

Sovugio. Seja z = distAncia do rapaz de um ponto situado diretamente
sob a Iuz L e y = comprimento da sombra do rapaz.

Da figura,
L y:y+z=5:12,
ou y = 5 z
y 7
7 " Derivando @ _5 d_z ;
dt 7 dt’
g M P portanto, a rapidez com que varia o comprimento da som-

bra sio os 5/7 da rapidez com que anda o rapaz, ou 120
pés por minuto.

5. Um ponto move-se sobre a paridbola y? = 122 de modo a
que sua abscissa cres¢a uniformemente na razio de 2cm por se-
gundo. Em que ponto crescem a abscissa e ordenada com igual
rapidez ? Resp. (3, 6).
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6. Ache os valores de z para os quais a velocidade de va-
riagao de
2 — 12224 452 — 13
é nula. Resp. 3 e 5.

7. Faz-se a atracagdo de um barco cujo tombadilho estd 12
pés abaixo do nivel do cais por um cabo passando por uma argola
no assoalho do cais. O cabo é arrastado por um guindaste na razio
‘de 8 pés por minuto. Qual a rapidez com que se move o barco
quando estd a 16 pés do cais? Resp. 10 pés por minuto.

8. Um barco estd preso pelo cabo de um guindaste situado
20 pés acima do nivel em que o cabo se prende no barco. Este
afasta-se 8 pés por segundo. Com que rapidez se desenrola o cabo
quando o barco esti a 30 pés do ponto diretamente situado sob o
guindaste ? Resp. 6,66 pés por segundo.

9. Uma extremidade de uma escada apéia-se num muro per-
pendicular ao plano onde est4 a outra extremidade. O pé da es-
cada é afastado da parede A razio de 3 cm por minuto. Pergun-
ta-se: (a) Com que rapidez desce o topo da escada quando o pé estd
& 14 cm da parede; (b) quando o pé e o topo se movem com igual
rapidez; (c) quando desce o topo & razéo de 4 cm por minuto.

Resp. (a) -;— cm por minuto; (b) quando a 25 V2 cm do
muro; (¢) quando a 40 cm do muro.

10. Um navio dirige-se para o sul com a velocidade de 6 km
por hora; outro para o este com 8 km por hora. As 16 horas o se-
gundo passs pelo ponto onde o primeiro estivera duas horas antes.
Pergunta-se: (a) como variava a distdncia entre eles as 15 horas;
(b) como as 17 horas; (c) quando a distdncia nfo variava.

Resp. (a) Decrescendo 2,8 km.p.h.; (b) crescendo 8,73
km.p.h.; (c¢) 15 h. 17 minutos.

11. O lado de um tridngulo equildtero mede a cm e cresce k cm
por hora. Com que velocidade cresceri a drea do tridngulo ?
Resp. 2ak A/3 em? por hora.

12. A aresta de um tetraedro regular mede 10 cm e cresce 0,1 cm
por minuto. Com que velocidade crescerd o volume do tetraedro?

13. Se num determinado instante as dimensdes de um ret4n-
gulo 850 a e b e variam com velocidades m e n respectivamente, mos-
trar que a 4rea do retidngulo varia com a velocidade an 4 bm.
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14. Num determinado instante as trés dimensdes de um para-
lelepipedo retdngulo sdo 6 cm, 8 cm, e 10 cm e crescem com as velo-
cidades de 0,2 cra por segundo, 0,3 em por segundo, 0,1 cm por se-
gundo respectivamente. Com que velocidade crescerd o volume do
paralelepipedo?

15. O periodo (P seg.) de uma oscilagio completa de um pén-

dulo de comprimento ! pol. é dado pela férmula P = 0,324 V1.
Achar a velocidade com que varia o perfodo em relagdo ao compri-
mento quando I = 9 pol. Por meio deste resultado dar aproxima-
damente a variacio de P causada pela variacdo de ! de 9 para
9,2 pol. _

Resp. 0,054 seg por pol; 0,0108 seg.

16. O didmetro e a altura de um cilindro reto regular sio num
determinado instante 10em e 20 cm respectivamente. Se o dii-
metro crescer 1cm por minuto, como variard a altura do cilindro
se seu volume permanecer constante?

Resp. Decrescerd 4 em por minuto.

17. O raio da base de um cone cresce 3 cm por minuto e sua
altura decresce 4 cm por minuto. Como variard a 4rea total do
cone quando o raio for igual a 7 cm e a altura 24 cm.

Resp. Crescerd 96w cm? por minuto.

18. Um cilindro de raio r e altura h tem um hemisfério de raio r
colocado em cada extremidade. Se r crescer 3 cm por minuto, como
devers h variar para manter o volume do corpo o mesmo que no ins-
tante em que r € igual a 10cm e A igual a 20 cm.

19. Deixa-se cair uma pedra num pogo e, ¢ segundos depois,
outra. Mostrar que a distdncia entre as pedras cresce com a velo-
cidade de f.g pés por segundo.

20. Um baldo contém 1000 pés cibicos de gis 4 pressio de 5
libras por polegada quadrada. Se a pressio decresce na razio de
0,05 libras por polegada quadrada por hora, com que velocidade
cresce o volume (use a lei de Boyle: pv = ¢).

Resp. 10 pés cibicos por hora.

21. A lel adiabética para a expansio do ar § PVi4 = (C. Se
o volume observado num determinado instante, é igual a 10 pés
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ctibicos e a pressio é de 50 libras por polegada quadrada, como va-
riard a pressio se o volume decrescer de 1 pé cibico por segundo?
Resp. Crescerd 7 libras por polegada
quadrada por segundo.

22. Se y =4z — 2* e x cresce constantemente de 1/3 de uni-
dade por segundo, achar com que velocidade o coeficiente angular
da curva varia no instante em que z = 2.

Resp. Decrescendo 4 unidades por segundo.

23. De uma torneira cal 4gua em um vaso de forma hemisfé-
rica, com 14 cm de didmetro, 4 razdo de 2 em® por segundo. Com
que velocidade estd a dgua subindo: (a) quando ocupa a metade do
vaso? (b) quando comega a transbordar? (O volume do segmento
esférico é wrh? — —;-rha, onde & é a altura do segmento).

24. De um baldo esférico escapam 1 000 cm?® de gis por minuto.
No instante em que o raio é igual a 10 ecm: (a) com que velocidade
o raio decresce? (b) com qus velocidade a superficie decresce?
Resp. 200 em? por minuto.

25. Se r representa o raio de uma esfera, S a superficie e V

d
o volume, provar a relacdo — = ——- -

26. O leito de uma estrada de ferro forma com uma estrada de
rodagem um 4ngulo de 60°. Uma locomotiva estd a 500 m da in-
tersegdo e se afasta dela com a velocidade de 60 km por hora. Um
automoével estd a 500 m da interse¢do e para ela se dirige com a velo-
cidade de 30 km por hora. Qual é a velocidade de variagio da
distdncia entre a locomotiva e o automével?

Resp. Cresce 15 km por hora ou 15 \/gkm por hora.

27. Uma tina horizontal com 10 m de comprimento tem como
secdo vertical um tridngulo retdngulo isésceles. KEnche-se a tina
de 4Agua & razfio de 8 m® por minuto. Com que velocidade sobe a
superficie da dgua quando a mesma tem 2m de profundidade?

Resp. %m por minuto.
28. No problema 27, que volume de 4gua deve ser derramado

por minuto para que o seu nivel suba %m por min. quando a 4gua
tem 3 metros de profundidade?

29. Um recipiente horizontal com 12m de comprimento tem
como se¢do vertical, um trapézio. O fundo déste mede 3 m e seus
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lados s@o inclinados, em relagio & vertical, de um Angulo cujo seno
é %. Néste recipiente a 4gua estd sendo derramada & razio de
10 m3 por minuto. Com que velocidade sobe o nivel da 4gua quando
ela tem 2m de profundidade?

30. No Problema 29, com que velocidade a dgua deve ser reti-
rada do recipiente para quec o seu nivel baixe de 0,1 m por minuto
quando ela tem 3 m de profundidade?

31. A abscissa da intersecdo com o eixo dos zx da reta tan-
gente a0 ramo positivo da hipérbole 2y = 4 cresce de 3 unidades
por segundo. Seja B a interse¢io da mesma tangente com o eixo
dos yy. Achar a velocidade de B no fim de 5 segundos, sabendo-se
que a abscissa da interse¢do com o eixo dos zz parte da origem.

Resp. — ;—gunidades por segundo.

32. Um ponto I’ se move ao longo da pardbola y? = z de modo
que sua abscissa cresga na razio constante de k unidades por se-
gundo. A projegio de P sbdbre o eixo dos zz é M. Com que velo-
cidade varia a drea do tridAngulo OMP quando P estd no ponto para
o qual z = a? B

Resp. %Ic A/ unidades por segundo.

OUTROS PROBLEMAS

1. Retdngulos inscritos na 4rea limitada pela pardbola y?=16z
e a sua corda focal perpendicular a0 eixo e tais que um de seus lados
esteja sempre sobre a corda focal, servem de base a paralelepipedos
retdngulos cujas alturas sdo sempre iguais is do lado paralelo ao
eixo dos xz. Achar o volume do maior désses paralelepipedos.

Resp. 20+/5=173217.

2. Dentre as elipses simétricas em rela¢do aos eixos coorde-

nados, passando pelo ponto fixo (h, k) achar a de 4rea minima.
Resp. kx® 4+ h?y? = 2 h2k2.

3. A curva 2f — 3zy + y* = 0 tem um- trecho no primeiro
quadrante siruétrico em relagio & reta ¥y = z. Tridngulos isbsceles
tendo um vértice comum na origem e bases sobre a reta z + y = a,
estdo inscritos nesse trecho. Para que valor de a se obtém um tri-
angulo de 4rea méxima. .

Resp. 3 (1 4+ 4/13) = 2,303.

4. De um ponto P, do primeiro quadrante, situado sobre a

curva ¥ = 1T — z?%, tragou-se uma tangente, que cortou os eixos coor-
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denados em 4 e B. Achar a posi¢io de P para a qual AB é um
minimo.
Resp. Ordenada = %..

5. O custo da construgio de um edificio é $50.000 para o pri-
meiro pavimento, $52.500 para o segundo, $55.000 pars o terceiro
e assim sucessivamente. Outras despesas (terreno, plantas, ali-
cerces, ete.) importam em $350.000. A renda liquida anual de cada
pavimento é $5.000. Que ndmero de pavimentos proporcionard o
maior rendimento neste investimento?

Resp. 17.

6. O consumo de um artigo, que se vende aos quilos, é inversa-
mente proporcional ao imposto que incide sobre ele. Sabendo-se
que o consumo é de m quilos quando o artigo nio é taxado e é de n
quando a taxa é de t cruzeiros por quilo, achar a taxa que deve ser
‘mposta a cada quilo para se ter a mixima renda possivel.

7. Um tridngulo ABC é formado por uma corda BC da pari-
bola y = k z? e as tangentes AB ¢ AC em cada extremidade da corda.
Se BC permanece perpendicular ao eixo da paribola e se aproxima
do vértice com a velocidade de 2 unidades por segundo, achar a
velocidade de variagio da 4drea do tridngulo quando a corda BC
estd a 4 unidades do vértice.

8. Um tanque cilindrico vertical de raio igual a 10 polegadas
tem um orificio de raio igual a 1 polegada em sua base. A veloci-
dade com a qual a 4gua contida no tanque escapa é dada pela fér-
mula v? = 2 gh, onde h é a profundidade da 4gua e g é a aceleragio
da gravidade. Qual é a rapidez de variagio da velocidade?

Resp. Decresce %og pés por segundo quadrado.

9. Uma luz dista 20 pés de uma parede e estd 10 pés acima do
centro de um corredor que ¢ perpendicular & parede. Um homem
com 6 pés de altura percorre o corredor ewm direcfo & parede com a
velocidade de 2 pés por segundo. Quando ele estd a 4 pés da pa-
rede, com que velocidade a sombra de sua cabega se move na pa-
rede ?

Resp. % de pé pe- -ecundo
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DERIVACAO SUCESSIVA E APLICACOES

53. Defini¢c3o de derivadas sucessivas. Vimos que a deri-
vada de uma fun¢io de z é também uma fung¢do de z. Esta nova
fung¢io pode também ser derivdvel e neste caso a derivada da deri-
vada primeira é chamada derivada segunda. Semelhantemente, a
derivada da derivada segunda chama-se derivada terceira e, assim
sucessivamente, a derivada da derivada (n — 1)-egésima chama-se
derivada n-egésima. Por exemplo, se :

y =3z,
dy

- =12
7, = 1274,

d dy)_ \
dx (dx =36z,

d | d du)] _
dx[ (d:n 722, etc.

Notagio. Os simbolos para as sucessivas derivadas sio os se-

guintes:
a4 T
s ( ) dxz’ ) = a0 ¢

Para y = f (z), as derivadas sucessivas sgo indicadas também por

dy_,_, _dzy_//_n .
dl'_y_f(x)’ dIz_y —j (I’)J

ﬂ_ e o_ gt . dy (n)— (n)
o yr=pr@; TLoyw = )

No exemplo dadb acima é mais cdmoda a notagdo y = 3 74,
y =122,y =362, ¥y =72z, 4’V =72,

89
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54. Derivacio sucessiva das fungdes implicitas. Para
dy

ilustrar o que ficou dito acima acharemos vy da equagio da hi-
pérbole

(1) b2 — aly? = a??.

Derivando em relagio a z (§ 41).

dy
b — 2, 29 _
bir — 2a% 0z ,
ou
dy b
@) de ~ a’y’

Derivando de novo e lembrando que y é fungdo de

dy
2 2 - h2 2=
d2y a*yb bza e

dx? a4yz

Substituindo % pelo valor dado em (2)

bz
2h2y; — 2h2 _—
ab?y abx(azy) o br(b = a¥y)

dr? aty? a'y?

4y _

Mas, a equagdo dada fornece b2c? — a®y? = a2b?.

dy b
dx? ay’’
PROBLEMAS

Verifique os resultados abaixo

1. y=3x—22"+6z. d-l./=36-'02—127'3~
dz?
3 3
2. s = \/a-}-bt. ciTj= 3b 5 "
8(a + bt)r
s 1_a+bx dy _ dab?
VS T @zt~ (@— by
2
4. u= Va4 %: < 3
v (a + 1?7
22 d"y_ 2 a*

a+z° dx? (a+a)
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. ‘= ¢ d’s - (t+2)
= — A
V2i+1 dt 2t+ 1)?
- 222 _|4
=z v iv
7. f(@) = fv () = 1=a2p
R _ 2 dny— 2( l)nlﬁ/
YT rr dzv . (x4 L
N dy _ _»
9. x4 Y= .
dy 4 q?
2 = = - —"
10. y 4 az. 7 7
d2y b4 By 3 bsz
272 2,2 — q2h2 - : = —
1L bt a%y® = a’h? dz? ap’ dat aty®
dy h? — ab
12, ax?+4+ 2 hxy + by:=1. iz = —(h:c+by)3 .
d%y 2z
13. 22495 =1 dx2=_?'

d2y _ 2 y4 i ‘/C‘ZyQ j— x4
dz® x4 ’

14. 24 22%° = at

Nos exercicios 15 - 25 achar os valores de 3’ e ¢’ para os va,lores
dados is varidveis.

1
. — r_ no_ _= .
15. J—\/ax—l—\/a@,x—a. Resp. ' =0,y %a
16. y=NV25- 3z; z=23. y=_____g" y":_§§‘5~
17 y=zV2*+ 9z =4 y =%y =2
18. a*— 4y =9;,z2=5,y=2 y = %y”:——lgs,
19.  a*tdzy+y2+3=0; s =2,y=—1. y'=0, y' = —7.
200 y=@B—2z) z=1.
21, y=V1+2z2=4
2. y=Vaitd; z=2. 24, y+22y=16; z=3, y=2.
23, y=aV3z—2; x=2. 25 2—zy’+t=8;1=2, y=2.
. _ . d%y
Para as fungdes abaixo achar .
dx?
3 3 5
26. y=2x'——-: 29, y=2zVa -2

x
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x2
27. y= Tt 30. y*— 4zy = 16.
28. y=\3/2—3x. 31. 28 — 3azy + =03

55. — Concavidade

de uma curva. Quando
o ponto P (z, y) percorre
uma curva, o coeficiente
angular da tangente &  Of 7 X
curva no ponto P varia.
Quando a tangente estd abaixo da curva (Fig. a), o arco da curva
nas proximidades de P, é cOncavo para cima; quando a tangente
estd acima da curva (Fig. b), o arco é cOncavo para baixo. Na
Tig. a, o cocficiente angular cresce quando P descreve o arco AP’;
logo, f (r) é uma fungdo crescente de . Por outro lado, na Fig.
b, quando P descreve o arco @B, o coeficiente angular decresce e
f' (z) é uma fungdo decrescente. No primeiro caso, portanto, f/ (z),
é positiva, no segundo caso, negativa (§ 45). Temos, pois, o
seguinte critério para determinar o sentido da concavidade num
ponto.

O grdfico de y = f (x) é concavo para cima se a deriwada segunda
de y em relagdo a x é positiwva e cébncava para barxo se esta derivada
é negativa.

56. — Segundo método para o exame de maximos e mi-
nimos. Em A, na Fig. a do parigrafo precedente, o arco é cobn-
cavo para cima e a ordenada tem um méximo, isto §é, ' (z) =0,
7 (z) é positiva. Em B, na Fig. b, j/(z) = 0, f'' (z) é negativa.

Podemos, entdo, estabelecer condiges suficientes para méximo
e minimo valores de f(z) para valores criticos da varidvel, como
segue:

f(x) é um mdzimo se ' (x) = 0 e f’ (x) = numero negalivo.

f(x) é um minimo se ' (x) = 0 e f/ (x) = numero positivo.

Temos, pois, a seguinte regra prdtica para o exame de méximos
e minimos de uma funcio.

PriMEIRO Passo. Achar a derivada da fungdo.

SEGUNDO Passo. Igualar a derivada a zero e achar as rafzes reais
da equagdo oblida (os wvalores criticos da varidvel).

TerceIRO Passo. Achar a derivada segunda.
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QuarTo Passo. Substituir cada valor critico da varidvel na deri-
vada segunda. Se o resultado é negativo, entdo a fungdo tem um md-
ximo para esse valor critico; se o resullado é positivo, entdo a fungao
tem um minimo.

Quando f” (z) = 0 ou nido existe, o processo acima falha, em-
bora possa haver, eventualmente, miximo ou minimo para a funcéo;
néste caso, o primeiro método, dado no § 47, deve ser aplicado.
Usualmente, o segundo método nio falha e, se o processo de achar
a segunda derivada nio é muito longo ou monétono, é 8ste, geral-
mente, o método mais cémodo.

Exemplo ilustrativo 1. Apliquemos o método acima no exame da fungio

encontrada no exemplo desenvolvido na pigina 60.

Sovucgio. fl@) =22+ 4%2 .
2
Primeiro Passo. fle) =2z — % .
Segundo Passo. 2z —43—3 =0,
z = 6, valor critico
Terceiro Passo. '(z) =2+ 8—26%1
Quarto Passo. : Jey = +.
Logo f (6) = 108, minimo valor
Exemplo ilustrativo 2. Examinar 23 — 32> — 9z + 5 no que concerne 208
méximos e minimos. Usar o segundo método Y
P
SoLucio. fx)y=28—322 -9z +5. v
|
Primeiro Passo. @) =322 —6zx—9. :
4] X
Segundo Passo. 32 ~62—9=0;
portanto, os valores criticos sio z=—1¢ 3.
Terceiro Passo. '(z) =6z —6.
Quarto Passo. f"(—1) = — 12. B

. «f( —1) = 10 = (ordenada de A) = méximo valor
f7(8) = +12. .* . f(3) = — 22 (ordenada de B) = mfnimo valor.



94 DERIVACAQ SUCESSIVA E APLICAGOES cap.. VI

PROBLEMAS

Examinar cada uma das fung¢des abaixo, no que concerne aos
méximos e minimos.

1. a8+ 3x2— 2. z=— 2, d4 mix. = 2
z =0, dd min. = — 2,
2. 2*—3z+4. z = — 1, d4 méx. = 6.
z =1, d4 min. = 2.
3. 22— 3ax?*+d’. (a>0) z = 0, d4 méax. = a’.
z = @, min. = 0.
4. 2+ 122+ 32— 248 z = 2, d4 mix. = 22.
: z=— 1, d4d min. = — 5.
5. 3:5—29:2—4323- x=%,déméx.=-§--‘
r=—2 di min. = — 3.
6. 3at— 42— 122%+ 2. z = 0, dd méx. = 2.
z=—1,d4d min. = — 3.
z = 2, d4 min. = — 30.
7. ot — 42+ 4 z = 0, dd méx. = 4.
a:=:|:\/§,dé,min.=0
8 ar__ z = a, d4 mix. = 3.
: 2+ a? z = —a, dd min. = — 3.
8 xd
9. X+ 922+ 27x+4 9. 12, x9+3—Z-
10. 12z + 9z — 4 23
. y
11, z2(x — 4)% 13. xQ—F-

14, Deve-se fazer uma caixa retangular com base quadrada e
sem tampa. Achar o volume da méxima caixa que pode ser feita

com 1200 pés uadrados de material.
Resp. 4000 pés cibicos.

15. Deve-se construir um tanque de base quadrada e sem
tampa com capacidade para 125 m® de dgus. Sendo de Cr$50,00 o
prego do m? de material para as faces e de Cr$ 100,00 pzara o fundo,
quais as dimensdes para que o prego seja minimo.

Resp. Um cubo de aresta = 5m.

16. Deve-se fazer um canteiro com 800 m? e em volta um pas-
seio com 3 m de largura ao longo de dois lados paralelos e 6 ao longo
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dos outros dois. Quais devem ser as dimensdes do canteiro para
que a 4rea total do passeio e canteiro seja minima ?
Resp. 20m X 40 m.

17.  Um terreno retangular a conter uma dada 4rea deve ser
murado ao longo de trés dos seus lados. Mostre que a despesa com
o muro é minima quando o comprimento do lado ndo murado é o
débro do comprimento do outro lado.

18. Deve-se fazer uma tina de uma peca retangular de metal,
dobrando-se as quinas de modo a que uma se¢do transversa do sb-
lido obtido seja um retdngulo. Sendo 14 cm a largura da peca,
qual deve ser a profundidade da tina para que tenha mixima capa-
cidade. Resp. 3,5 cm.

19. Uma janela formada por wm retidngulo encimado de um
tridngulo equilitero tem 15 pés de perimetro. Achar as dimensoes
da janela, sabendo que por ela passa o méaximo de luz.

Resp. O retidngulo tem 3,51 pés de largura e 2,23 pés de altura.

20. Uma esfera de madeira pesa w quilos. Qual o peso do ci-
lindro circular reto mais pesado que se pode cortar de esfera.

w
Resp. —=quilos.
V'3

21. A geratriz de um cone circular é uma dada constante a.
Achar a altura se o volume é méiximo. Resp. %

22. Uma lata de gasolina consiste de um cilindro encimado por
um cone cuja altura = % do didmetro. Mostre que para uma dada

capacidade, tem-se o minimo de material necessirio & construgic
da lata quando a altura do cilindro € igual & altura do cone.

23. Dada a parabola y2 = 8z e o ponto P (6,0) sbbre o eixo,
achar as coordenadas dos pontos da paribola que mails se apro-
ximam de P. Resp. (2, £ 4).

24. Um tridngulo is6sceles tem 20 pés de base e 8 pés de altura.
Quais as dimensdes do maximo paralelogramo inscrito com um lado
sdbre a base do tridngulo, se o 4ngulo agudo do paralelogramo é
arc tg %? Resp. 5 pés X 10 pés.

25. Quer se cavar uma passagem do ponto A para um ponto
B, situado 200 pés abaixo e 600 pés a esquerda do ponto 4. O ter-
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reno é pedregoso abaixo do nivel de A e:arenoso acima. Sendo
de 5 cruzeiros por pé linear o preco da cavag¢do em ‘terreno arenoso
e de 13 cruzeiros em terreno pedregoso, achar o minimo prego du
empreitada. Resp. Cr$ 5400,00.

26. Uma folha de papel para cartaz deve conter 16 pés qua-
drados. As margens superior e inferior devem ter 6 polegadas e as
laterais 4 polegadas. Quais as dimensdes para que a 4irea impressa
seja maxima ? Resp. 4,90 X 3,27 pés.

27. Uma corrente elétrica atravessa uma bobina de raio r e
exerce uma forga F' sbbre um pequeno fmi cujo eixo estd numa reta
passando pelo centro da bobina e perpendicular ao seu plano. A

forga é dada por F = ;;, onde z é a distincia entre o centro
(r? + 2?7
da bobina e o fmi. Mostre que F é méxima para x = 3 7.

57. — Pontos de inflex3o. Um ponto de inflexdo sébre uma
curva separa arcos de concavidades voltadas para diregSes con-
trarias (V. § 53). _

Na figura abaixo, B é um ponto de inflexio. Quando o pon-
to que descreve uma curva passa por um ponto de inflexdo, a deri-
vada segunda muda de sinal e, se continua, deve anular-se no ponto;
logo, temos:

(1) Nos pontos de inflexzdo, f" (x) =0.

Entre as rafzes da equagdo f'/ () = 0 estdo as abscissas dos
pontos de inflexfo. . Para determinar a diregio da concavidade na
vizinhanga de um ponto de inflexdo, examine o sinal de f” (z), pri-
meiro, para valores de z ligeiramente menores que a abscissa do
ponto de inflexdo e, depois, para os ligeiramente maiores. Se f” (z)
muda do sinal + para o sinal —, a concavidade é para cima & es-

querda e para baixo 3 direita; em caso contri-

Y . . .
c rio, a curva é concava para baixo & esquerda e
4 B para cima 3 direita.
51 - Na vizinhanga de um ponto onde a curva é

céncava para cima (como em A) a curva fica
acima da tangente e num ponto onde a curva é cbneava para baixo
(como em C), a curva fica abaixo da tangente. Consequentemente,
num ponto de inflexdo (como B), a tangente atravessa a curva.
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Vamos dar uma regra para achar pontos de inflexdo de uma
curva de equagdo y = f ().

PriMEIRO Passo. Ache ' (z).

SecuNpo Passo. Iguale f' (z) a zero e ache as rafzes reais da
equagao.

TeRGLIRO Passo. Fizada wma destas rafzes, examine o sinal
de ' (x), primetro para valores ligeiramente menores que a raiz e
depois para valores ligeiramente maiores. Se f" (z) muda de sinal
ao passar de wm valor menor para um maior, entdo o ponto é de in-
Jlexdo.

: -
Se 7 (x) = 4+, a curva é céncava para cima “—=’.*
Se " (z) = —, a curve é concava para baizo 7~ .

Algumas vezes é conveniente fatorar f” (z) antes do Terceiro
Passo.

Admite-se que J' (z) e f” (z) sio contfnuas. A solugdo do Pro-
blema 2, abaixo, mostra como interpretar o caso em que f'(z) e
() sio ambas infinitas.

PROBLEMAS

Examinar as curvas seguintes no que concerne a pontos de in-
flexdo e concavidade

1. y=3z'— 42+ 1.

Sorugio. J@) =38zt —4234+1. Y

Primeiro Passo. f'(z) =36z —24z.

Segundo Passo. 362> — 24z =0.

.'.za%ez=0&z§.oasmizes. B

Terceiro Passo f2) =36z (z—2). ' ol
Sex <0,/ ()= +. X
Se 2 >2>0,§" (2) = — .

Portanto, a curva é concava para cima i esquerda e céncava para baixo
direita de £ = 0 (A na figura).

Quando 0 <z < 3 ,"(z) = —.

Quando z >% » (@) = +.

* Isto pode ser lemmbrado ficilmente se dissermos que um vaso modelado pela curva, quando
ests & clnce a para cima, contém (+) &gua e quando é cdncava para baixo entorna ( —) dgusa.
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Portanto, a curva é cOncava para baixo A esquerda e cdncava para cima &
direita de z = %— (B na figura).

Logo, os pontos 4 (0,1) e B (—i—, ;—;) sio pontos de inflexdo.

A curva é, evidentemente, cdncava para cima em todo ponto 3 esquerda de

A, cbncava para baixo entre A (0,1) ¢ B (% ,;—;) , € cOncava para cima em
todo ponto & direita de B.

2 (y— 2 =(z — 4).

Sovrugio. y=2+(z—4)3.
1a.2) . dy 1 '%
Primetro Passo. iz =3 (z—4) 8,
ol X s
&2 _5
i R

Segundo Passo. Para z = 4, as derivadas primeira e segunda sfo infinitas.

Terceiro Passo. z < 4, @ = 4.
dz?
d*y

z > 4, ‘y

Podemos, pois, concluir que a tangente e (4, 2) & perpendicular ao eixo dos

zz, que A esquerda de (4,2) a curva é céneava para cima e A direita para baixo;
logo, (4,2) é um ponto de inflexdo.

3. y =22 Resp. Concava para cima em
toda parte

4. Y=5—2z— z2 Céncava para baixo em
toda parte.

5. y=ad Cénecava para baixo & es-

querda e cOncava para
cima & direita de (0, 0).

6. y==zxi Cénecava para cima em
toda parte.
7. y=2z%— 3z2— 36 =+ 25. Céneava para baixo 4 es-

querda e cdncava para
cima & direita de z = 3.

by

1
8 y=24z?— z4 9. y=x+%. 10. y=x2+-;.

58. — Tragado de curvas. O método elementar de tragar uma
curva cuja equacdo é dada em coordenadas retangulares €, como
o leitor ji4 sabe, o de exprimir uma das varifveis, digamos ¥y, em
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fungdo da outra, digamos z, dar valores arbitririos a esta Gltima,
calcular os valores correspondentes de y, marcar os pontos (z, y)
que assim se obtém e, finalmente, tragar a curva passando por eles.
Este processo é muito laborioso e nem sempre aplicdvel pois pode
niao ser possivel exprimir uma das varidveis em funcfio da outra,
como no caso da equagdo de uma curva algébrica cujo grau seja
superior ao segundo. Como €, usualmente, a forma geral da curva
que se quer, o cilculo nos fornece meios mais poderosos que o acima
recordado para a determinagdo da forma de uma curva; de fato, a
derivada primeira fornece o coeficiente angular da curva em cada
ponto, a derivada segunda, a dire¢io da concavidade em cada inter-
valo. Combinados estes resultados, temos uma idéia da forma da
curva. Para ajuda ao estudante de como proceder neste sentido
damos abaixo a

Regra para o tragado de curvas (em coordenadas retangulares).

PriMEIRO Passo. Ache a derivada primeira; iguale-a a zero e
ache as rafzes reais da equagdo obtida. Como as abscissas dos pontos
de mdximo e minimo esldo enlre estas raizes, examine-as uma a uma.

SEcUNDO Passo. Ache a derivada sequnda; iguale-a a zero e
ache as ratzes reais da equagdo oblida. Como as abscissas dos pontos
de inflexdo est@o entre estas rafzes, examine-as uma a uma.

TercelRo Passo. Calcule as ordenadas correspondentes aos va-
lores das ratzes achadas nos dois primeiros passos. Calcule tantos pontos
quantos necessdrios para dar uma boa idéia da forma da curva. Faga
um quadro como o que fizermos para o problema desenvolvido abaizo.

QuarTto Passo. Marque os pontos delerminados e desenhe a
curva passando por eles, valendo-se, para 1sso, dos resultados fornecidos
pelo quadro.

Quando os valores das ordenadas calculadas sio grandes, é
melhor reduzir a escala sobre o eixo dos yy afim de que o desenho,
tragado dentro dos limites do papel usado, mostre a forma geral
da curva. Deve-se usar papel quadriculado. Os resultados devem
ser tabulados como nos problemas que resolvemos. No quadro, os
valores de z devem seguir um ao outro, crescendo algébricamente.

PROBLEMAS

Trace as curvas seguintes, fazendo uso da regra acima. Ache
também as equagdes da tangente e da normal em cada ponto de
inflexio.
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1. y=2—92*+242—-7.

Y
i h SoLugio. Pels regra acima.
! E Pyrimeiro Passo y' = 32% — 18z + 24,
| :. | 322 —-182z+4+24=0,
: 1\ : £=24.
N : r { Segundo Passo. y' =6z —18,
IR 6z—18=0,
: ' : : Terceiro Passo. z=3.
Pl
: II : ; T v v ‘ y”’ ‘ Observ. ‘ Concavidade
[ |
[7] —L : 0 7 + ‘ bai
- - n . - 8.
234 6 X 5 13 5 - mbs. 100 cAv. p ixo
3 11 —_ 0 pt. de infl.
4 9 0 + min. (
6 29 + + {‘ concay. p. cima

Quarto Passo. Marcando os pontos e tragando a curva, obtemos a figura
a0 lado. i

Para achar as equagdes da tangente e da normal no ponto de inflexfio’
Py (3, 11) use as férmulas (1), (2), § 43. Isto d4 3z 4 y = 20 para a tangente
e 3y — z = 30 para a normal.

2. 3y=2z2—32>2— 9z + 1L
Resp. Mix. (—1, %‘); min. (3,— 13@); ponto de inflexio, (1,0);
tangente, 4 z+y—4=0; normal, z—4y—1 = 0.

3. 6y=12—24x — 1522 — 2%,
Resp. Miéx. (— 1, %); min. (— 4, — %); ponto de inflexdo
(_ % ’ ;_g)

4. y=12z'— 8z
Resp. Méax. (0,0); min. (£ 2, — 16); pontos de inflexdo
(=2 V3, — %0).
5. y=>5bzx— 2
Resp. Mix. (1,4); min. (—1, —4); ponto de inflexdo (0, 0).
6z
2243
Resp. Méx. (V/3, v/3); min. (— /3, — v/3): pontos de inflexso
(=3, -9, 0,0, 6D

6. y=

7. y=1z2+4+ 622 18. ay=xz+ﬁ.
x

8. y=4+3z— 2%
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4
9. 3y=42x"- 18224+ 152. 19. a2y=a;3+%-.
10. y=(z— ay+0b.

b
11. 12y =(x—1)¢ —24(x—1)%. 20. a’y=a2a’+4 ;—2.

12.  y = z2(9 — z?).
8 a?

. =225— 522 21. = ——,

13