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Epreuve d�Analyse fonctionnelle

Exercice]1 (10 points)
1) Soit u 2 C1c

�
RN
�
:

a) On suppose que N = 1. Montrer que

kuk1 � ku0k1 :

b) Par récurrence sur N , montrer que

kuk N
N�1

�




 @u@x1





 1
N

1

: : :





 @u@xN




 1
N

1

:

c) Montrer que
kuk N

N�1
� kjrujk1 :

d) Soit 1 � p < N: Montrer qu�il existe CN;p ne dépendant que N et p tel que

kukp� � CN;p kjrujkp ;

avec p� =
Np

N � p:
2) Soit 1 � p < N: Montrer que

kukp� � CN;p kjrujkp ;

pour tout u 2 W 1;p
�
RN
�
(CN;p et p� sont donnés à la question précédente).

En déduire que l�injection de W 1;p
�
RN
�
dans Lq

�
RN
�
est continue pour tout q 2 [p; p�] :

Exercice]2 (10 points)
Soit

H2
0 (]0; 1[) =

�
v 2 H2 (]0; 1[) ; v (0) = v (1) = v0 (1) = v0 (0) = 0

	
l�espace de Hilbert pour la norme

jvjH2
0
=

sZ 1

0

(v00 (x))2 dx

qui est équivalente à la norme habituelle sur H2 (]0; 1[) :
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Soit f 2 L2 (]0; 1[) et c 2 C ([0; 1]) : On considère le problème suivant :

(P ) :

8<:
u0000 (x) + c (x)u (x) = f (x) ; 0 < x < 1;

u (0) = 0; u (1) = 0;

u0 (0) = 0; u0 (1) = 0:

1) En supposant que u 2 H4 (]0; 1[) ; donner la formulation variationnelle du problème (P ).
2) Montrer que cette formulation admet une unique solution sous de bonnes hypothèses sur
c que l�on précisera.
3) Montrer que cette solution est solution du problème (P ) :
4) Exprimer le problème (P ) comme un problème de minimisation.

BONNE CHANCE
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Corrigé
Exercice]1 (10 points)
1) a) Comme u 2 C1c (R) on a, pour x 2 R, u (x) =

R x
�1 u

0 (t) dt et donc

ju (x)j �
Z x

�1
ju0 (t)j dt � ku0k1 :

On en déduit bien kuk1 � ku0k1. (1 point)
b) La question précédente permet d�initialiser la récurrence, on a pour toute fonction u
appartenant à C1c (R), kuk1 � ku0k1. (0.5 point)
Soit maintenant N � 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant à C1c

�
RN
�
, on

a

kuk N
N�1

�




 @u@x1





 1
N

1

:::





 @u@xN




 1
N

1

:

Soit u 2 C1c
�
RN+1

�
. Pour x 2 RN+1 on note x = (x1; y)

t avec x1 2 R et y 2 RN . Pour
x1 2 R, l�inégalité de Hölder donneZ

RN
ju (x1; y)j

N+1
N dy =

Z
RN
ju (x1; y)j ju (x1; y)j

1
N dy

�
�Z

RN
ju (x1; y)j

N
N�1 dy

�N�1
N
�Z

RN
ju (x1; y)j dy

� 1
N

: (*)

On applique l�hypothèse de récurrence à la fonction y ! (x1; y) (qui est bien dans C1c
�
RN
�
,

on obtient

ku (x1; :)k
L

N
N�1 (RN )

�




 @u@x2 (x1; :)





 1
N

L1(RN )
:::





 @u

@xN+1
(x1; :)





 1
N

L1(RN )
:

D�autre part, en appliquant le cas N = 1 (démontré à la question (a)) à la fonction z !
u (z; y) (qui est bien dans C1c (R)), on a pour tout y 2 RN

ju (x1; y)j �




 @u@x2 (:; y)






L1(R)

;

et donc, en intégrant par rapport à y,Z
RN
ju (x1; y)j dy �





 @u@x1





L1(RN+1)

:

En reportant ces majorations dans (�) on obtient pour tout x1 2 RZ
RN
ju (x1; y)j

N+1
N dy �





 @u@x2u (x1; :)




 1
N

L1(RN )
:::





 @u

@xN+1
(x1; :)





 1
N

L1(RN )





 @u

@xN+1
(x1; :)





 1
N

L1(RN+1)
:
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En intégrant cette inégalité par rapport à x1 et en utilisant une nouvelle fois l�inégalité de
Hölder (avec le produit de N fonctions dans LN , on obtient bien l�inégalité désirée, c�est à
dire

kuk
N

N+1
N+1
N

�




 @u@x1





 1
N

1

:::





 @u

@xN+1





 1
N

1

;

ou encore

kukN+1
N
�




 @u@x1





 1
N+1

1

:::





 @u

@xN+1





 1
N+1

1

:

Ce qui termine la récurrence. (2 points)
c) La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmé-
tique de ces mêmes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité
de la fonction exponentielle). On en déduit que

kuk N
N�1

�




 @u@x1





 1
N

1

:::





 @u

@xN+1





 1
N

1

� 1

N

NX
i=1





 @u@xi





1

:

Comme



 @u@xi


1 � kjrujk1 pour tout i, on a bien

kuk N
N�1

� kjrujk1 : (2 points)

d) Pour p = 1, on a vu que CN;p = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N . On pose
� = p(N�1)

N�p (de sorte que � N
N�1 = p

�) et v = juj��1 u. Comme � > 1 et u 2 C1c
�
RN
�
, on a

aussi v 2 u 2 C1c
�
RN
�
. On peut donc appliquer le résultat de la question (c) à la fonction

v. On obtient �Z
RN
ju (x)jp

�
dx

�
N�1
N �

�Z
RN
ju (x)j�

N
N�1 dx

�
N�1
N � kjrvjk1 :

Comme jrvj = � juj��1 jruj, l�inégalité de Hölder (avec p et q = p
p�1) donne

kjrvjk1 = �


juj��1 jruj



1
� �



juj��1


q
kjrujkp :

Comme (�� 1) q = (��1)p
p�1 = p�, on a donc

kuk
p�(N�1)

N
p� =

�Z
RN
ju (x)jp

�
dx

�
N�1
N � � kuk

p�(p�1)
p

p� kjrujkp� :

Ce qui donne, avec CN;p = � =
p(N�1)
N�p

kukp� � CN;p kjrujkp : (2 points)

2) Soit u 2 W 1;p
�
RN
�
, il existe une suite (un)n2N de fonctions appartenant à C

1
c

�
RN
�
t.q.

un ! u dansW 1;p
�
RN
�
quand n!1. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy
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dans Lp
�
. Par unicité de la limite (par exemple dans L1loc

�
RN
�
cette limite est nécessairement

égale à u. On peut alors passer à la limite quand n!1 dans l�inégalité

kunkp� � CN;p kjrunjkp
et on obtient ainsi kukp� � CN;p kjrujkp pour tout u 2 W 1;p

�
RN
�
. Ceci donne l�injection

continue de W 1;p
�
RN
�
dans Lp

� �RN�. (1 point) L�injection continue de W 1;p
�
RN
�
dans

Lp
�
RN
�
est immédiate car kukp � kukW 1;p pour tout u 2 W 1;p

�
RN
�
. (0.5 point) Soit

maintenant q 2 ]p; p�[. Pour montrer que W 1;p
�
RN
�
s�injecte continûment dans Lq

�
RN
�
il

su¢ t d�utiliser l�inégalité classique suivante (qui se démontre avec l�inégalité de Hölder) avec
p < q < r = p�,

kukq � kuk
�
p kuk

1��
r ;

avec � = p(r�q)
q(r�p) 2 ]0; 1[. (1 point)

Exercice]2 (10 points)
1) On sait que u 2 H4 (]0; 1[) : Soit v 2 H2

0 (]0; 1[) ; en multipliant (P ) par v et en intégrant
entre 0 et 1; on obtient Z 1

0

u0000vdx+

Z 1

0

cuvdx =

Z 1

0

fvdx:

En intégrant une fois par partie et en utilisant le fait que v (0) = v (1) = 0; on obtient

�
Z 1

0

u000v0dx+

Z 1

0

cuvdx =

Z 1

0

fvdx: (1 point)

En intégrant une nouvelle fois par partie et en utilisant le fait que v0 (0) = v0 (1) = 0; on
obtient Z 1

0

u00v00dx+

Z 1

0

cuvdx =

Z 1

0

fvdx: (1 point)

La formulation variationnel du système (P ) est donc, trouver u 2 V tel que
a (u; v) = l (v) ; 8v 2 V;

avec V = H2
0 (]0; 1[) ; a (u; v) =

R 1
0
u00v00dx+

R 1
0
cuvdx et l (v) =

R 1
0
fvdx: (1 point)

2) On véri�e les hypothèses du théorème de Lax-Milgram, V = H2
0 (]0; 1[) est un espace de

Hilbert pour la norme

jvj2H2
0
=

Z 1

0

(v00 (x))
2
dx:

Soit � la constante de l�inégalité de Poincaré. l est une forme bilinéaire et continue car

jl (v)j �
Z 1

0

jfvj dx � kfkL2 kvkL2 � kfkL2 kvkH2 � � kfkL2 kvkH2
0
: (1 point)

a est une forme bilinéaire et continue car

ja (u; v)j �
Z 1

0

ju00j jv00j dx+
Z 1

0

jcj juj jvj dx

� ku00kL2 kv00kL2 + kck1 kukL2 kvkL2
� (1 + kck1) kukH2 kvkH2

� �2 (1 + kck1) jujH2
0
jvjH2

0
;
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et k:kH2 est équivalente à j:jH2
0
sur H2

0 (]0; 1[) : (1 point) De plus, si on suppose que c � 0;
alors

a (u; u) �
Z 1

0

(u00)
2
dx = juj2H2

0
;

d�où la coercivité de a: Sous l�hypothèse c � 0, la formulation variationnelle du problème
(P ) admet donc une unique solution. (1 point)
3) Comme D (
) � H2

0 (]0; 1[) ; alors 8' 2 D (
) ; on aZ 1

0

u00'00dx+

Z 1

0

cu'dx =

Z 1

0

f'dx;

où encore, par intégration par partieZ 1

0

u0000'dx+

Z 1

0

cu'dx =

Z 1

0

f'dx; 8' 2 D (
) ;

c�est-à-dire, u0000 + cu = f dans D0 (
) : (1 point) Comme f 2 L2 (]0; 1[) ; c 2 C ([0; 1]) et
u 2 H2

0 (]0; 1[) ; alors u
0000 2 L2 (]0; 1[) : Donc, u 2 H4 (]0; 1[) et u0000 + cu = f p.p. dans ]0; 1[ :

(1 point) Puisque u 2 H2
0 (]0; 1[) ; alors

u (0) = u (1) = u0 (0) = u0 (1) = 0: (1 point)

Par conséquent, la solution du problème variationnel est solution du problème (P ) :
4) La forme bilinéaire étant symétrique, et d�après le théorème de Lax-Milgram, le problème
(P ) équivaut à minimiser sur H2

0 (]0; 1[) la fonctionnelle

� (v) =
1

2
a (v; v)� L (v) : (1 point)
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