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Epreuve d’Analyse fonctionnelle

Exercicef1 (10 points)
1) Soit u € C! (RY).
a) On suppose que N = 1. Montrer que
lull oo < I/l -

b) Par récurrence sur N, montrer que

1 H@xN

c) Montrer que
Jull . < IVl

d) Soit 1 < p < N. Montrer qu'il existe Cy, ne dépendant que N et p tel que

p < COnp [V,
Np
avec —_—
p N _
2) Soit 1 <p< N Montrer que
p < O [V,

pour tout u € W'? (RY) (C,, et p* sont donnés & la question précédente).
En déduire que 'injection de W*'» (RN ) dans L4 (RN ) est continue pour tout g € [p, p*].
Exercicef2 (10 points)
Soit

Hg (10,1]) = {v e H*>(]0,1]), v(0) =v (1) =o' (1) =2 (0) = 0}

I’espace de Hilbert pour la norme

ol = \/ [ @ @as

qui est équivalente & la norme habituelle sur H? (]0,1[) .




Soit f € L?(]0,1[) et ¢ € C'([0,1]) . On considére le probléme suivant :

//// (

x =f(z), 0<x <1,

+c()
(P): ()_O’U%

1) En supposant que v € H*(]0, 1[), donner la formulation variationnelle du probléme (P).
2) Montrer que cette formulation admet une unique solution sous de bonnes hypothéses sur
¢ que 'on précisera.

3) Montrer que cette solution est solution du probléme (P) .

4) Exprimer le probléme (P) comme un probléme de minimisation.
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Corrigé

Exercicefl (10 points)
1) a) Comme u € C} (R) on a, pour z € R, u(z) = [*_u'(t)dt et donc

u@l< [ @lde< ol
On en déduit bien |ul| < ||'||;. (1 point)

b) La question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour toute fonction u
appartenant & CI (R), |lul| < ||/||;- (0.5 point)

Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute fonction u appartenant a C' (RN ), on

a
1

) ‘

1

1
N

ou

oy

Soit u € C! (RN*!). Pour z € R¥*! on note x = (z1,y)" avec z; € Ret y € RY. Pour
x1 € R, 'inégalité de Holder donne

o

8xN

foll g, <)

1

N4l L
[ ¥ ay = [ sl dy
RN RN

(/RN Ju (1, y) |71 dy)NNl (/RN Iu(xl,y)|dy)le, .

On applique '’hypothese de récurrence a la fonction y — (z1,y) (qui est bien dans C! (RN ),

IN

on obtient

1 1

" ' L

L1(RN) a-T;]\/—‘,-l

ou
8_1:2 (Ila -)

LN-T(RN)

o, M < ‘

LY(RN) .

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (démontré a la question (a)) a la fonction z —
u(z,y) (qui est bien dans C! (R)), on a pour tout y € RY

ou
‘U($17y)| < ‘ a_<7y) )
2 L1(R)
et donc, en intégrant par rapport a v,
ou
/ \u(:cl,y)]dyg‘a— -
RN L1 || Ly rN+1)

En reportant ces majorations dans (*) on obtient pour tout z; € R

L
N N

ou

0T N1

(1,.) (z1,.)

Orn1

1
N H ou

N1 0
[ ¥ an < | S

Ll(RN) Ll(RN) Ll(RN-H) '



En intégrant cette inégalité par rapport a x; et en utilisant une nouvelle fois I'inégalité de
Holder (avec le produit de N fonctions dans LY, on obtient bien I'inégalité désirée, c’est a
dire

1 1
N 1 1
¥ o ou ou ||V
||U| N+l > a_ 19 )
N T1l|q TN+1 |1
ou encore L y
|| || 8u N+1 au N+1
Ul N+1 S o
N 8$1 1 813]\[_;,.1 1

Ce qui termine la récurrence. (2 points)

¢) La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmé-
tique de ces mémes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité
de la fonction exponentielle). On en déduit que

1
ﬁ '
1

< |||Vul||; pour tout 7, on a bien
1

N

ou

oy

ou

0T N1

ou
31:2-

1

N 1
<
=N <

1 i=1

rmhmg‘

1

Comme ‘ g—“
T

lull x < [[Vull, . (2 points)

d) Pour p =1, on a vu que Cy, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N. On pose

a = p(]y:;) (de sorte que azts = p*) et v = ju|*"" . Comme @ > 1 et u € C! (RY), on a

aussi v € u € C} (RN ) On peut donc appliquer le résultat de la question (c) & la fonction

v. On obtient
([ )™ < ([ @)™ <,

Comme |Vo| = a |[u|*""|Vul, I'inégalité de Holder (avec p et ¢ = -57) donne

-1 -1
Vol = af[lul™ [V7ul[[, < aflful™ |, 11V,

_ (e=Dp _
Comme (o — 1) ¢ = ==* = p*, on a donc
p*(N=1) - S Pe-1)
a5 — (/ ()] d:c) <alul, IVl
RN
Ce qui donne, avec Cy, = a = £ (Jifv__pl)

lul, < Cny 192l - (2 points)

2) Soit u € WP (RY), il existe une suite (u,), .y de fonctions appartenant a C} (R") t.q.
u, — u dans W1tP (]RN ) quand n — oo. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy
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dans LP". Par unicité de la limite (par exemple dans L}, (RY) cette limite est nécessairement

égale & u. On peut alors passer a la limite quand n — oo dans 'inégalité

pe < Onp V][],

|,

et on obtient ainsi [Jull,. < Cy, ||[Vul|, pour tout u € W' (RY). Ceci donne Iinjection
continue de W'? (R"Y) dans L*" (R"Y). (1 point) L’injection continue de W'? (RY) dans
LP (RV) est immédiate car [jull, < [lully, pour tout u € W (RY). (0.5 point) Soit
maintenant ¢ € |p, p*[. Pour montrer que W'? (R") s’injecte continfiment dans L7 (RY) il
suffit d’utiliser I'inégalité classique suivante (qui se démontre avec I'inégalité de Holder) avec
p<qg<r=p

0 1-0
lully < flelly llull. ™

avec 0 = pE::q) €10,1[. (1 point)
Exercice%Z (]f() points)
1) On sait que u € H*(]0,1[) . Soit v € HZ (]0,1[) , en multipliant (P) par v et en intégrant

entre 0 et 1, on obtient
1 1 1
/ u""vdzx +/ cuvdxr = / fudz.
0 0 0

En intégrant une fois par partie et en utilisant le fait que v (0) = v (1) = 0, on obtient

1 1 1
—/ u""v'dx +/ cuvdx :/ fvdz. (1 point)
0 0 0

En intégrant une nouvelle fois par partie et en utilisant le fait que v/ (0) = ¢’ (1) = 0, on
obtient

1 1 1
/ u"v"dr + / cuvdr = / fvdz. (1 point)
0 0 0
La formulation variationnel du systéme (P) est donc, trouver u € V tel que
a(u,v)=1(v), YveV,

avec V = HZ (]0,1]), a(u,v) = fol u"v"dx + fol cuvdz et [ (v) = fol fvdz. (1 point)
2) On vérifie les hypotheses du théoréme de Lax-Milgram, V' = HZ (]0, 1]) est un espace de
Hilbert pour la norme

1

2 " 2

ol = [ O @)
Soit « la constante de I'inégalité de Poincaré. [ est une forme bilinéaire et continue car
1
1@ < [ 1feldo < il ol < 161 lolle < @£l ol - (1 point)
0
a est une forme bilinéaire et continue car
1 1
ool < [ et [l fullo]da
0 0

1"l 2 10"l 2+ el lull 2 [101] 2

(14 [lelloo) lull g2 101l 12

o (1 [lello) [l gz vl gz

VANVARVAN
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et ||.|| 2 est équivalente a ||Hg sur H2 (]0,1]). (1 point) De plus, si on suppose que ¢ > 0,
alors

1
2 2
aw > [ @)= iy,

d’ou la coercivité de a. Sous ’hypothése ¢ > 0, la formulation variationnelle du probléme

(P) admet donc une unique solution. (1 point)
3) Comme D (Q) C HZ (]0,1]), alors Vo € D(Q), on a

1 1 1
/ u' " dx +/ cupdx :/ fodz,
0 0 0

ol encore, par intégration par partie

1 1 !
/ u”"gpdl‘ +/ cupdr = / fedx, Yo € D (Q) )
0 0 0

c’est-a-dire, " + cu = f dans D' (). (1 point) Comme f € L?(]0,1]), ¢ € C([0,1]) et
u € HZ(]0,1]), alors " € L?(]0,1[) . Donc, u € H*(]0,1[) et « + cu = f p.p. dans |0, 1[.
(1 point) Puisque u € HZ (]0,1[), alors

w(0) =u (1) =u'(0) =4 (1) =0. (1 point)

Par conséquent, la solution du probléme variationnel est solution du probléme (P).
4) La forme bilinéaire étant symétrique, et d’apres le théoréme de Lax-Milgram, le probléme
(P) équivaut & minimiser sur Hg (]0, 1]) la fonctionnelle

1

¢ (v) = 3¢ (v,v) — L (v). (1 point)



